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Рассмотрена задача о построении решений, описывающих внутренние гравитационных волны в
стратифицированной среде конечной глубины с разнонаправленными сдвиговыми течениями.
Рассмотрено модельное постоянное распределение частоты Брента–Вяйсля и линейная зависимость
сдвигового течения по глубине и получено аналитическое решение задачи, которое выражается через
модифицированные функции Бесселя мнимого индекса. С помощью дебаевских асимптотик моди-
фицированной функции Бесселя получены аналитические выражения для дисперсионных соотно-
шений, исследованы фазовые характеристики волновых полей. Исследованы зависимости волновых
характеристик возбуждаемых полей от основных параметров использованных моделей стратифика-
ции, течений и режимов генерации.
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Среди большого многообразия наблюдаемых
волновых процессов различной физической при-
роды в океане и атмосфере Земли особый интерес
вызывает взаимодействие возбуждаемых волн с
гидродинамическими потоками [1–6]. Движение
стратифицированной среды является одним из ос-
новных факторов, влияющих на динамику внут-
ренних гравитационных волн (ВГВ) как в есте-
ственных условиях, так и в технических устрой-
ствах. В современных научных исследованиях при
анализе динамики ВГВ в природных стратифици-
рованных средах с учетом наличия течений при-
меняются асимптотические методы исследова-
ния аналитических моделей волновой генера-
ции. В линейном приближении существующие
подходы к описанию волновой картины возбуж-
даемых полей ВГВ основаны на представлении
волновых полей интегралами Фурье и их асимп-
тотическом анализе [7]. В реальных океанических
условиях необходимо рассматривать ВГВ, рас-
пространяющиеся на фоне средних течений с
вертикальным сдвигом скорости, причем вариа-
ция скорости по вертикали составляют десятки
см/с и м/с, то есть имеет тот же порядок, что и
максимальные скорости ВГВ. Такие течения
должны существенно сказываться на распростра-
нении ВГВ [8–16]. Если масштаб изменения те-

чений по горизонтали много больше длин ВГВ, а
масштаб временной изменчивости много больше
периодов внутренних волн, то естественной мате-
матической моделью является случай стационар-
ных и горизонтальных однородных сдвиговых тече-
ний [2–4, 10]. Целью настоящей работы является
построение аналитических решений, описываю-
щих поля ВГВ в стратифицированной среде ко-
нечной глубины с учетом разнонаправленных
сдвиговых течений.

Рассматривается вертикально стратифициро-
ванная среда конечной глубины . Пусть

 – вектор сдвигового течения на гори-
зонте . Исходной для дальнейшего анализа явля-
ется линеаризованная система уравнений гидроди-
намики относительно невозмущенного состояния,
которая имеет вид [2–4, 10]
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где (   ) – компоненты возмущенной ско-
рости, ( , ) – возмущения давления и плотно-
сти,  – невозмущенная плотность среды.
Воспользовавшись приближением Буссинеска,
можно получить уравнение для вертикальной
компоненты скорости [2–4]

(1)

где  – квадрат частоты Брента–Вяйсяля (ча-
стоты плавучести),  – ускорение свободного па-
дения. Граничные условия берутся в виде (верти-
кальная ось  направлена вверх)

(2)

Далее используются следующие предположе-
ния. Частота Брента–Вяйсяля предполагается по-
стоянной:  Сдвиговое течение
предполагается одномерным:  Функция

 – линейная функция глубины:  +
   Ис-

пользование данной модельной гидрологии (по-
стоянное распределение частоты плавучести,
разнонаправленные сдвиговые течения) широко
применяется в реальных океанологических рас-
четах и позволяет учитывать основные особен-
ности волновой динамики с учетом реальной из-
менчивости плотности морской среды, наблю-
даемой при натурных измерениях ВГВ в океане, а
также исследовать задачу аналитически [10–19].
В [9] в том числе с использованием данной модели
анализировались результаты многочисленных
исследований по натурным измерениям внут-
ренних волн, течений, а также их взаимодей-
ствию в различных областях Мирового океана.
В [11, 12] рассмотрена генерация ВГВ волн сдви-
говым течением в проливе Карские Ворота,
причем течение меняется с приливной часто-
той, и пакеты ВГВ появляются с периодично-
стью, определяемой сдвиговой неустойчивости
течений. Аналогичные результаты получены в
[9, 10] на примере Гибралтарского пролива, где
рассмотрены измерения течений и ВГВ, ампли-
туда которых может составлять десятки метров.
Многочисленные измерения придонных пото-
ков в глубоководных акваториях Северной Ат-
лантики показывают, что на больших глубинах
градиенты сдвиговых скоростей и значения ча-
стоты плавучести малы, основные изменения
этих гидрофизических параметров наблюдаются
в верхних слоях океана на глубинах порядка 100–
200 метров, что позволяет использовать предло-
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женную модельную гидрологию и линейную за-
висимость сдвиговых течений от глубины [8–10,
13, 14]. Также предполагается, что выполнено
условие устойчивости Майлса для числа Ричард-

сона:  [1–4]. Характерные зна-

чения чисел Ричардсона в акваториях Мирового
океана (Атлантический океан, моря Арктического
бассейна) при отсутствии динамической не-
устойчивости течений могут находиться в интер-
валах от 2 до 20 [8, 9, 13, 14]. Тогда в безразмерных
координатах и переменных

 =  
 уравнения (1)–(2) можно пред-

ставить в виде (звездочка “*” далее опускается)

(3)

Введенный выше параметр  есть величина об-
ратная квадратному корню из числа Ричардсона:

 параметр  – отношение амплитуды
приповерхностного течения  к максимальной
групповой скорости распространения ВГВ в оке-
ане, равной  [2, 3, 7]. Решение задачи (3)
ищется виде свободных гармонических волн:

 =  Тогда для
определения функции  имеем

(4)

В качестве двух линейно независимых реше-
ний задачи (4) возьмем

где  – модифицированная функция Бесселя мни-

мого индекса ,  
 Решение, удовлетворяющее граничному

условию при  имеет вид:  –
 Функции  – комплексно со-

пряжены, поэтому решение  является дей-
ствительным. Так как предполагается, что вы-
полнено условие устойчивости Майлса для числа
Ричардсона, то  Отсюда в частности следу-
ет, что  и значения  действительны. Тре-
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бование удовлетворения граничному условию при
 определяет дисперсионное соотношение

(5)

В [16] для аналогичной модельной гидрологии
(постоянная частота плавучести, линейный про-
филь сдвигового течения, конечная толщина
стратифицированного слоя) получено дисперси-
онное соотношение в виде, аналогичном (5), и
было отмечено, что решение этого уравнения
представляет большую математическую труд-
ность. Более сложной задачей является исследо-
вание аналитических свойств полученного дис-
персионного уравнения, так как это дает возмож-
ность получить асимптотические выражения для
полей ВГВ при различных режимах волновой ге-
нерации. Далее будут изучены основные особен-
ности решений дисперсионного уравнения (5) и
построены асимптотические представления ре-
шения этого уравнения. Решения дисперсионно-
го уравнения (5) можно представить в виде

 или  В настоящей работе будет ис-
пользоваться дисперсионная зависимость виде

 считая  фиксированным параметром. Рас-
сматривается гидрологическая модель линейного
разнонаправленного сдвигового течения – тече-
ние изменяет свое направление с увеличением
глубины, то есть придонные и приповерхностные
течения разнонаправлены (рис. 1). Далее будут
использоваться два модельных распределения
сдвигового течения по глубине, обозначаемые на
рис. 1 индексами 1 (первая модель) и 2 (вторая мо-
дель). В первом случае значения всех параметров
следующие:    , во
втором случае:    .
В первом случае приповерхностное течение быст-
рее придонного, во втором случае придонное те-

= −π.z

λ − λ − λ λβ β −π − β β −π =( (0)) ( ( )) ( (0)) ( ( )) 0.i i i iI r I r I r I r

ω μ ν( , )n μ ν ω( , ).n

μ ν( ),n ω

= 0.8,a = 0.39,b ω = 0.54, =Ri 6.5
= 0.8,a = 0.72,b ω = 0.54, =Ri 1.9

чение больше по амплитуде приповерхностного.
В использованных моделях  это означает, что
амплитуды сдвиговых течений не превышают
максимальной групповой скорости распростра-
нения ВГВ, что наблюдаемо в условиях Мирового
океана. Параметр  определяет отношение
частоты свободной волны к максимальному зна-
чению частоты плавучести, данные модельные
параметры описывают распространение ВГВ с
частотой почти в два раза меньше частоты плаву-
чести, что также наблюдаемо в реальных океани-
ческих условиях [8–10, 14]. В использованной мо-
дели гидрологии разнонаправленных сдвиговых
течений дисперсионные кривые представляют со-
бой замкнутые линии. На рис. 2 изображены дис-
персионные кривые первых трех мод для первой мо-
дели, на рис. 3 – дисперсионные кривые первых
трех мод для второй модели. Каждая дисперсионная
кривая пересекает ось  в точках , значения ко-
торых определяются из решения краевой задачи (4)
при :  .

Рассмотрим асимптотические решения дис-
персионного уравнения (5), считая большим па-
раметром , тогда  можно заменить на  Вос-
пользуемся дебаевской асимптотикой  мо-
дифицированной функции Бесселя мнимого
индекса  которая, в отличие от классиче-
ской асимптотики при  определяет поведе-
ние функции  при больших значениях как
индекса , так и аргумента  Модифицированная
функция Бесселя  удовлетворяет уравне-
нию [21–23]
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Рис. 1. Модельные профили разнонаправленных сдвиговых течений.
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С помощью замены  перемен-
ной это уравнение можно представить в виде

(6)

При  уравнение (6) упрощается

(7)
Тогда ВКБ асимптотика уравнения (7) в случае

 описывающая осциллирующие решения,
имеет вид

Для экспоненциально растущих или убываю-
щих решений ВКБ асимптотика уравнения (7)
при  имеет вид

Далее будут рассматриваться только функции
 (функция  комплексно сопряжена с

 и ). Для нахождения
множителей  необходимо сравнить ВКБ
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Выражение для ВКБ асимптотики функции
 при  имеет вид

(8)

Продолжим аналитически первую из формул (8)
из области  в область  через верхнюю по-
луплоскость комплексной переменной τ, в резуль-
тате получим

(9)

Тогда дебаевская асимптотика модифициро-
ванной функции Бесселя  мнимого индекса
(при больших значениях как индекса , так и ар-
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Рис. 2. Дисперсионные кривые первых трех мод (первая модель), 1 – первая мода, 2 – вторая мода, 3 – третья мода.
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Рис. 3. Дисперсионные кривые первых трех мод (вторая модель), 1 – первая мода, 2 – вторая мода, 3 – третья мода.
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гумента ) получается подстановкой в (8), (9)
вместо  значения  [21–23]

(10)

Значение  – точка ветвления, значение
 – точка поворота, где асимптотики (10) не

работают. Если  то имеем:  =
  Для

дальнейших расчетов параметр  все чис-
ленные результаты приведены для первой модели.
На рис. 4 приведена геометрия расположения осо-
бых точек, определяющих основные качественные
особенности поведения дисперсионных кривых в
плоскости переменных ( ), где 
На рис. 4 показаны зависимости  (линия e) и

 (линия f) как функции . Точки A, D являют-
ся точками ветвления, они отвечают тем значе-
ния , при которых  Разрез в
комплексной плоскости  проведен от до A и
от D до . Точки поворота, отделяющие значе-
ния переменной μ, при которых существуют
волновые решения – это точки B, C на рис. 4.
При  и при  волновые возмущения
отсутствуют.

τ
τ λr

−
− λ

−
± λ

−
± λ

λ ≈ − ± λΘ − π ×
× πλ πλ

+ −Θ = − − < <
− −

λ ≈ − ×
× λ Φ + π πλ

λ ≈ − ×
× −λ Φ − π πλ

Φ = − − − >

∓

2 1/4

2
2

2

2 1/4

2 1/4

2 2

( ) ( 1) exp( ( 4)

exp( 2) 2 ,

1 1 11 ln ), 0 1,
2 1 1

Re ( ) ( 1)

exp( ( ( ) 2)) 2 ,

Im ( ) ( 1)

exp( ( ( ) 2)) 2 2 ,

( ) 1 arctg( 1), 1.

i

i

i

I r r i

rr r
r

I r r

r

I r r

r

r r r r

= 0r
= 1r

< 0,r λ λ( )iI r
λ= −πλ −λexp( ) ( ),iI r − λ − λλ = πλ −λ( ) exp( ) ( ).i iI r I r

β = 6.57,

Ψ μ, Ψ = ω − μ ( ).M z
(0)r

−π( )r μ

μ = − =(0) ( ) 0.r r H
μ −∞

+∞

μ > μC μ < μB

Cоответствующие численные значения равны:
    Из

рис. 4 видно, что действительные решения дис-
персионного уравнения существуют в интервале

 В интервале  дисперси-
онное уравнение (5), используя асимптотики
(10), можно представить в виде

Откуда можно получить

(11)

В интервале  решение дисперсион-
ного уравнения (5) имеет вид

(12)

Получить зависимости  из выражений (11),
(12) возможно, используя стандартные вычисли-
тельные системы типа “Математика”. На рис. 5
изображена дисперсионная кривая  рассчи-
танная численно (сплошная линия), и ее при-
ближения, рассчитанные с использования фор-
мулы (11) (штриховая линия) и формулы (12)
(штрих-пунктирная линия).

Для исследования вынужденных ВГВ в стра-
тифицированном океане со сдвиговыми тече-
ниями необходимо решать задачу (3) с ненуле-
вой правой частью  конкретный
вид которой определяется видом источника
возмущений. Если рассматривать в качестве ис-
точника направленную по вертикали силу, то
имеем:  =  +
+  В случае точечного источника мас-
сы:  =  Если эта
функция имеет вид:  
×  то рассматривается функция Грина
задачи (3) для осциллирующего точечного ис-

μ = −1.67,A μ = 0.675,D μ = −0.575,B μ = 1.08.C
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Рис. 4. Особые точки решения дисперсионного уравнения.
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точника возмущений, расположенного на глу-
бине . Очевидно, что в силу линейности рас-
сматриваемой задачи, используя полученные
асимптотические решения для функции Грина,
в дальнейшем можно получить представления
для полей ВГВ, генерируемых произвольными
нелокальными и нестационарными источника-
ми в стратифицированном океане со сдвиговы-
ми течениями [7, 17–19]. Одним из основных
источников генерации ВГВ в океане могут яв-
ляться движущиеся атмосферные циклоны.
Возбуждаемые с помощью этого механизма ге-
нерации волновые поля играют значительную
роль в различных механизмах переноса энергии
в толще океана. Экспериментальное обнаруже-
ние следа ВГВ от движущегося урагана явилось
одним из впечатляющих достижений современ-
ной океанологии [17, 20]. На больших расстояни-
ях реальные источники возмущений (тайфун,
возмущения атмосферного давления, циклон)
допускают физически обоснованную аппрокси-
мацию некоторой системой точечных локализо-
ванных источников, взятых с определенными ве-
сами. Точечным нестационарным источником
генерации ВГВ в реальном океане также можно
считать крутой склон поперечного хребта в про-
ливах, который обтекается сдвиговым течением и
периодическим приливным течением [9, 11–14].
Такой подход является физически обоснованным
для решения многих задач моделирования гене-
рации линейных ВГВ в океане с учетом сдвиговых
течений [2–4, 10]. На больших расстояниях от ис-
точников возмущений точная форма источника
практически не влияет на волновые характери-
стики ВГВ, которые определяются параметрами
стратифицированной среды и соответствующими

0z
законами дисперсии [7, 18, 19]. В общем случае
решение представляет собой сумму вертикальных
волновых мод:  где каждая мода явля-

ется суперпозицией плоских волн вида

(13)

где собственные функции спектральной задачи (3)
входят в амплитуду  которая является мед-
ленно меняющейся функцией переменной . Ин-
тегралы типа (9) на больших расстояниях от источ-
ников возмущений ВГВ можно вычислить мето-
дом стационарной фазы [7, 18, 19]. Каждую
дисперсионную кривую  можно представить в
виде двух ветвей: верхней, обозначаемой через

 и нижней, обозначаемой через  Рас-
смотрим сначала случай верхней ветви дисперси-
онной кривой. Введем обозначения для фазы:

 Используя условие стацио-

нарности фазы , получим семейство линий

постоянной фазы с параметром ν

Полученные выражения описывают волновую
картину возбуждаемых полей ВГВ при  При

 аналогичное семейство линий постоянной
фазы описываются этими выражениями, где в
уравнении для фазы Ω вместо  необходимо

=  ,n
n

W W

∞

−∞

= ν − μ ν + ν − ω ν ( , )exp( ( ( ) )) ,n n nW F z i x y t d

ν( , ),nF z
ν
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Рис. 5. Дисперсионная кривая  и ее аппроксимации.
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использовать  На рис. 6 показаны линии по-
стоянной фазы при   
рассчитанные для первой волновой моды. Эти ре-
зультаты показывают значительную зависимость
фазовой структуры возбуждаемых полей ВГВ от
соотношения амплитуд придонного и приповерх-
ностного сдвиговых течений. В частности, если
амплитуды придонного и приповерхностного те-
чений равны, то соответствующая фазовая карти-
на волнового поля – симметрична. Если ампли-
туды придонного и приповерхностного течений
различны, то фазовая картина возбуждаемых по-
лей ВГВ становится ассиметричной. Поэтому ас-
симетричность фазовых картин волновых полей
может являться одним из признаков заметной пе-
рестройки в распределении по глубине сдвиговых
океанических течений.

Таким образом, решена задача о поле внутрен-
них гравитационных волн в стратифицированной
среде конечной глубины с разнонаправленными
сдвиговыми течениями. Для аналитического ре-
шения задачи использовано постоянное распре-
деление частоты плавучести и линейная зависи-
мость сдвигового течения от глубины. Используя
модельную гидрологию, получены аналитиче-
ские выражения, описывающие дисперсионные
зависимости, которые выражаются через моди-
фицированную функцию Бесселя мнимого ин-
декса. При выполнении условия устойчивости
Майлса и больших числах Ричардсона для по-
строения аналитических решений были исполь-
зованы дебаевские асимптотики модифициро-
ванной функции Бесселя мнимого индекса. Изу-
чены свойства дисперсионного уравнения и
исследованы основные аналитические свойства
дисперсионных кривых. Численно рассчитаны
фазовые картины возбуждаемых полей ВГВ для
данной модели волновой генерации.

μ ν2( ).n
= 4,t Ω = π2 ,k = …1,2, ,6,k

Работа выполнена по теме государственного
задания № АААА-А17-117021310375-7.
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Internal Gravity Waves in Ocean with Multidirectional Shear Flows
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The problem of constructing solutions describing internal gravity waves in a stratified medium of finite depth
with oppositely directed shear f lows is considered. A model constant distribution of the Brent-Väisala fre-
quency and a linear dependence of the shear f low in depth are considered and an analytical solution of the
problem is obtained, which is expressed in terms of the modified Bessel functions of the imaginary index.
Using the Debye asymptotics of the modified Bessel function, analytical expressions for the dispersion rela-
tions were obtained, and the phase characteristics of the wave fields were investigated. The dependences of
the wave characteristics of the excited fields on the main parameters of the used stratification models, f lows,
and generation modes are investigated.
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