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Горизонтально-неоднородное распределение тяжелой примеси в жидкой (газообразной) среде в
поле силы тяжести означает наличие горизонтальной составляющей силы градиента давления и
возникновение плотностного течения. В океане течения такого типа иногда носят катастрофиче-
ский характер; в атмосфере они могут иметь значение, например, в связи с некоторыми эпизодами
загрязнения атмосферы, выпадением осадков, пыльными бурями, приземными метелями. В работе
исследована линейная стационарная аналитическая модель, которая позволяет выявить некоторые
общие закономерности плотностных течений с оседающей тяжелой примесью над горизонтальной
поверхностью. Наиболее сильно амплитуда возникающих течений зависит от скорости оседания
частиц и коэффициента диффузии примеси.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Взвесенесущим гравитационным течениям в ат-
мосфере и водоемах посвящена обширная литера-
тура (см., например, [1–9] и библиографию в этих
изданиях). Горизонтально-неоднородное распре-
деление тяжелой примеси в поле силы тяжести
означает наличие горизонтальной составляю-
щей силы градиента давления и возникновение
плотностного течения. В океане течения такого
типа иногда носят катастрофический характер [6]; в
атмосфере они могут иметь значение, например, в
связи с некоторыми эпизодами загрязнения атмо-
сферы, выпадением осадков, пыльными бурями,
приземными метелями. В литературе большое вни-
мание уделяется взвесенесущим течениям над на-
клонными поверхностями [1–3, 5–7]. В меньшей
степени изучены плотностные течения, возникаю-
щие вследствие горизонтально-неоднородного рас-
пределения тяжелой примеси над горизонтальной
поверхностью. Относящиеся сюда процессы бы-
вают включены в качестве блоков, например, в
численные модели пыльных бурь, но общие за-
кономерности таких течений, насколько нам из-
вестно, пока изучены недостаточно. В настоящей
заметке исследована стационарная аналитиче-
ская модель, которая позволяет выявить некото-

рые общие закономерности плотностных тече-
ний с оседающей тяжелой примесью.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается полуограниченная жидкая

(газообразная) среда, ограниченная снизу твер-
дой горизонтальной поверхностью  (ось 
направлена вертикально вверх). С этой поверх-
ности в среду поступает тяжелая примесь:

(1)

Здесь  – массовая концентрация тяжелой при-
меси,  – коэффициент ее диффузии,  –
плотность потока примеси (кг/(м2 с)), которая в
данной модели предполагается известной функ-
цией горизонтальной координаты  (ограничива-
емся здесь двумерной задачей).

Горизонтально-неоднородное поступление
примеси приводит к появлению неоднородно-
стей плотности среды, отклонений давления и
возникновению течений. Ситуация в ряде отно-
шений аналогична задачам о термических цир-
куляциях – течениях, возникающих над терми-
чески-неоднородной нижней границей (см., на-
пример, [10] и библиографию в этой работе).
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Отличие заключается в том, что в данном случае
отклонения плотности обусловлены вариация-
ми концентрации оседающих частиц примеси.
Но возникающие вертикальные движения стра-
тифицированной по температуре среды приводят
и к температурным возмущениям, вклад которых
в отклонения плотности среды в общем случае
также следует учитывать. Соответствующее обоб-
щение линеаризованной системы уравнений для
стационарных двумерных возмущений в прибли-
жении Буссинеска имеет вид:

(2)

(3)

(4)

Здесь   – составляющие возмущения поля ско-
рости вдоль осей   соответственно;    –
возмущения давления, плотности и температуры
(для атмосферного воздуха – потенциальной тем-
пературы [11]);   – коэффициенты обмена
(предполагаются постоянными);  – фоно-
вый вертикальный градиент температуры (потен-
циальной температуры; предполагается устойчи-
вая или нейтральная фоновая стратификация
плотности);  – коэффициент теплового расши-
рения,  – концентрационный коэффициент
плотности;  – средняя (отсчетная) плотность
среды;  – символ двумерного лапласиана;  –
абсолютная величина скорости оседания частиц
примеси (предполагается одинаковой и много
большей, чем вертикальная скорость возникаю-
щих течений).

На нижней границе (подстилающей поверхно-
сти) предполагается выполнение условий непро-
текания и прилипания, а также фиксированной
температуры (отсутствия температурных возму-
щений):

(5)

Вдали от поверхности предполагается затухание
возмущений.

3. АНАЛИЗ ПОЛЯ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПРИМЕСИ

Решение уравнения (4) для горизонтально-од-
нородной задачи (когда  не зависит от ), с уче-
том краевых условий, имеет вид

(6)
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При достаточно слабой зависимости  от  это
решение, очевидно, приближенно выполняется.
Из масштабного анализа легко видеть, что соответ-
ствующий критерий – малость вертикального мас-
штаба  по сравнению с горизонтальным

масштабом  на котором заметно меняется 
Ниже будет рассматриваться весьма удобная для
анализа модель с гармонической горизонтальной
зависимостью поступления примеси:

(7)

где   – постоянные. Решение уравнения (4)
в этом случае имеет вид

(8)

где

(9)

Для рассматриваемого механизма генерации воз-
мущений существенна горизонтальная неоднород-
ность концентрации примеси, т.е. имеет значение
только второе слагаемое в (8). Ниже предполагают-
ся достаточно большие горизонтальные масштабы
возмущений, когда

(10)

4. РЕШЕНИЕ
Исключая из системы уравнений все неизвест-

ные, кроме одной, нетрудно получить уравнение

(11)

где  – частота плавучести.
Для модели (7), (8) ищем решение в виде гори-

зонтальной гармоники:   u =
= U(z)sin(kx) и т.д. Последнее уравнение прини-
мает вид

(12)

где  – вертикальный масштаб,
определяемый фоновой температурной стратифи-
кацией. Общее решение (12) представляет собой
сумму частного решения неоднородного уравне-
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ния (12)  и общего решения однородного урав-
нения. С учетом (10),

(13)

(не рассматриваем здесь особый случай совпаде-
ния масштабов  и ). Таким образом, с учетом
условия затухания возмущений с высотой, реше-
ние уравнения (12) можно записать в виде

где  – корни характеристического уравнения
однородного уравнения с отрицательными дей-
ствительными частями,  – постоянные инте-
грирования. Если  много меньше горизонталь-
ного масштаба возмущений  то

Согласно нижним граничным условиям, посто-
янные интегрирования  находятся из системы
уравнений:

(в последнем уравнении учтено неравенство (10)).

5. АНАЛИЗ СЛУЧАЯ НЕЙТРАЛЬНОЙ 
ФОНОВОЙ СТРАТИФИКАЦИИ  

Этот предельный случай представляет особый
интерес, поскольку позволяет получить мажорант-
ную оценку для скорости рассматриваемых плот-
ностных течений при отсутствии отрицательных
обратных связей, обусловленных устойчивой стра-
тификацией. При слабых фоновых температурных
стратификациях плотностные течения не приво-
дят к заметным температурным возмущениям и
полностью определяются неоднородным полем
концентрации оседающей примеси. В этом случае
уравнение (12) имеет вид
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С учетом (10), приближенное решение будет

(14)

Порядки амплитуд возмущений можно оценить
и непосредственно из простых физических сообра-
жений. Если слой оседающей примеси толщиной
порядка  в котором возникают горизон-
тальные градиенты плотности, достаточно тонкий
(выполняется (10)), то можно пользоваться при-
ближением гидростатики: 

 В этом приповерхностном слое
среды в первом уравнении (2) существует при-
ближенный баланс горизонтальной силы гради-
ента давления  ~  и силы

вязкого трения  ~  Приравняв эти
выражения, получаем для амплитуды  выраже-
ние, согласующееся со вторым равенством (14).
Предположение о гармонической зависимости воз-
мущений от x при этом практически не использова-
лось, так что оно не играет принципиальной роли.

Пусть, например, в приземном слое воздуха в
условиях приземной метели [7, 8]  кг/м3, коэф-
фициенты турбулентного обмена ν = κ = χ = 3 м2/с,

 м/с, тогда  м. Если при этом ампли-
туда вариаций притока примеси  составляет
10–2 кг/(м2 с) на горизонтальных масштабах по-
рядка километра (  м–1),  м3/кг,
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Рис. 1. Примеры профилей  на вертикали 

(сплошная линия, нормировано на ) и
 на вертикали  (штриховая линия, нормирова-

но на ).
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амплитуда горизонтальной скорости возникаю-
щих течений порядка 1 м/с, вертикальной – на два
порядка меньше. Как видно из полученного реше-
ния, амплитуда этих течений сильно зависит от ко-
эффициента диффузии примеси и особенно – от
скорости оседания частиц. На рис. 1 приведены
вертикальные зависимости двух составляющих
скорости для рассмотренного численного приме-
ра. В области повышенного поступления и кон-
центрации тяжелой примеси повышено гидро-
статическое давление, так что имеют место гори-
зонтальное растекание среды и нисходящие
движения. Хотя горизонтальная сила градиента
давления, как упоминалось выше, действует в
тонком слое толщиной порядка  как вид-
но из рисунка, горизонтальное движение охваты-
вает слой на порядок большей толщины (благода-
ря вязкости).

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Явления, подобные пыльным бурям, метелям
и т.п., вообще говоря, очень сложны [4, 7, 8], по-
скольку зависят от процессов разной физической
природы и разных масштабов. В настоящей замет-
ке рассмотрен лишь небольшой блок этого круга
проблем: возникновение плотностных течений
при заданном неоднородном поступлении в среду
тяжелой примеси. Выше найдены закономерно-
сти таких течений в рамках простейшей аналити-
ческой модели. Полученные нетривиальные за-
висимости амплитуд от значений параметров хо-
рошо согласуются с прозрачными физическими
соображениями. Наиболее сильно амплитуда
возникающих течений зависит от скорости оседа-
ния частиц. При прочих фиксированных пара-
метрах, более “эффективно” поступление мел-
ких, медленно оседающих частиц.

Использованное здесь линейное приближе-
ние применимо при выполнении условий типа
u2  |p'|/  это приводит к условию βgk2χ5M1/ν2υ6)  1
К близкому ограничению приводит и фактически
использовавшееся предположение 
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Analytical Model of Density Flows Arising with Sedimentation of a Heavy Admixture
L. Kh. Ingel*
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The horizontally inhomogeneous distribution of heavy admixture in a f luid (gaseous) medium in the field
of gravity means the presence of the horizontal component of the pressure gradient force and the occur-
rence of density f low. In the ocean, currents of this type are sometimes catastrophic; in the atmosphere,
they can be significant, for example, in connection with some episodes of atmospheric pollution, precipi-
tation, dust storms, surface snowstorms. In the work, a linear stationary analytical model is investigated,
which allows one to establish some general laws of density f lows with a heavy admixture settling above a
horizontal surface. The amplitude of the arising f lows most strongly depends on the sedimentation rate of
the particles and the diffusion coefficient of the admixture.

Keywords: heavy admixture, sedimentation, density f lows, atmosphere, water bodies, analytical model
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