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В работе рассматривается возможность аппроксимации основных статистических характеристик
моделей атмосферы с помощью периодических траекторий – замкнутых решений уравнений ди-
намики. Возможность такой аппроксимации базируется на идеях теории динамических систем,
утверждающей, что в некоторых важных частных случаях (например, для гиперболических си-
стем) периодические траектории определяют инвариантную меру системы, связанную с поняти-
ем ее климата. В работе показано, что и в случае рассмотренных атмосферных моделей такая
аппроксимация возможна. При этом основные моды изменчивости циркуляции реализуются в
виде кластеров периодических траекторий, ориентированных вдоль ведущих собственных векто-
ров динамических операторов моделей, линеаризованных относительно их средних состояний.
Анализ данных наблюдений показывает, что, по-видимому, такой же вывод можно сделать и для
реальной атмосферной циркуляции.
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ВВЕДЕНИЕ
Исследование природы изменчивости в атмо-

сфере средних широт является весьма популяр-
ной научной тематикой, начиная с 40-х гг. ХХ в.
Наиболее известные математические подходы,
используемые для анализа проблемы, включают
построение редуцированных моделей атмосфер-
ной циркуляции, описывающих с разной степе-
нью точности атмосферную циркуляцию на внут-
рисезонных временных масштабах (баротропные
модели атмосферной циркуляции, двух- и трех-
слойные квазигеострофические модели, примитив-
ные уравнения). С помощью линеаризации данных
уравнений относительно среднего состояния ат-
мосферы (модельного или реально наблюдаемого)
удается связать собственные векторы линеаризо-
ванного оператора с ведущими модами измен-
чивости (т.н. естественными ортогональными
функциями или ЕОФ) полей атмосферных харак-
теристик (функции тока, приземного давления,
геопотенциала или скорости) [1–6]. Другой под-
ход основан на эмпирическом подходе и сводится
к использованию данных наблюдений для рекон-
струкции линейного оператора эволюции, порож-
дающего наблюдаемую динамику атмосферы с по-
следующим анализом структуры его собственных

векторов [7–11]. Для более низкочастотных ком-
понент циркуляции (на масштабах от недели до
месяца) популярным подходом является построе-
ние т.н. режимов циркуляции – состояний атмо-
сферы (например “зональный” режим и режим
“блокирования”), вероятность нахождения систе-
мы в окрестностях которых максимальна [12–15].
Динамика системы в этом случае представляет со-
бой переходы между состояниями. Данный подход
тесно связан с аппроксимацией динамики атмо-
сферы с помощью малокомпонентных марковских
сетей [16–20].

Все перечисленные методы имеют свои досто-
инства и недостатки, оставляя место для дальней-
ших исследований. В настоящей работе мы рас-
смотрим еще один, альтернативный подход, явля-
ющийся, в каком-то смысле обобщением “теории
режимов циркуляции” – вместо стационарных
(квазистационарных) состояний атмосферы для
аппроксимации ее динамики используются более
общие множества – периодические траектории. В
математической основе метода лежит утвержде-
ние теории динамических систем (доказанное
для т.н. гиперболических динамических систем) о
том, что любая траектория системы (и любая ее
статистическая характеристика) может быть ап-
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проксимирована с помощью периодических ре-
шений системы – траекторий системы специаль-
ного вида, возвращающихся в исходное началь-
ное состояние за конечное время (период орбиты)
[21–24]. При этом статистические характеристики
системы вычисляются с помощью взвешенных
осреднений по соответствующим характеристи-
кам орбит, а весовые коэффициенты определяют-
ся через характеристики неустойчивости орбит,
используемых при осреднении [24]. В результате
использования данного подхода можно с хоро-
шей точностью аппроксимировать как отдельные
статистические характеристики (среднее состоя-
ние, дисперсию, моды изменчивости), так и саму
инвариантную меру рассматриваемой системы,
связанную с понятием климата [25]. В случае мо-
делей динамики атмосферы доказательного обос-
нования метода не существует, однако в ряде ра-
бот (например, [26]) высказывается предположе-
ние, что при вычислении макроскопических
характеристик хаотической системы с большим
числом степеней свободы ее можно считать ги-
перболической (т.н. “хаотическая гипотеза”).
Применительно к моделям динамики атмосферы
задача поиска периодических траекторий нетри-
виальна, поскольку сводится к решению сильно
нелинейной системы дифференциальных урав-
нений высокой размерности (равной размерно-
сти фазового пространства системы) с плохим на-
чальным условием. Вопрос существования пери-
одических решений в фазовом пространстве
атмосферных моделей, наличие связей между ха-
рактерными режимами циркуляции и периодиче-
скими орбитами, возможность аппроксимации
циркуляции с помощью периодических движе-
ний проводилось на примере моделей баротроп-
ной динамики атмосферы (океана) в работах [27–
32]. В настоящей работе мы рассмотрим возмож-
ность использования периодических траекторий
для аппроксимации статистических характери-
стик моделей динамик атмосферы более подроб-
но, рассмотрев также квазигеострофическию мо-
дель атмосферы (т.н. модель Маршалла–Молте-
ни [33]) и привлекая для анализа более полный
набор орбит. В частности, будут сделаны выводы
о структуре ведущих мод изменчивости и их связи
с регулярными периодическими движениями.

Работа построена следующим образом. Во вто-
рой главе формулируются рассматриваемые мо-
дели, анализируются их статистические характе-
ристики в сравнении с данными наблюдений. В
третьей главе рассматривается методика построе-
ния периодических траекторий, и приводятся ре-
зультаты по аппроксимации статистик моделей с
помощью периодических орбит. В четвертой гла-
ве рассмотрены особенности циркуляции в плос-
кости ведущих собственных мод моделей. В за-
ключении обсуждаются результаты работы.

МОДЕЛИ ДИНАМИКИ АТМОСФЕРЫ
Баротропная модель атмосферы основана на

двумерном уравнении Навье–Стокса в сфериче-
ской геометрии в терминах функции тока  (в
приближении антисимметрии относительно эк-
ватора) с учетом эффектов вращения и трения о
подстилающую поверхность.

(1)

Здесь:  – безразмерная функция тока, пара-
метр Кориолиса обозначен  орография и ее нор-
мировка –  и  соответственно, внешнее воздей-
ствие –  коэффициенты турбулентной вязко-
сти и трения в пограничном слое обозначены  и

 соответственно, оператор Лапласа на сфере обо-
значен символом  оператор Якоби – символом 

Уравнение решается с помощью метода Галер-
кина (базисные функции – антисимметричные
относительно экватора сферические гармоники)
по пространству. Используются два простран-
ственных разрешения – T12 и T21, приводящие к
системе обыкновенных дифференциальных урав-
нений размерности 78 и 231. Для аппроксимации
по времени используется схема “midpoint” (X и τ –
правая часть системы и шаг по времени):

Параметры модели были заданы следующим
образом. Орография была получена из реальных
данных высоты поверхности Земли в Северном
полушарии (антисимметрично продолженных в
Южное полушарие) с помощью разложения в ряд
Фурье по базисным функциям метода Галеркина.
Нормирующий множитель  равен 0.14. Харак-
терное время, соответствующее коэффициентам
пограничного трения и турбулентной вязкости
(для наиболее высокочастотной гармоники) со-
ставляет  25 и 5 дней соответственно. Внешнее
воздействие было выбрано таким образом, чтобы
среднее состояние системы было близко к сред-
нему состоянию реальной атмосферы в январе-
феврале для поля функции рассчитанной по дан-
ным реанализа NCEP/NCAR.

Методика выбора внешнего воздействия за-
ключается в подстановке траектории реальной
системы (в нашем случае данных NCEP/NCAR) в
уравнение модели и вычислении остаточного
слагаемого, которое после осреднения по време-
ни и дает искомое внешнее воздействие 
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Здесь  функция тока из массива данных
NCEP/NCAR (для 250 или 300 миллибаровой по-
верхности для модели грубого (T12) и “высокого”
(T21) пространственных разрешений),  – опе-
ратор проектирования на фазовое пространство
системы. Более подробное описание данной про-
цедуры можно найти в работах [34, 35]. При по-
строении модели использовались данные архива
для декабрей–январей–февралей 1979–2009 гг.

Линеаризация уравнения относительно сред-
него состояния  имеет следующий вид

(2)

Квазигеострофическая бароклинная модель
атмосферы [33] включает три уравнения для эво-
люции потенциальной завихренности  (в при-
ближении антисимметрии относительно эквато-
ра) на уровнях 200, 500 и 800 мб (индексы 1, 2 и 3
соответственно). При этом учитываются эффек-
ты вращения, взаимодействия между уровнями и
трения о подстилающую поверхность.

(3)

Выражения для потенциальной завихренности
имеют следующий вид:

(4)

Здесь и  – радиусы деформации Россби для
соответствующих уровней (равные 700 км и 450 км
соответственно), - функция тока,  – параметр
Кориолиса,  и  – орография и ее максималь-
ное значение. Диссипационные слагаемые 
определяются выражениями

(5)

 обозначает время релаксации вертикального
температурного профиля (равное 30 суткам);

– временнóй масштаб гипердиффузии
(1.33 суток); R – радиус Земли;  – абсолютное
значение наибольшего собственного числа опера-
тора Лапласа в модели (для разрешения Т18 оно
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равно λmax = 18 × 19). Далее,  –
оператор, описывающий трение о поверхность;

=  где LS это доля
поверхности Земли в ячейке сетки,  =
=   – временнóй масштаб эк-
мановского трения, выбранный равным 1.5 суток.

  и 
Процедура выбора правой части аналогична

процедуре, используемой для баротропной моде-
ли. Для каждого из уравнений  определяется
подстановкой данных функции тока на поверх-
ностях 200, 500, 800 мб из архива реанализа
NCEP/NCAR и соответствующим осреднением:

На рис. 1 представлены статистические харак-
теристики рассматриваемых моделей в сравне-
нии с данными наблюдений. Первая строка –
средние состояния баротропной модели низкого
разрешения, баротропной модели Т21, модели
Маршала–Молтени (уровень 1, соответствующий
200 мб) и функции тока на поверхности 250 мб по
данным архива NCEP/NCAR. Во второй строке –
поля среднеквадратических отклонений (в данных
NCEP/NCAR предварительно отфильтровывались
частоты короче трех и длиннее 90 сут).

Отметим, что при построении внешних воз-
действий для модели T12 использовались данные
функции тока 250 мб (для T21 – 300 мб), именно
поэтому ее среднее состояние наиболее близко к
наблюдениям. Кроме того видно, что все модели
занижают дисперсию поля функции тока, при
этом бароклинная модель является наиболее реа-
листичной. В третьей и четвертой строчках рис. 1
показаны первая и вторая ведущие естественные
ортогональные функции (ЕОФ) моделей и дан-
ных. При построении ЕОФ для данных снова
проводится фильтрация с окном 3–90 дней. Вид-
но, что первая ЕОФ данных, идентифицируемая
как круговая мода, хорошо воспроизводится ба-
ротропными моделями. Вторая ЕОФ поля на-
блюдений, имеющая структуру, сходную с PNA
близка к первой ЕОФ бароклинной модели и
имеет некоторое сходство со вторыми ЕОФ баро-
тропных моделей. Вторая ЕОФ бароклинной мо-
дели идентифицируется как “волна три”, также
выделяющаяся при анализе данных наблюдений.
Отсутствие круговой моды в ведущих ЕОФ1 и
ЕОФ2 бароклинной модели связано с тем, что ее
данные не фильтруются и содержат значительную
долю короткопериодной бароклинной изменчи-
вости (это необходимо для унификации анализа
моделей в следующих главах).

Рассмотрим далее структуру линейных мод
циркуляции на уровне 250 мб. Как показано в ра-
боте [36], линеаризация баротропного уравнения
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вихря относительно среднего состояния атмо-
сферы на этом уровне дает наибольшие значения
корреляции ведущих собственных векторов с ве-
дущими модами изменчивости. Линейный опе-
ратор (2) имеет 6 пар неустойчивых комплексных
собственных векторов, периоды которых равны
12, 8, 5, 3, 90 и 30 дням. На рис. 2 в первой строке
(a1–c1) показаны мнимые части векторов, отве-
чающих периодам 8, 12 и 30 (собственные векто-

ры 2, 1 и 6). Второй и первый векторы (a1 и a2)
имеют структуру волн “шесть” и “пять”, распро-
страняющихся с запада на восток, в структуре ше-
стого вектора (a3) присутствует структура типа
PNA и (на севере) волна “один”. Заметим, что ли-
неаризация уравнения (2) относительно среднего
состояния реальной атмосферы (вычисленного
по архиву NCEP/NCAR) дает аналогичные ре-
зультаты (выделяются все перечисленные выше

Рис. 1. Статистические характеристики моделей и данных реанализа NCEP/NCAR. a1–a4: среднее состояние (функ-
ция тока), среднеквадратичное отклонение (функция тока), первая и вторая ЕОФ баротропной модели Т12. b1–b4: те
же характеристики для баротропной модели T21. с1–с4: то же для модели Маршала-Молтени. d1–d4: то же для данных
реанализа NCEP/NCAR (функция тока поверхности 250 мб, зимы (декабрь-январь-февраль) 1979–2009 гг.). Размер-
ные величины (м2/с) получаются умножением на 2.97 × 109.
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моды) с той лишь разницей, что среди ведущих
векторов появляются и более высокочастотные
моды с характерными периодами двое и трое су-
ток и волновыми числами 7 и 8.

Регулярные колебательные процессы лучше
всего выделяются с помощью построения ком-
плексных ЕОФ. Процедура вычисления гиль-
бертовых ЭОФ для траектории системы заклю-
чается в следующем (см. [37]). Сначала произво-
дится преобразование Фурье по времени для
каждой компоненты рассматриваемого физиче-
ского поля. Далее, в полученном разложении
производится его сдвиг на четверть периода
(90 град.) и обратное преобразование Фурье. В
результате получаем исходный временной ряд

 и его гильберт-преобразование  Далее

необходимо составить комплексную перемен-

ную  и вычислить для нее кова-

риационную матрицу. Комплекснозначные соб-
ственные векторы этой матрицы есть гильбертовы
(или комплексные) ЭОФ системы, определяющие
двумерные плоскости с наибольшей изменчиво-
стью решения. На рис. 2 показан результат ком-
плексного ЕОФ-анализа данных баротропных и

( )ψ j ( )ψ�  .j

( ) ( ) ( )= ψ + ψ�z j j i j

бароклинной моделей, к которым применена
фильтрация с окном 7–9, 10–15 и 18–30 дней (при-
водится лишь одна компонента комплексной ЕОФ,
имеющая наибольшую корреляцию с соответству-
ющей линейной модой). Баротропная модель низ-
кого разрешения (вторая строка, a2–c2) плохо раз-
решает высокочастотные моды, поэтому линейная
мода 2 реализуется лишь в виде 9-ой по счету ЕОФ
(рис. 2a2), а первая мода – в виде второй ЕОФ.
30-дневная структура 6-ой моды выделяется в
первой ЕОФ. Структура изменчивости баротроп-
ной модели высокого разрешения близка к ее
собственным модам, все моды выделяются в виде
ведущих комплексных ЕОФ (рис. 2а3–с3). Из-
менчивость функции тока верхнего уровня моде-
ли Маршала–Молтени (рис. 2а4–с4) также близ-
ка к собственным модам баротропной циркуля-
ции, представленным в виде ведущих ЕОФ с
близкой структурой. Реальные данные имеют го-
раздо более богатую структуру изменчивости, одна-
ко собственные моды баротропной динамики здесь
также выделяются (рис. 2а5–с5). Волна “шесть” ре-
ализуется в виде ведущей комплексной ЕОФ, волна
“пять” в виде второй ЕОФ, а структура “волна
один”-PNA – в виде третьей ЕОФ.

Рис. 2. Ведущие собственные моды линеаризованного относительно среднего состояния оператора баротропной мо-
дели Т21 и характерные вращательные моды изменчивости моделей. a1–c1: ведущие собственные моды (вторая, пер-
вая, шестая) линейного оператора. a2–c2: девятая, вторая, первая комплексная ЕОФ баротропной модели T12 для
окон фильтрации 7–9, 10–15 и 18–24 дня. а3–с3: первая комплексная ЕОФ баротропной модели T21. а4–с4: первая
комплексная ЕОФ для модели Маршала–Молтени. Первая, вторая, третья комплексная ЕОФ по данным NCEP для
окон фильтрации 7–9, 10–15 и 18–24 дня. Безразмерные единицы.
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ГРИЦУН

ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ОРБИТЫ СИСТЕМЫ
И ЕЕ СТАТИСТИЧЕСКИЕ 

ХАРАКТЕРИСТИКИ

По определению, периодической орбитой яв-
ляется специальная траектория системы, которая
через фиксированное время T (период орбиты)
возвращается в свое исходное положение. В сим-
вольном виде это можно записать как

(6)

где  это нелинейный оператор эволю-

ции, определяющий состояние системы с началь-

ным состоянием в точке  через время  Со-

отношение, определяющее орбиту, является, по

сути, нелинейной системой из  уравнений для

 неизвестного, поскольку нелинейно

зависит и однозначно определяется  и  Не-

доопределенность системы вызвана тем, что одна
и та же орбита может быть задана различными на-
чальными условиями, которые получаются друг из
друга сдвигом вдоль периодической траектории.
Для решения системы уравнений могут быть ис-
пользованы различные численные методы. В дан-
ной работе мы использовали метод Ньютона с по-
давлением шага (см., например, [38]), при этом
необходимо доопределить систему, устранив сво-
боду выбора начального условия. Это можно сде-
лать, добавив к системе уравнений фазовое усло-
вие, смысл которого заключается в том, что на-
правление поиска выбирается ортогональным к
направлению движения.

Кратко проиллюстрируем численную схему ме-

тода (детали можно найти в [29]). Пусть  и 

являются (k)-ми приближениями для  и 

Обозначим  и 
Стандартная итерация метода Ньютона основана
на разложении уравнения

в ряд Тейлора по  и  с точностью до малых
первого порядка. В результате получается линей-

ная система уравнений для  и  А именно,

(7)
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Потребуем ортогональность направления по-

иска  направлению движения (правой части
системы) в текущем начальном состоянии:

(8)

Система линейных уравнений в невырожден-

ном случае однозначно определяет и  при
этом следующее приближение вычисляется как

Параметр  равен единице в стандартном ме-
тоде Ньютона. Однако если линейная система

плохо обусловлена, шаг  может быть
большим. В этом случае разложение в ряд Тейло-
ра с точностью до слагаемых первого порядка не
имеет смысла, и метод Ньютона может расхо-
диться. Как показывают результаты расчетов, для
рассматриваемой задачи подавление шага являет-
ся обязательной процедурой. Для выбора величи-
ны  в работе была использована методика “line
search”, описанной в [38]. Заметим, что каждая
итерация метода Ньютона требует интегрирова-
ния линеаризованной модели в полном фазовом
пространстве.

Для определения среднего значения какой-либо

статистической характеристики системы  мо-

дель интегрируется в течении длительного времени,

 оценивается в каждой точке полученной траекто-
рии и усредняется по всем моментам времени

(9)

при этом, все измерения  учитываются с оди-

наковым весом, равным единице.

Согласно теории гиперболических систем
(см. [24]), зная набор всех периодических траекто-

рий системы с периодом меньшим  среднее 

можно определить, вычисляя  в точках, лежа-
щих на периодических траекториях:

(10)

где  – периодическая точка периода 

 – общее число таких точек, каждая орбита

периода  содержит  периодических точек (  –

шаг по времени в модели),  – вес орбиты (оди-

наковый для всех ее периодических точек),  –
суммарный вес всех периодических точек. Вес ор-

биты  определяется как

(11)
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где  – положительные ляпуновские показа-

тели орбиты, соответствующей i-ой периодической
точке. Таким образом, формула имеет такой же
смысл, что и стандартное определение среднего,
только значение функционала для конкретной пе-
риодической точки учитывается не с одинаковым
единичным весом, а с весом, пропорциональным
характеристикам неустойчивости орбиты – скоро-
сти роста фазового объема вдоль ее неустойчивых
направлений. Чем выше скорость роста, тем мень-
ше вес. Слабо неустойчивые орбиты вносят опреде-
ляющий вклад при вычислении среднего, что физи-
чески оправдано, поскольку траектория проводит
больше времени в окрестности таких орбит.

С помощью указанных методик для каждой из
моделей был найден набор орбит, который будет
использован для вычисления статистических ха-
рактеристик моделей наряду со стандартным
определением. Для баротропной модели T12 бы-
ло найдено 2322 орбиты, для ее версии разреше-
ния T21 – 1851 орбита, для модели Маршала–
Молтени – 2711 орбит. Заметим, что справедли-
вость аппроксимации гарантируется теоремно,
если изучаемая система является гиперболиче-
ской и если найдены все орбиты вплоть до доста-
точно большого периода. Гарантировать эти фак-
ты мы, разумеется, не можем. Более того, число
орбит, необходимое для корректной реконструк-
ции траектории системы экспоненциально зави-
сит от ее сложности, поэтому можно ожидать, что
для модели Маршала–Молтени, имеющей наи-
большую размерность аттрактора и наибольшую
скорость нарастания ошибки, тестируемый под-
ход даст наихудшие результаты.

Результат аппроксимации базовых статисти-
ческих характеристик рассматриваемых моделей
с рис. 1 (среднее состояния, изменчивость, пер-
вый и второй ведущие ЕОФ) с помощью перио-
дических траекторий и использования представ-
лений (10–11), представлен на рис. 3. Видно, что
характеристики наиболее простой баротропной
модели T12 воспроизводятся точно, в случае мо-
дели Т21 занижается дисперсия, второй ЕОФ вос-
производится хуже. Для наиболее сложной моде-
ли Маршала–Молтени изменчивость еще более
занижена, ведущие ЕОФ, имеющие характерный
временной масштаб порядка 20-ти дней воспро-
изводятся плохо. Данный факт объясняется тем,
что для модели Маршала–Молтени число най-
денных орбит с периодами более 10-ти дней мало,
и при вычислении ЕОФ доминируют высокоча-
стотные моды.

СТРУКТУРА ЦИРКУЛЯЦИИ
В ПЛОСКОСТИ ВЕДУЩИХ ЕОФ

Рассмотрим далее, каким образом устроена
циркуляция в плоскости собственных мод баро-

( )λ ,i m тропной циркуляции. Для этого спроектируем
траекторию каждой модели на соответствующую
двумерную плоскость комплексной ЕОФ с рис. 2.
Таким образом, для каждой точки траектории мы

получим двухкомпонентный вектор (  ) ≡
≡  Скорость движения на плоскости будет

равна (  

Угол вращения  в двумерной плоскости за
1 шаг по времени равен (если среднее вычтено)

 и соответ-

ствующий период вращения можно вычислить

как  Построим далее боксовым мето-

дом плотность вероятности для проекции реше-
ния на выбранную плоскость и плотность веро-
ятности для тех точек, скорость которых вдоль

данной плоскости  по норме составляет как

минимум 50% от полной скорости решения

 (т.е. движение в данный мо-

мент времени происходит в основном вдоль дан-
ной плоскости).

На рис. 4a1–a3 представлены плотности веро-
ятности проекций решения баротропной модели
Т21 на плоскости комплексных ЕОФ с рис. 2 (a3,
b3 и c3), на рис. 4b1–b3 – проекции решения на
те же плоскости, но для состояний скорость ко-
торых вдоль данной плоскости по норме превос-
ходит 0.5 от полной нормы скорости. Время об-

ращения  для соответствующих плоскостей
показано на рис. 4с1–с3. Можно сказать, что для
всех проекций распределения имеют квазигаус-
сову форму с единственным максимумом. В
этом смысле, режимы циркуляции не выделяют-
ся. В то же время, если рассматриваются состоя-
ния, эволюция которых в значительной степени
определяется процессом, определяющим соответ-
ствующий комплексный ЕОФ (например, распро-
странение волны Россби с волновым числом 6, как
на рис. 4a1), то плотность вероятности имеет нетри-
виальный характер, приобретая форму “бублика”.
Траектории системы описывают регулярные вра-
щения в фазовом пространстве вокруг начала
координат.

Период вращения близок к характерному пе-
риоду собственной моды линейного оператора
баротропной задачи (6–8 дней (рис. 4с1) для
плоскости рис. 2a3, и 10–14 дней (рис. 4с2) для
плоскости рис. 2b3). При увеличении окна филь-
трации до 18–24, т.е. при рассмотрении более
низкочастотных колебаний, характер циркуля-
ции становится более сложным, регулярные дви-
жения вокруг среднего состояния перестают до-
минировать, в распределении периодов враща-
тельного движения появляется асимметрия.

Похожая картина имеет место и для периоди-
ческих орбит системы (рис. 5). Для короткопери-
одных мод изменчивости правильно выделяются

( )1 ,x i ( )2x i
( ) .r i

( ) ( )+ −1 11 ,x i x i ( ) ( )) ( )+ − τ ≡2 21 .x i x i u i
θ

( ) ( ) ( ) ( )[ ]θ = + × +arcsin 1 1r i r i r i r i

= πτ θθ 2 .T

( )u i

( ) ( )( )ψ + − ψ τ1i i

θT
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особенности структуры плотности вероятности и

характерные времена. Это означает, что траекто-

рии модели действительно совершает регулярные

вращательные движения вокруг начала коорди-

нат вдоль кластера соответствующих периодиче-

ских траекторий. Для низкочастотных колебаний

качество аппроксимации ухудшается, главным

образом из за того, что количество орбит с перио-

Рис. 3. Аппроксимация статистических характеристик моделей с рис. 1 с помощью периодических траекторий. a1–a4:
среднее состояние (функция тока), среднеквадратичное отклонение (функция тока), первая и вторая ЕОФ баротропной
модели Т12. b1–b4: те же характеристики для баротропной модели T21. с1–с4: то же для модели Маршала–Молтени.
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дом, большим 10 дней, полученное с помощью
численного алгоритма недостаточно для коррект-
ного описания динамики.

Для баротропной модели Т12 наблюдается по-
хожая картина – имеют место регулярные колеба-
тельные движения для 10–15 дневных мод и слож-

ная низкочастотная динамика, колебания с харак-

терным временем 7–9 дней в модели отсутствуют.

Орбиты аппроксимируют все детали динамики с

большей точностью, чем для модели Т21. Модель

Маршала–Молтени демонстрирует аналогичную

динамику, однако, ее аппроксимация периодиче-

Рис. 4. Проекции плотности вероятности для плоскости ведущих вращательных мод изменчивости баротропной мо-
дели Т21 (a1–a3), то же для состояний, скорость которых имеет значительную составляющую вдоль плоскости проек-
ции (b1–b3). с1–с3 – характерный периода обращения траектории вокруг начала координат.
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скими движениями возможна только для наиболее
высокочастотных мод (7–9 дней и короче).

Аналогичный анализ данных реальной кли-
матической системы показывает, что и реаль-
ная циркуляция атмосферы имеет похожую
структуру. Используя весь имеющийся архив
NCEP/NCAR (1948–2015 гг., ноябрь–март) для
функции тока поверхности 250 мб были построе-
ны комплексные ЕОФ для фильтрованных дан-

ных с окнами фильтрации 4–6 и 10–15 сут. Были

вычислены состояния, для которых норма проек-

ции скорости на выбранную плоскость превыша-

ет 0.45 от нормы скорости. Далее для этих состоя-

ний были построены двумерные плотности вероят-

ности (рис. 6a1 – для CEOF1 и фильтра 4–6 дней,

рис. 6a2 – для CEOF1 и фильтра 10–15дней) и оце-

нено характерное время обращения вокруг средне-

го состояния (рис. 6b1 и рис. 6b2 соответственно).

Рис. 5. То же, что и рис. 4, но полученное в результате аппроксимации периодическими орбитами.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассматривается связь между соб-
ственными модами (собственными векторами
линеаризованных относительного среднего со-
стояния) моделей динамики атмосферы, веду-
щими модами изменчивости модельной циркуля-
ции и неустойчивыми периодическими решениями
уравнений моделей (решениями, возвращающими-
ся в исходное состояние через заданное время).

Для поиска периодических траекторий реали-
зован эффективный вычислительный алгоритм.
Показано, что в фазовых пространствах моделей
существует набор периодических решений, до-
статочный для аппроксимации базовых статисти-
ческих характеристик моделей (среднего состоя-
ния, дисперсии, ведущих мод изменчивости).
При этом, для наиболее сложной из рассматрива-
емых моделей (модели Маршала–Молтени) мо-
ды низкочастотной изменчивости (с периодами
более двух недель) аппроксимируются недоста-
точно хорошо, что, по-видимому, связано с недо-
статочным количеством найденных орбит.

Кластеры орбит можно связать с различными
колебательными процессами в фазовом простран-
стве рассмотренных атмосферных моделей – вол-

нами Россби различного пространственного мас-
штаба, осцилляционными структурами типа PNA и
NAO. Для высокочастотных мод изменчивости
динамика системы реализуется в виде регулярно-
го периодического движения в плоскостях ком-
плексных естественных ортогональных функций,
при этом траектория системы повторяет круговое
движение орбит с тем же периодом. Плотность
вероятности точек, совершающих такие враще-
ния, имеет вид тора, который хорошо аппрокси-
мируется при помощи периодических орбит. Как
правило, плоскость регулярного движения совпа-
дает с плоскостью наиболее неустойчивых соб-
ственных мод баротропной динамики. Интересен
тот факт, что линейный характер динамики наблю-
дается не рядом со средним состоянием, а на неко-
тором расстоянии от него. Это может быть ин-
терпретировано в рамках линейного динамико-
стохастического подхода к описанию атмосфер-
ной циркуляции, когда динамический оператор
аппроксимируется устойчивым линейным опе-
ратором и стохастическим нелинейным слагае-
мым, моделирующим нелинейные взаимодействия
системе. Когда состояние системы далеко от сред-
него, доминирует линейная часть тенденции, и на-
оборот для состояний близких к среднему.

Рис. 6. Проекция плотности вероятности на плоскость CEOF1 (a) и характерное время, за которое траектория обра-
щается вокруг начала координат вдоль плоскости CEOF1 (b) для состояний модели, фазовая скорость которых проек-
тируется на плоскость соответствующей CEOF1 с коэффициентом корреляции выше 0.45. CEOF1 получен для филь-
трованных данных с окнам фильтрации 4–6 дней (a1 и b1) и 10–15 дней (a2 и b2).
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В случае более низкочастотных процессов (от
14 дней и более) динамика имеет более сложный
характер, не описываемый простыми двумерны-
ми вращениями. Наряду с линейными процесса-
ми (например, волна “один”, распространяюща-
яся с востока на запад) присутствуют и более
сложные моды с нелинейной динамикой (круго-
вая мода, NAO). При этом, возможность аппрок-
симации динамики периодическими траектория-
ми все равно сохраняется. Анализ данных наблю-
дений показывает, что, по-видимому, такие же
выводы можно сделать и для реальной атмосфер-
ной циркуляции. Проекции решения на высоко-
частотные моды изменчивости предполагает на-
личие периодических (квазипериодических) тра-
екторий у реальной атмосферы.
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Variability of Extra Tropical Atmospheric Circulation and Periodical Trajectories
in Simplified Atmospheric Models

A. S. Gritsun*
Institute of Numerical mathematics Russian Academy of sciences, Gubkina str., 8, Moscow, 119333 Russia

*e-mail: asgrit@mail.ru

In this paper we investigate a possibility to approximate basic statistical characteristics of atmospheric models
by its periodic trajectories – closed solutions of equations of model dynamics. This idea is borrowed from the
dynamical systems theory where in several important cases (for hyperbolic systems in particular) periodic tra-
jectories define invariant measure of the system being the mathematical analogue for the notion of the cli-
mate. We show here that this kind of approximation is possible for several atmospheric models as well. More-
over the principal modes of atmospheric variability are represented by clusters of periodic orbits positioned
along leading eigen vectors of model dynamical operators linearized around corresponding model average
states. Analysis of observational data shows that the same conclusion could be made for real atmospheric cir-
culation.
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