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В данной работе мы исследуем применимость дисперсионной и бездисперсионной модели для опи-
сания распространения и наката длинных волн на берег в случае составного рельефа дна: плоский
откос переходит в зону постоянной глубины. Численные расчеты проводятся в рамках двух моде-
лей: (1) нелинейная теория мелкой воды и (2) дисперсионная модель в приближении Буссинеска,
основанная на модифицированных уравнениях Перегрина, и сравниваются с данными лаборатор-
ного эксперимента для различных типов волн: регулярные, бигармонические и “судовые” пакеты
волн, сильно модулированные по частоте и амплитуде. На основе проведенного сравнения делают-
ся выводы о применимости соответствующих теорий для описания данных типов волн.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В современной литературе для описания наката

длинных волн на берег чаще используется нели-
нейная теория мелкой воды, чем дисперсионные
модели, в частности, уравнения типа Буссинеска.
Для объяснения этого существует несколько при-
чин. Во-первых, при приближении к берегу дис-
персионный член в уравнениях Буссинеска стано-
вится незначительным по сравнению с нелиней-
ным членом [1]. Во-вторых, расчеты наката волн,
проведенные с помощью дисперсионных кодов,
менее устойчивы по сравнению с расчетами, про-
веденными в рамках нелинейной теории мелкой
воды [2]. В-третьих, нелинейная теория мелкой во-
ды считается более адекватной моделью в задачах
оценки риска цунами, поскольку она имеет низкое
расчетное время и ей не свойственна недооценка
высоты наката [3]. По этой же причине нелиней-
ная теория мелкой воды предпочтительнее для
оперативного прогноза цунами [4].

Отметим также, что для цунами зачастую пер-
вая (лидирующая) волна достаточно хорошо опи-

сывается обеими моделями, в то время как дис-
персионные эффекты важны для описания по-
следующих волн [5]. Тут следует сказать, что первая
волна цунами далеко не всегда наибольшая, что ча-
сто наблюдается во время транс-океанических
цунами, распространяющихся на большие рас-
стояния [6]. Также дисперсионные эффекты мо-
гут проявляться и в “задержке” времени распро-
странения волн цунами [7].

Большинство приведенных выше исследова-
ний основывались только на численных расчетах
и не имели опорных измерений для контроля ре-
зультатов самих моделей. В данной работе мы
сравниваем высоты наката волн на берег, рассчи-
танные с помощью двух моделей, с эксперимен-
тальными данными наката различных типов
волн: одиночные волны, регулярные и бигармо-
нические волны, а также частотно модулирован-
ные волновые пакеты. В качестве моделей ис-
пользуются нелинейная теория мелкой воды и
модель типа Буссинеска, основанная на модифи-
цированных уравнениях Перегрина.
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Рис. 1. Схема лабораторного эксперимента в Большом волновом канале.
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2. ДАННЫЕ ЛАБОРАТОРНОГО 
ЭКСПЕРИМЕНТА

Лабораторный эксперимент проводился в
Большом волновом канале (Großer Wellenkanal)
Ганновера, в Германии в 2012–2013 гг. [8, 9]. В экс-
перименте использовалась стандартная геомет-
рия канала, который состоит из участка ровного
дна длиной 251 м, заканчивающегося плоским от-
косом с тангенсом берегового уклона 1 : 6 (рис. 1).
Во время экспериментов глубина воды поддер-
живалась постоянной и была равна 3.5 м. Измере-
ния вдоль длины канала проводились с помощью
18 струнных волнографов. Колебания наката из-
мерялись емкостным датчиком, а также двумя ви-
деокамерами с высоким разрешением. Ошибка
измерения наката емкостным датчиком опреде-
ляется вариацией уреза воды поперек склона. По
визуальным наблюдениям, вариация составляет
около ±3% от величины наката.

Экспериментальный лоток имел грубое ас-
фальтовое покрытие, которое особенно сказыва-
лось на измерении отката волн. При движении во-
ды вниз от уреза, на склоне оставался слой воды,
который касался провода емкостного датчика, что
мешало корректному прописыванию отката волн.

Волны возбуждались с помощью лопастного
волнопродуктора, уже ранее применявшегося для
генерации длинных волн типа цунами [10]. Волно-
продуктор был оборудован механизмом активного
поглощения отраженной волны [11], использую-
щим в качестве входных параметров сигналы с
двух волнографов: одного в непосредственной
близости и другого в 3.6 м от лопасти. Однако что-
бы исключить влияние даже небольшой части
волны, отраженной от волнопродуктора, для рас-
четов использовались только первые четыре вол-
ны, на которых отражение еще не сказалось.

Полный список исследуемых волн включал
регулярные и бигармонические волны, а также
модулированные по частоте и амплитуде волно-
вые пакеты, напоминающие характерные записи
волн от высокоскоростных судов [12, 13]. В таких
генерируемых волновых пакетах период волн ли-
нейно уменьшался от 20 до 10 с.

Характерные оценки спектральной плотности
мощности для трех типов рассматриваемых волн
представлены на рис. 2. Из рисунка видно, что
для регулярных и бигармонических волн основ-
ной период одинаков и равен 20 с, в то время как
для судовых волн период 20 с соответствует нача-
лу широкого пика. Длина таких волн в канале глу-
биной h = 3.5 м в приближении линейных грави-
тационных волн равна 117 м, а параметр kh = 0.2,
где k – волновое число, что соответствует услови-
ям мелкой воды.

В качестве основного параметра для сравне-
ния вычислений с экспериментом использова-
лась высота наката.

3. ЧИСЛЕННЫЕ МОДЕЛИ

В численных расчетах использовались две мо-
дели: нелинейная теория мелкой воды и дисперси-
онные уравнения типа Буссинеска, основанные на
модифицированных уравнениях Перегрина [14].
Обе модели учитывали донное трение по формуле
Маннинга [15]. Соответствующий коэффициент
шероховатости был взят равным 0.016 с/м1/3, что
соответствует грубому асфальтовому покрытию
[16]. Влияние трения при накате длинных волн на
берег рассмотрено в [17].

Используемая в численных расчетах батимет-
рия повторяла геометрию Большого волнового
канала:

(1)

где h0 = 3.5 м – это постоянная глубина бассейна,
α – угол берегового склона (tgα = 1 : 6). За х = 0
взято положение волнопродуктора, от которого
отсчитываются все расстояния. Участок [a, c] со-
ответствует левой и правой границе численного
лотка, точка b = 251 м соответствует началу бере-
гового склона (см. рис. 1).

В качестве граничного условия слева (x = a)
использовалась наиболее “чистая” эксперимен-
тальная запись волнографа в точке, наиболее
приближенной к волнопродуктору. Это была за-
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пись волнографа, установленного на расстоянии
a = 50 м от волнопродуктора.

Условий же на скорости течения не накладыва-
лось. Как доказано в работе [18], постановка задачи
с одним краевым условием на каждой границе в
докритическом режиме (усредненная по глубине
горизонтальная скорость частиц жидкости меньше
скорости распространения длинных волн, т.е. чис-
ло Фруда меньше единицы) корректна. Такой вы-
бор граничных условий обеспечивает прозрач-
ность их задания.

Число точек пространственной сетки было по-
стоянным и равно 4000 для всех экспериментов,
так что пространственное разрешение составляло
6.3 см. Для дискретизации во времени мы исполь-

зовали вложенные методы Рунге–Кутты 3 и 2 по-
рядка [19], реализованные в среде МАТЛАБ с по-
мощью команды ode23 [20]. Таким образом, в каж-
дом вычислении для выбора шага по времени
использовалась адаптивная схема с установленным
желаемым уровнем погрешности, равным 10–4. Ха-
рактерный временной шаг, используемый в обеих
моделях (нелинейная теория мелкой воды и моди-
фицированные уравнения Перегрина), для различ-
ных типов экспериментов представлен в табл. 1.

В обеих моделях реализован метод конечных
объемов. Численная схема основана на локально
полиномиальной реконструкции второго поряд-
ка, см. [21].

Рис. 2. Оценка спектральной плотности мощности исследуемых типов волн.
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Рис. 3. Сравнение высот наката, рассчитанных с помощью нелинейной теории мелкой воды (левая колонка) и моди-
фицированного уравнения Перегрина (правая колонка), для разных типов волн. Цифры 1, 2, 3 и 4 отвечают высоте на-
ката первой, второй, третьей и четвертой волны.
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Таблица 1. Характерный шаг по времени в проведенных расчетах; типы волн: 1 – регулярная волна, 2 – бигар-
моническая волна, 3 – частотно модулированный волновой пакет

Тип волн Модифицированные уравнения 
Перегрина, Δt, с

Нелинейная теория
мелкой воды, Δt, с

1 0.012 0.013
2 0.012 0.013
3 0.009 0.012
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4. РАСПРОСТРАНЕНИЕ И НАКАТ ВОЛН

Две описанные выше модели (нелинейная тео-
рия мелкой воды и модифицированные уравне-
ния Перегрина) использовались для описания
эксперимента, проведенного в Большом волно-
вом канале и описанного в разделе 2. Было прове-
дено моделирование всех указанных выше типов
волн. Численные расчеты в соответствующих
точках были сопоставлены с имеющимися изме-
рениями колебаний водной поверхности вдоль
канала и на берегу. В частности, были сопостав-
лены рассчитанные и измеренные максимальные
высоты наката первых четырех волн для каждого
типа волн. Также для каждой модели и для каждо-
го типа волн было рассчитано отклонение от экс-
периментально измеренного значения, нормиро-
ванное на величину экспериментального наката
(рис. 3). Цифрами на графике представлены мак-
симальные накаты первой, второй, третьей и чет-
вертой волн. Видно, что в расчетах, сделанных с
помощью дисперсионной теории, разброс между
расчетом и экспериментом меньше, и, в целом,
дисперсионная теория более достоверно описы-
вает экспериментальные данные. Также видно,
что с увеличением амплитуды волн разница меж-
ду расчетом и экспериментом уменьшается и, в
конце концов, приводит к недооценке высоты
наката. Этот эффект связан с обрушением волн.

Рассмотрим разные типы волн по-отдельности.

4.1. Регулярные волны

На рис. 4 показаны колебания водной поверх-
ности для регулярной волны высоты 0.2 м. Видно,
что как нелинейная теория мелкой воды, так и
дисперсионная теория, достаточно хорошо опи-
сывают экспериментальные данные.

На рис. 5а показан плавный накат регулярной
волны малой высоты 0.2 м, в то время как на рис. 5б
мы видим накат более нелинейной волны высо-
той 0.4 м. Видно, что если накат слабонелиней-
ной волны (рис. 5а) примерно одинаково описы-
вается обеими моделями, то для описания наката
более нелинейной волны (рис. 5б), дисперсион-
ная теория является более адекватной моделью.
Как уже отмечалось выше, при откате волны в
эксперименте на склоне оставался слой воды, ко-
торый касался провода емкостного датчика, по-
этому датчик плохо прописывал нисходящие
участки сигнала. Особенно ярко это выражено в
записях волн большой амплитуды, нелинейные
эффекты в которых наиболее сильно проявляют-
ся на стадии отката волн [22, 23].

Несмотря на то, что на качественном уровне
обе модели хорошо воспроизводят эксперимент,
см. рис. 4 и рис. 5, есть количественная разница,
которая особенно заметна для значений макси-
мального наката (рис. 3). Из рис. 3 видно, что дис-
персионная теория характеризуется меньшим от-
клонением от данных эксперимента и, в целом,

Рис. 4. Колебания водной поверхности для регулярной волны высотой 0.2 м. Экспериментальная запись представлена
сплошной линией, расчеты в рамках нелинейной теории мелкой воды представлены штрихпунктирной линией, а рас-
четы в рамках модифицированных уравнений Перегрина – штриховой линией. Горизонтальный отрезок соответству-
ет времени прихода отраженной от волнопродуктора волны.
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более достоверно описывает регулярные волны.
Также видно, что обе теории склонны недооце-
нивать накат волн большой амплитуды, что явля-
ется следствием обрушения волн (см. рис. 3).

4.2. Бигармонические волны

Из рис. 6 видно, что даже для бигармониче-
ских волн низкой амплитуды нисходящая ветка
(откат) еще хуже прописывается экспериментом,
чем в случае регулярных волн. Вероятно, это свя-
зано с наличием коротковолновой составляющей
в спектре.

В рамках рассмотренных высот волн диспер-
сионная модель показала себя как более надеж-
ная (рис. 6). При низких амплитудах волн она
слегка завышала высоту наката (4–17%), давая
при этом меньший разброс, чем нелинейная тео-

рия мелкой воды, которая как завышала (до 20%),
так и занижала (до 10%) значения высоты наката.
При более высоких амплитудах она могла слегка
занизить (не более 3%) высоту наката, обеспечи-
вая минимальный разброс по сравнению с нели-
нейной теорией мелкой воды, которая занижала
значения наката вплоть до 25%.

4.3. Частотно модулированные пакеты волн

И, наконец, рассмотрим самый необычный
тип волн в данной коллекции – модулированные
по частоте и амплитуде волновые пакеты. Период
таких волн уменьшался линейно с 20 до 10 с. На-
кат этих волн для экспериментальных тестов с
максимальными высотами 0.12 и 0.42 м показан
на рис. 7. Видно, что с описанием волн меньшей
амплитуды (рис. 7а) обе модели справляются

Рис. 6. Накат бигармонических волн высотой а) 0.27 м и б) 0.4 м. Экспериментальная запись представлена сплошной
линией, расчеты в рамках нелинейной теории мелкой воды представлены штрихпунктирной линией, а расчеты в рам-
ках модифицированных уравнений Перегрина – штриховой линией. Горизонтальный отрезок соответствует времени
прихода отраженной от волнопродуктора волны.
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Рис. 5. Накат регулярных волн высотой а) 0.2 м и б) 0.4 м. Экспериментальная запись представлена сплошной линией,
расчеты в рамках нелинейной теории мелкой воды представлены штрихпунктирной линией, а расчеты в рамках мо-
дифицированных уравнений Перегрина – штриховой линией. Горизонтальный отрезок соответствует времени при-
хода отраженной от волнопродуктора волны.
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примерно одинаково, в то время как при описа-
нии волн большей амплитуды (рис. 7б), теория
мелкой воды явно проигрывает, занижая ожидае-
мую высоту наката на более, чем 40%. Это зани-
жение высоты наката для более высоких волн
связано с эффектами обрушения волн. Дисперси-
онная же теория, основанная на модифициро-
ванных уравнениях Перегрина, при описании ча-
стотно модулированного волнового пакета ведет
к меньшей ошибке. При этом недооценка высоты
наката для самых высоких волн не превышает 7%.
Как и в случае регулярных волн, описанная тен-
денция наблюдается для большинства волн в
группе (рис. 3).

Если провести сравнение непосредственно
между предсказаниями двух численных моделей,
то видно, что, как и в предыдущем случае, пред-
сказания теории мелкой воды имеют бóльшую
ошибку, чем предсказания дисперсионной тео-
рии (рис. 3). Но в данном случае ошибка предска-
заний теории мелкой воды может быть как поло-
жительной (переоценка), так и отрицательной
(недооценка).

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе мы сравнили возможности двух
моделей: нелинейной теории мелкой воды и дис-
персионной теории в приближении Буссинеска,
представленной модифицированными уравнения-
ми Перегрина, для описания распространения и
наката длинных волн на берег. Основой для сравне-
ния стали экспериментальные данные, получен-
ные в Большом волновом канале (Ганновер, Гер-
мания) в 2012–2013 гг. В ходе эксперимента ис-
пользовались различные типы волн, включая
одиночные волны положительной полярности,
регулярные волны, бигармонические волны, а
также модулированные по частоте и амплитуде

волновые пакеты, характерные для волн от ско-
ростных судов. Все рассматриваемые волны имели
один и тот же период (характерную длительность)
основного сигнала, равный 20 с и соответствую-
щий условиям мелкой воды.

Показано, что обе модели одинаково хорошо
справляются с описанием (почти линейных) волн
очень малой амплитуды, в то время как для более
нелинейных волн большей амплитуды дисперси-
онная теория показала себя более адекватной мо-
делью, и является более предпочтительной. Под-
черкнем, что данные выводы сохраняются для
всех рассмотренных типов волн.

Численные расчеты частотно модулированных
волн выполнены при финансовой поддержке
Российского научного фонда (грант 16-17-00041),
расчеты других типов волн выполнены при под-
держке гранта РФФИ 18-05-80019 и PUT1378.
Экспериментальные данные были получены в
рамках проекта Hydralab IV, грант HyIV-FZK-03.
Авторы также благодарны программе PHC PAR-
ROT грант No 37456YM за поддержку научных
визитов во Францию и Эстонию.
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In this work we study the applicability of dispersive and nondispersive wave models for description of long
wave propagation and run-up on a beach in the case of a composite bottom relief: plane beach is merged with
a section of constant depth. Numerical simulations are performed in the framework of two models: (1) non-
linear shallow water theory and (2) dispersive model in the Boussinesq approximation, based on modified
Peregrine equations, and are compared with data of a laboratory experiment for different types of waves: reg-
ular waves, bi-harmonic signals and “vessel"-like wave trains, strongly modulated by frequency and ampli-
tude. Based on this comparison, conclusions about applicability of corresponding theories for description of
considered types of waves are drawn.
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