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Статья посвящена исследованию свойств и границ применимости квазитрехмерной модели потенци-
альных волн – перспективного метода моделирования волн на воде, предложенного В.П. Рубаном
и основанного на приближении узкой направленности спектра волнения. В рамках приближенных
уравнений движения воспроизведен анализ устойчивости волны Стокса конечной амплитуды по от-
ношению к трехмерным возмущениям. Исследована зона неустойчивости в окрестности резонансной
кривой, соответствующей 5-волновым взаимодействиям. Показано, что значения инкремента оказы-
ваются близки к точным несмотря на то, что соответствующие моды неустойчивости состоят из гар-
моник, далеких от главного направления. Последующие стадии развития неустойчивости правдопо-
добно воспроизводят динамику формирования подковообразной волны. Предложена модификация
кубических компонент функционала Гамильтона модели, устраняющая нефизичную зону неустойчи-
вости для возмущений, распространяющихся почти перпендикулярно к основной волне.
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ВВЕДЕНИЕ
Многие характерные особенности динамики

волн на воде могут быть объяснены в рамках мо-
дели потенциального течения несжимаемой жид-
кости со свободной поверхностью. Потенциаль-
ное течение представляет собой объект, удобный
как для аналитического изучения, так и для чис-
ленного моделирования, поскольку его движение
описывается интегро-дифференциальными урав-
нениями на границе жидкости, и это снижает раз-
мерность задачи.

Для численного моделирования двумерных
потенциальных волн широко применяется метод
конформных преобразований. В конформных
координатах уравнения движения записываются
таким образом (см., например, [1]), что вычисли-
тельная сложность нахождения соответствующих
правых частей на пространственной сетке из 
узлов определяется сложностью быстрого преоб-
разования Фурье . К преимуществам
подхода относится также возможность описывать
конфигурации с загибом свободной поверхности
(когда возвышение не является однозначной
функцией горизонтальной координаты) – кроме
очевидного примера обрушающихся волн, такая
ситуация также возможна и для необрушающихся

волн гравитационно-капиллярного диапазона [2].
Обзор истории метода и подробная библиогра-
фия могут быть найдены в [3].

Для моделирования трехмерных волн на осно-
ве точных уравнений движения может приме-
няться метод поверхностных интегралов [4, 5],
который, однако, обладает довольно высокой
сложностью. Еще один подход к точному модели-
рованию потенциальных волн подразумевает ре-
шение уравнения Лапласа для потенциала на
трехмерной сетке [6], при этом требуя, чтобы сво-
бодная поверхность не имела загибов.

Квазитрехмерная модель волнения, предложен-
ная В.П. Рубаном [7], представляет собой обоб-
щение метода конформных преобразований для
трехмерных течений. Как и полностью нелиней-
ные двумерные модели, она не накладывает огра-
ничений на крутизну волн, однако использует
приближение узкой направленности спектра вол-
нения. Комплексная координата вводится в вер-
тикальной плоскости, содержащей “главное”
направление распространения волн; в перпен-
дикулярном к этой плоскости направлении из-
менение всех полей считается медленным. Тео-
рия возмущений в общей формулировке для
волн над дном произвольной формы, а также
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частный случай волн на глубокой воде описаны
в [7]. В работах [8, 9] модель применяется для изу-
чения влияния трехмерных эффектов на процесс
образования волн-убийц. В тех же работах пред-
лагаются варианты регуляризации приближен-
ных уравнений, позволяющие получить коррект-
ное дисперсионное соотношение для линейных
волн, распространяющихся под любым углом.

Представляет интерес вопрос о границах при-
менимости модели Рубана. Соответствующая
теория возмущений использует малый параметр

, где ,  – характерные масштабы
длины по главному и поперечному направлениям
соответственно. Учет уже первых поправок по 
приводит к уравнениям, которые довольно гро-
моздки и сложны для анализа, что затрудняет
оценку точности приближения. Какие трехмер-
ные эффекты сохранены в приближенных урав-
нениях? Может ли в рамках модели быть описана
динамика существенно трехмерного процесса об-
разования подковообразных волн [10]?

В настоящей работе для ответа на эти вопросы
сделана попытка в рамках приближенных уравне-
ний модели Рубана воспроизвести анализ устойчи-
вости волны Стокса по отношению к трехмерным
возмущениям [11]. Исследована зона неустойчиво-
сти, связанная с 5-волновыми взаимодействиями,
проведено сравнение значений инкремента с точ-
ными значениями из [11]. Показано, что развитие
неустойчивости приводит к генерации подковооб-
разных структур.

Для практического применения важно, чтобы
квазитрехмерная модель вела себя устойчиво при
наличии возмущений, распространяющихся под
большими углами к главному направлению, даже
если мы не претендуем на корректное описание
их динамики. В данной работе предлагается мо-
дификация уравнений модели, устраняющая не-
физичную зону неустойчивости для возмущений,
распространяющихся почти перпендикулярно к
основной волне.

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим задачу о потенциальном течении
несжимаемой жидкости со свободной поверхно-
стью. Будем использовать декартову систему ко-
ординат , где ось  направлена вверх.
Уравнения движения для потенциала скорости

 и свободной поверхности 
записываются как
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где  – ускорение свободного падения. Ограни-
чимся случаем глубокой воды:

Свободная поверхность может быть выпрям-
лена переходом от пары декартовых координат

 к конформным координатам . Разуме-
ется, конформное преобразование будет зависеть
от оставшейся координаты :

где функция  является аналитической в нижней
полуплоскости комплексной переменной .
Свободная поверхность при этом параметризует-
ся действительной осью :

При таком описании состояние системы опре-
деляется значениями потенциала на свободной
поверхности  и отображением . В [7]
приводится вывод эволюционных уравнений для
неканонической пары переменных  и  из
принципа наименьшего действия с функцией Га-
мильтона

где

– функционал кинетической энергии. Следую-
щие соотношения выполняются точно:

(1)

(2)

где  – преобразование Гильберта.
Трудность заключается в том, что в трехмер-

ной задаче не известно компактного выражения
для  в переменных  и . В рамках подхода [7]

 приближенно представляется суммой извест-
ной двумерной части (точной при ) и трех-
мерных поправок :
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Учет поправок первого порядка по малому па-
раметру  дает

(3)

где функция  определяется на свободной по-
верхности как , выражения

для операторов ,  будут приведены ниже. Вари-
ационные производные из (1), (2) выражаются как

В оригинальных уравнениях, получаемых по
теории возмущений,

Для линейных волн это дает дисперсионное
соотношение

(4)

где  – компоненты волнового вектора по осям
 и . Для устранения нефизичной особенности в

окрестности прямой  в [8, 9] предлагаются
различные варианты регуляризации, дающие
правильное дисперсионное соотношение на всей
плоскости волновых векторов:

(5)

Таким образом, регуляризация обеспечивает пра-
вильное положение резонансных кривых для не-
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линейных взаимодействий. В настоящей работе
используется вариант

УСТРАНЕНИЕ НЕУСТОЙЧИВОСТИ
ДЛЯ ПОЧТИ ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫХ 

ГАРМОНИК

Нас будет интересовать способность прибли-
женных уравнений описывать формирование под-
ковообразных структур на поперечно модулиро-
ванных волнах большой крутизны. На практике
проследить развитие этого процесса, используя
оригинальные уравнения модели Рубана, не уда-
ется – после определенного момента счет оказы-
вается невозможно продолжать из-за интенсивной
генерации поперечной ряби. Пример профиля
волны с развивающейся рябью приведен на рис. 1.

В рамках регуляризованных уравнений волна
Стокса оказывается неустойчивой к коротковол-
новым поперечным возмущениям, и для больших
волновых чисел  возмущения инкремент растет
как . Данная нефизичная неустойчи-
вость связана с кубическими слагаемыми в трех-
мерной части функции Гамильтона (3)
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Рис. 1. Генерация поперечной ряби на волне Стокса в
результате развития нефизичной неустойчивости
квазитрехмерной модели. Начальная крутизна волны
Стокса ak = 0.3. 
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Неустойчивость проявляется только в модели с
регуляризацией, что, однако, обусловлено не вы-
бором вида оператора  (при условии, что

), а скорее переходом от искаженного
дисперсионного соотношения (4) к правильному
(5). Неустойчивы только гармоники с продольным
волновым числом , где  – волновое число
волны Стокса; это объясняется тем, что для прочих
возмущений соответствующие квадратичные сла-
гаемые в  отсекаются оператором .

Для устранения неустойчивости предлагается
следующая модификация функционала :

(6)

где оператор  маскирует компоненты спектра,
близкие к оси :

Выбор степени  определяется необходимостью
перекрытия маской зоны неустойчивости, в на-
стоящей работе принято . Вариационные
производные от (6) равны

В следующем разделе будет продемонстрировано,
что описанная модификация устраняет обсужда-
емую неустойчивость.
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АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ
ВОЛНЫ СТОКСА

Рассмотрим задачу об устойчивости волны
Стокса конечной амплитуды, распространяющей-
ся вдоль оси , по отношению к малым трехмер-
ным возмущениям. Система уравнений (1), (2)
слишком громоздка для аналитического исследо-
вания, поэтому мы будем исследовать ее численно
как абстрактное эволюционное уравнение

для вектора состояния X =  ,
компоненты которого определяют амплитуды
гармоник  и  в конформных координатах.

Для нахождения точного профиля волны
Стокса в конформных координатах используется
система уравнений из [1], которая решается при
помощи итерационной процедуры. Будем рабо-
тать в системе отсчета, движущейся с фазовой
скоростью основной волны. Тогда соответствую-
щий волне Стокса вектор состояния  является
стационарным решением:

Линеаризуя уравнения движения в окрестности 

и решая задачу о собственных значениях матрицы 
мы можем найти собственные моды волны Сток-
са. Компоненты матрицы оцениваются численно
путем вычисления  для различных ма-
лых приращений . Из трансляционной симмет-
рии уравнений (1)–(2) следует, что отличными от
нуля могут быть только те матричные элементы ,
которые соответствуют взаимодействию гармоник
с волновыми числами

,

для некоторых фиксированных , . Здесь  –
волновое число волны Стокса,  – целое число.

Решение задачи на собственные значения мат-
рицы  дает набор собственных чисел  и соб-
ственных векторов , собственные вектора с

 соответствуют неустойчивым модам. Что-
бы сопоставить моде  определенный волновой
вектор, амплитуды гармоник конформного отоб-
ражения  пересчитываются в амплитуды гар-
моник возвышения  в декартовых координатах

, и выбирается волновой вектор гармоники с
наибольшей амплитудой . Пересчет в декартовы
координаты необходим потому, что при большой
крутизне волны Стокса искажения, вносимые
конформным преобразованием, делают получае-
мую картину зон неустойчивости сложной для
интерпретации.
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На рис. 2 показаны зоны неустойчивости на
плоскости волновых векторов для волны Стокса с
крутизной . Для сравнения изображены
также резонансные кривые

Рисунок 2а показывает результаты анализа для
оригинальной модели, рис. 2б – для модифика-
ции (6). Можно видеть, что в оригинальной моде-
ли волна Стокса обладает нефизичной зоной не-

=0 0.3ak

( ) ( ) ( )ω + ω − − = ω
=

0 0, , ,0 ,
2,3.

k m nk k m n k
n

устойчивости в окрестности оси , которая устра-
няется модификацией.

Качественно положение и форма зон неустой-
чивости хорошо согласуются с результатами [11].
Количественное сравнение для инкремента и по-
перечного волнового числа наиболее неустойчи-
вой моды в зоне, соответствующей 5-волновым
взаимодействиям, проведено на рис. 3 и рис. 4 со-
ответственно. Полученные результаты позволяют
расчитывать на удовлетворительное описание
квазитрехмерной моделью процесса формирова-
ния подковообразных волн. На рис. 5 показаны

q

Рис. 2. Зоны неустойчивости на плоскости волновых векторов возмущений, расчитанные в рамках a) оригинальной и
б) модифицированной модели. Крутизна основной волны ak0 = 0.3. Пунктиром изображены резонансные кривые, со-
ответствующие 4- и 5-волновым взамодействиям. 
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Рис. 3. Максимальный инкремент трехмерной не-
устойчивости в зависимости от крутизны основной
волны. Сплошная линия – результаты расчета в рамках
квазитрехмерной модели. Белые маркеры – данные из
работы [11], пунктирные линии – интерполяция. 
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Рис. 4. Положение максимума инкремента в зоне
трехмерной неустойчивости в зависимости от крутиз-
ны основной волны. Сплошная линия – результаты
расчета в рамках квазитрехмерной модели. Белые
маркеры – данные из работы [11]. 
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подковообразные структуры, развивающиеся на
волне Стокса из малого возмущения в ходе чис-
ленного моделирования с использованием моди-
фицированных (6) уравнений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе исследована способность квазитрех-

мерной модели Рубана воспроизводить суще-
ственно трехмерные эффекты, такие как форми-
рование подковообразных волн. Описана моди-
фикация функционала Гамильтона модели,
ослабляющая трехволновые взаимодействия для
гармоник, почти перпендикулярных к основному
направлению, и направленная на обеспечение ее
более устойчивого поведения при моделирова-
нии конфигураций, не удовлетворяющих усло-

вию узкой направленности спектра. В рамках
приближенных уравнений модели проведен ана-
лиз устойчивости волны Стокса. Форма и поло-
жение зон неустойчивости хорошо согласуются с
результатами расчетов [11] на основе точных
уравнений, наблюдаемые значения инкремента
близки к точным значениям.

Работа выполнена при поддержке РФФИ в
рамках проекта № 18-35-00658.
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Quasi-Three-Dimensional Simulation of Crescent-Shaped Waves
A. S. Dosaev*

Institute of Applied Physics of the Russian Academy of Sciences,
46 Ul’yanov Street, Nizhny Novgorod, 603950 Russia

*e-mail: dosaev@ipfran.ru

Properties and limitations of a quasi-three-dimensional water wave model put forward by V.P. Ruban and based
upon the assumption of narrow directional distribution of the wave spectrum are studied. Within the approxi-
mate equations of motion a stability problem for a finite amplitude Stokes wave to three-dimensional perturba-
tions is considered. Zone of instability corresponding to 5-wave interactions is examined. It is shown that, de-
spite the fact that the corresponding modes consist of harmonics that are relatively far from the main direction,
the increment values are close to those given by the exact equations of motion. The subsequent stages of the
three-dimensional instability growth exhibit a plausible dynamics leading to formation of crescent-shaped
waves. A modification to cubic components of the Hamiltonian functional of the model is suggested that elim-
inates a spurious zone of instability for perturbations propagating almost perpendicularly to the main direction.

Keywords: surface water waves, nonlinear waves, potential f low, conformal variables

Рис. 5. Подковообразные структуры на волне Стокса
с начальной крутизной ak = 0.33. 
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