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С помощью численного моделирования исследуются статистические характеристики ансамбля со-
литонов внутренних волн, распространяющихся в условиях, приближенных к условиям шельфа Ав-
стралии. Построено распределение амплитуды импульсов в зависимости от пройденного расстоя-
ния, а также такие статистические моменты, как асимметрия и эксцесс. Показано, что оба момента
с расстоянием падают приблизительно на 20%.
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ВВЕДЕНИЕ

Внутренние волны на океанских шельфах при-
сутствуют практически повсеместно, от крайнего
севера и юга до экватора, от Атлантического оке-
ана до Тихого [1–11]. Отмечается, что внутренние
волны на шельфах носят нелинейный характер и
часто представлены в виде ансамбля солитонопо-
добных волн в основном первой, но также и вто-
рой, а иногда и более высоких мод [2, 6, 12–17].
Поверхностные солибры (ундулярные боры) так-

же распространены повсеместно [18, 19]. Один из
примеров записей солитоноподобных внутрен-
них волн, взятый из статьи [2], приведен на рис. 1.
Эта запись получена с двух буев на Северо-Запад-
ном шельфе Австралии в прибрежной зоне, глу-
бина воды достигала 80 м, буи отстояли один от
другого на расстояние около 2 км. Здесь имелась
ярко выраженная плотностная стратификация,
характерный вид частоты Вяйсяля–Брента (пла-
вучести) представлен на рис. 2

УДК 532.59:593.4

Рис. 1. Записи солитонных ансамблей внутренних волн в течение 24 ч на Северо-Западном шельфе Австралии в двух
разных точках по трассе распространения волн. Волнограф “Shelf” отстоит от волнографа “Break” на расстояние ме-
нее 2 км.
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Часто для описания нелинейных внутренних
волн используются уравнения типа Кортевега–де
Вриза [20–22]. При этом все расчеты выполняют-
ся в рамках динамической модели, когда один
или несколько солитонов заданы в одном месте
пространства, и определяются свойства волново-
го поля в другом месте [17, 23]. Между тем, число
наблюдаемых солитонов в группах достаточно ве-
лико, так что для их описания необходимы стати-
стические подходы. Большая база океанографи-
ческих данных зарегистированных внутренних
волн, естественно, подвергается статистической
обработке. Обобщенный спектр внутренних волн
в открытом океане был построен Гарретом и
Манком еще в 1979 году [24]. Затем он адаптиро-
вался к различным прибрежным районам Миро-
вого океана [25]. Также исследовалась частота по-
вторяемости внутренних волн во многих регио-
нах, в основном с применением пуассоновской
статистики [26–31].

В последние годы много работ по статистиче-
скому анализу солитоноподобных волн и их ан-
самблей выполнено для Южно-Китайского моря
ввиду эксплуатации месторождений углеводоро-
дов на его шельфе. Пожалуй, первая работа по-
явилась в 2002 году [32], где построены гисто-
граммы амплитуд внутренних волн, и дано их
сравнение с гауссовым распределением. Записи
получены в Желтом море; глубина, где стоял буй,
составила 33 м. Здесь был хорошо перемешанный
верхний слой толщиной около 10 м, а на остав-
шихся 23 м температура менялась от 26 до 16 граду-
сов Цельсия по вертикали. Показано, что на такой
мелкой воде распределение внутренних волн пер-
вой моды по амплитудам близко к распределению
Гаусса, особенно на самой “теплой” – 25 граду-
сов – и самой “холодной” – 17.5 градусов – изо-
термах. Действительно, на записях видна только
первая мода, а характер внутренних волн близок
к линейному.

В работе [33] построена гистограмма распреде-
ления числа солитонных ансамблей внутренних
волн по широте от зоны генерации (Лузонский
пролив) до западного (китайского) шельфа моря,
а также приведена гистограмма частоты появле-
ния солитонных ансамблей по месяцам с макси-
мумом в июне. В статье [12] солитоны внутренних
волн изучались по записям с буев в течение года,
рассредоточенных по всему западному шельфу
Южно-Китайского моря. На основе данных по-
строены гистограммы частоты появления солито-
нов первой и второй мод, а также волновых пакетов
(ансамблей солитонов) по месяцам года. Здесь наи-
большие значения частоты появления приходятся
на июль. В работе [17] построены гистограммы ам-
плитуд солитонов разных полярностей в зоне сме-
ны полярности солитонов на севере шельфа Юж-
но-Китайского моря. Аналогичные обработки за-
писей внутренних волн проведены для шельфа

Нью-Джерси [34], где исследовались солитонные
ансамбли и отдельные солитоны и строились ги-
стограммы различных параметров внутренних
волн. Статистический анализ сделан и для шель-
фа Калифорнии в работе [35], где определены
среднестатистические характеристики солиборов
и отдельных солитонов.

Динамика таких случайных последовательно-
стей солитонов должна изучаться с использова-
нием методов стохастического моделирования.
В последнее время в физике сформировалось
понятие солитонного газа, представляющего со-
бой ансамбль солитонов со случайными ампли-
тудами и фазами [36–42]. Взаимодействие даже
двух солитонов представляет собой сложный
процесс [43–47]. Однако к внутренним волнам в
океане понятие солитонного газа практически
не применялось. Целью настоящей работы явля-
ется нахождение статистических характеристик
ансамбля солитонов внутренних волн в идеализи-
рованных условиях, приближенным к условиям
Северо-западного шельфа Австралии, а именно, из
статьи [2] взята стратификация и глубина для моде-
лируемого численного лотка.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Для описания динамики ансамбля солитонов
внутренних волн выбрано уравнение Гарднера, ко-
торое отличается от известного уравнения Корте-
вега–де Вриза кубическим членом. Как уже упо-

Рис. 2. Характерный вертикальный профиль частоты
плавучести (Вяйсяля–Брента) на шельфе Австралии
в области с глубиной 80 м.
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миналось, это уравнение неоднократно применя-
лось для описания трансформации внутреннего
прилива на шельфе. Оно верифицировано как на
модельных расчетах в численном лотке по урав-
нениям Эйлера [48], так и на данных натурных
измерений [20]. Уравнение Гарднера имеет следу-
ющий вид

(1)

где η есть вертикальное смещение пикноклина в
максимуме модовой функции Ф(z), определяе-
мой из граничной задачи

(2)

с – это собственное число, которое является ли-
нейной скоростью распространения длинных
волн, а N2(z) – частота плавучести, определяемая
по формуле

(3)

Коэффициенты уравнения Гарднера, нелиней-
ности, α и α1, и дисперсии, β, находятся в квадрату-
рах от модовой функции, нелинейной поправки к
ней и ее производных, см., например, [16, 20], и, в
конечном счете, являются функциями вертикаль-
ного профиля плотности воды, то есть зависят от ее
стратификации. Мы не будем здесь приводить гро-
моздких выражений для коэффициентов, а приве-
дем сразу результаты расчета этих коэффициентов
для стратификации, показанной на рис. 2:
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∂ ∂ ∂
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Наконец, уравнение (1) можно записать в си-
стеме отсчета, бегущей с линейной скоростью с,
волны, введя время τ = x/с – t, и тогда уравнение
Гарднера (1) будет иметь вид

(4)

Поскольку бароклинный прилив на широте
Северо-Западного шельфа Австралии повторяет-
ся с инерционным периодом каждые 12.4 ч, то для
численного моделирования логично ввести пери-
одические граничные условия на временном ин-
тервале длительностью 12.4 ч. Уравнение (4) ре-
шается на этом выбранном временном интервале.
В качестве “начальных” (х = 0) условий для урав-
нения (4) принимаются ансамбли солитонов вида
(рис. 3)

(5)

где ai есть амплитуда i-го солитона, alim есть ам-
плитуда предельного или “толстого” солитона, в
нашем случае:

(6)

Оценка амплитуды толстой солитоноподобной
волны на записях из рис. 1 также соответствует
этой величине. Величина ϕi есть случайная фаза,
определяющая положение солитона на выбран-
ном временном интервале. Мы выбираем их так,
чтобы солитоны не перекрывались. Один из при-
меров начального солитонного ансамбля приве-
ден на рис. 4 для x = 0.

Для набора статистически достоверных ре-
зультатов солитоны в ансамбле задавались с ам-
плитудами, равномерно распределенными от 2.7
до 13.5 м (амплитуда предельного солитона). Все-
го для моделирования было подготовлено 50 таких
ансамблей, каждый из которых служил начальным
условием для уравнения (4). Динамика каждого
ансамбля исследовалась на трассе длиной около
250 км. Интегрирование уравнения (4) велось по
псевдо-спектральной схеме, описанной в [49].

РЕЗУЛЬТАТЫ
ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Трансформация волнового поля в одной из на-
чальных реализаций на разных расстояниях пока-
зана на рис. 4.

Динамика такого поля довольно интересна.
В начальной точке трассы мы видим все трина-
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Рис. 3. Формы солитонов уравнения Гарднера для
приведенных выше значений коэффициентов.
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дцать солитонов, один из которых толстый, с дли-
тельностью 2.3 ч. Через 10 км число солитонопо-
добных импульсов уже двенадцать, солитон с са-
мой маленькой амплитудой “спрятался” во
взаимодействующих волнах. В точке 20 км и далее

в точке 50 км трассы наблюдаются все так же от-
дельный толстый солитон и еще 8 изрезанных им-
пульсов, которые образуют взаимодействующие
солитоны. Через 100 км остается только 7 отдель-
ных импульсов, и вступает во взаимодействие тол-

Рис. 4. Эволюция одного из ансамблей солитоноподобных внутренних волн на разных расстояниях.

t, ч

12

14

10

8

6

4

2

0 8642 10 12

η,
 м

x = 200 км

t, ч

12

14

10

8

6

4

2

0 8642 10 12

η,
 м

x = 250 км
t, ч

12

14

10

8

6

4

2

0 8642 10 12

η,
 м

x = 100 км

t, ч

12

14

10

8

6

4

2

0 8642 10 12

η,
 м

x = 150 км
t, ч

12

14

10

8

6

4

2

0 8642 10 12

η,
 м

x = 20 км

t, ч

12

14

10

8

6

4

2

0 8642 10 12

η,
 м

x = 50 км
t, ч

12

14

10

8

6

4

2

0 8642 10 12

η,
 м

x = 0

t, ч

η,
 м

12

14

10

8

6

4

2

0 8642 10 12

x = 10 км



642

ИЗВЕСТИЯ РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРЫ И ОКЕАНА  том 56  № 6  2020

ДИДЕНКУЛОВА и др.

стый солитон. Длительность этой волны с макси-
мальной амплитудой выросла до 3 ч. Через 150 км
отдельных импульсов опять девять, но толстый со-
литон вступил во взаимодействие уже с несколь-
кими солитонами, и длительность результирую-
щего импульса выросла до 3.3 ч. Наибольшей
длительности 3.5 ч она достигает в точке 200 км.
В конце трассы все остальные волны, кроме од-
ной, “покинули” толстый солитон, и он возвра-
щается к первоначальной ширине. Общее число
волн также выросло до 11. Таким образом, длина
этой трассы приблизительно совпадает с длиной
квазирекурренции выбранного солитонного ан-
самбля. Аналогичное поведение происходит и в
других реализациях волнового поля.

СТАТИСТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
СОЛИТОННЫХ АНСАМБЛЕЙ

Гистограммы амплитуд всех ансамблей в точ-
ках x = 10, 50, 150, 250 км приведены на рис. 5.
При x = 10 км, когда солитоны еще несильно “пе-
ремешались”, распределение амплитуд достаточ-
но близко к равномерному как при x = 0, за ис-
ключением самых малых амплитуд, до 3 м, кото-
рые первыми взаимодействуют с солитонами
больших амплитуд. Поэтому доля импульсов с

амплитудами в районе 6–7 м значительно возрос-
ла, здесь присутствует пик с N ~ 90. В дальнейших
точках наблюдения число волн с малыми ампли-
тудами постепенно в среднем уменьшается, а с
большими – увеличивается. Однако еще раз стоит
отметить, что общее число импульсов падает при
росте x, поэтому и общее число импульсов в гисто-
грамме, соответствующей x = 250 км меньше, чем в
гистограмме, соответствующей x = 10 км. Это свя-
зано со “слипанием” нескольких солитонов в
один импульс на больших расстояниях.

Для дальнейшего анализа мы рассчитали эво-
люцию четырех статистических моментов волно-
вого поля, проинтегрированных по приливному
периоду.
Среднее значение поля:

(6)

Дисперсия поля (среднее квадратичное):

(7)

( ) ( )η = η τ τ
0

1  ,
T

x d
T

( ) ( ) ( )σ = η τ τ − η τ τ
2 22

0

1 [ , , ] ,
T

x x d x d
T

Рис. 5. Гистограммы амплитуд импульсов по уровню 1.5 м, усредненные по 50 реализациям в четырех локациях (а) x =
= 10 км, (б) x = 50 км, (в) x = 150 км, (г) x = 250 км. N – количество импульсов.
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Асимметрия:

(8)

Эксцесс:

(9)

Сразу скажем, что первые два момента (сред-
нее значение и дисперсия) являются инварианта-
ми уравнения Гарднера и не меняются в про-
странстве. Поскольку начальные ансамбли со-
стоят из одних и тех же солитонов (только
случайным образом переставленных во време-
ни), то эти моменты одинаковы для всех реали-
заций и равны 4 м и 21.87 м2 (среднеквадратичное
отклонение – 4.68 м) соответственно.

Третий и четвертый моменты уже не являются
инвариантами и будут меняться по мере распро-
странения ансамбля. В начальной точке они, так
же, как и первые два момента, одинаковы во всех
реализациях и вычисляются аналитически. Они

( ) ( ) ( )[ ]= η τ − η τ τ
σ 

3
3

0

1Sk , ,  ,
T

x x x d
T

( ) ( ) ( )[ ]= η τ − η τ τ
σ 

4
4

0

1Kur , , .
T

x x x d
T

равны соответственно: асимметрия – Sk = 1.024 и
эксцесс – Kur = 2.57.

Понятно, что поле солитонов не является
гауссовым (для гауссова распределения Sk = 0 и
Kur = 3), что, в сущности, видно из любой реали-
зации (нет симметрии относительно обеих осей).
Коэффициент асимметрии положительный, так
что вклад в асимметрию дают больше горбы, чем
впадины. Коэффициент эксцесса меньше трех
(гауссово значение), что говорит об определен-
ной узости плотности функции распределения.

Изменение коэффициентов асимметрии (сле-
ва) и эксцесса (справа) со временем представлено
на рис. 6 для произвольно выбранных трех реали-
заций. Как и ожидалось, в каждой реализации
происходит достаточно сильное изменение вели-
чин моментов вследствие взаимодействия соли-
тонов между собой, особенно с толстым солито-
ном, который несет на себе большую часть этих
характеристик. В статье [50] было показано, что
присутствие толстого солитона в волновой записи
может менять высшие статистические моменты в
разы. По отдельным реализациям видны квазире-
куррентные возвращения третьего и четвертого
моментов к начальным данным, но поскольку они

Рис. 6. Асимметрия (Sk) и эксцесс (Kur) вдоль трассы для трех реализаций волнового поля.
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Рис. 7. Усредненные по 50 реализациям значения асимметрии и эксцесса вдоль трассы.
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происходят в разных точках трассы для разных ре-
ализаций, то при усреднении общая тенденция
идет к уменьшению усредненных по 50 реализаци-
ям моментов примерно на 20% на расстоянии до
130 км (см. рис. 7). Далее они остаются фактически
постоянными примерно на расстоянии в 100 км и
могут рассматриваться как средние значения для
ансамбля солитонов внутренних волн (солитон-
ного газа).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

С помощью численного моделирования рас-
смотрена динамика ансамбля солитонов внут-
ренних волн, распространяющихся в условиях,
приближенных к условиям шельфа Австралии.
Отмечается, что в процессе эволюции солитоны
объединяются в импульсы сложной формы, в ре-
зультате чего количество импульсов может за-
метно сокращаться вдоль трассы. Построены
высшие статистические моменты (асимметрия и
эксцесс) и их усредненные по 50 реализациям
значения. Отмечено уменьшение усредненных
моментов до 20% с расстоянием, в то время как
моменты для одной реализации претерпевают
сильное изменение, вплоть до возвращения к на-
чальным значениям. Гистограммы амплитуд им-
пульсов демонстрируют близкое к равномерному
распределение амплитуд на малых расстояниях и
значительное преобладание доли больших волн
над маленькими с ростом расстояния, пройден-
ного ансамблем.
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Statistical Characteristics of the Ensemble of Internal Wave Solitons
E. G. Didenkulova1, *, E. N. Pelinovsky1, 2, 3, and T. G. Talipova2, 3

1National Research University Higher School of Economics, Myasnitskaya st., 20, Moscow, 101000 Russia
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Numerical simulation has been used to study the statistical characteristics of an ensemble of internal wave
solitons propagating under conditions close to those of the Australian shelf. The distribution of the pulses’
amplitude depending on the traveled distance, as well as statistical moments such as skewness and kurtosis,
have been investigated. It is shown that both moments decrease by about 20% with distance.

Keywords: internal waves, solitons, soliton turbulence, Gardner equation, numerical simulation, statistical
moments
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