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ВВЕДЕНИЕ

Как показывают спутниковые наблюдения,
внутренние гравитационные волны, повсеместно
наблюдаемые в Мировом океане, часто имеют
криволинейные фронты [1–3]. Такая картина ти-
пична для внутренних волн, генерируемых ло-
кальными возмущениями в шельфовых областях
морей и океанов. В литературе подробно изучено
влияние цилиндрической расходимости на рас-
пространение длинных слабонелинейных волн в
рамках интегрируемого цилиндрического уравне-
ния Кортевега-де Вриза (КдВ) [4–10]. В частности,
полученный в квазистационарном приближении
закон изменения амплитуды цилиндрического со-
литона КдВ  где r0 – начальная координа-
та солитона, подтверждается многочисленными
численными и лабораторными экспериментами
[6–10]. Вместе с тем, во многих случаях амплиту-
да наблюдаемых уединенных внутренних волн не
мала, и их ширина значительно больше предска-
зываемой в рамках КдВ модели [11–14]. В этом
случае неплохим приближением может служить
уравнение Гарднера, содержащее квадратичную и
кубичную нелинейности и также часто используе-
мое для моделирования нелинейных волновых
процессов в стратифицированной жидкости [11–
20]. В работах [14, 15] было получено лучевое урав-
нение Гарднера, позволяющее учесть неодномер-
ность волновых фронтов нелинейных внутренних
волн в океане с переменными глубиной и гидро-
логией, а в [16] численно, а также в рамках при-
ближенной квазистационарной теории изучалось

влияние слабой цилиндрической расходимости
на трансформацию уединенных внутренних волн
различных типов, существующих при разных
знаках коэффициентов нелинейности и диспер-
сии уравнения Гарднера. Для весьма распро-
страненной модели двухслойной жидкости ха-
рактерно существование солитонов предельной
амплитуды [17]. Солитоны, близкие к предельным
(назовем их широкими), имеют вид прямоуголь-
ных импульсов и могут трактоваться как состав-
ные структуры, образованные более “элементар-
ными” стационарными волнами – кинками (пере-
падами поля). Подобые солитоны с составной
структурой были также обнаружены при числен-
ном исследовании уравнений Эйлера в плавно
стратифицированной жидкости [18]. Как уста-
новлено в [16], динамика цилиндрически расхо-
дящегося широкого солитона в квазистационар-
ном приближении качественно отличается от
аналогичной динамики солитона КдВ: вначале
такой солитон сохраняет почти предельную ам-
плитуду, становится более узким и лишь затем
начинает спадать по амплитуде в соответствии с
квазистационарным законом , характер-
ным для КдВ солитонов, и, соответственно, рас-
ширяться как  Вместе с тем, для широких
солитонов был разработан приближенный под-
ход [21–24], дающий аналитическое описание су-
щественно нестационарной эволюции таких уеди-
ненных волн, которые уже не близки по форме к
солитонам. При этом форма первоначальной уеди-
ненной волны может существенно искажаться,
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вплоть до рождения новых солитонов. Ключевым
моментом в этом подходе является переход от
традиционного описания эволюции солитонов
как целостных образований к описанию динамики
составляющих их кинков и нестационарных полей
вне кинков. Использование этого подхода позволя-
ет исследовать нестационарные процессы, возни-
кающие при взаимодействии солитонов [12, 21] и
при их распространении в средах с переменными
параметрами [22–24], когда масштабы возмуща-
ющих факторов становятся сравнимыми и даже
существенно меньше масштабов уединенных
волн. В частности, с помощью данного подхода
удалось рассчитать параметры уединенных внут-
ренних волн в так называемых критических точ-
ках, связанных с изменением знака квадратичной
нелинейности уравнения Гарднера [24, 28]. Такие
ситуации характерны, в частности, для уединен-
ных внутренних волн в шельфовой зоне океанов и
морей [25–28].

В настоящей работе на основании указанного
подхода изучается принципиально неcтационар-
ное поведение цилиндрически расходящихся и
сходящихся локализованных волн в уравнении
Гарднера. Для краткости будем называть их ква-
зисолитонами. Сходящиеся (фокусируемые) вол-
ны рассматриваются не только из-за нетривиаль-
ных особенностей их эволюции, но и потому, что
такие волны могут наблюдаться в реальном океа-
не, например при отражении расходящейся вол-
ны от крутого берега вогнутой формы.

ШИРОКИЕ СОЛИТОНЫ
КАК СОСТАВНЫЕ ОБРАЗОВАНИЯ

Будем исходить из уравнения Гарднера, допол-
ненного слагаемым, ответственным за цилиндриче-
скую геометрию задачи вдали от центра [16, 25, 26]:

(1)

Согласно [25, 26], при модовом подходе пере-
меннная  связана со смещением частиц на го-
ризонте максимума соответствующей моды,

 – время в сопровождающей системе

координат; знаки (±) относятся соответственно
к сходящимся и расходящимся волнам. Для внут-
ренних волн параметры   и скорость длин-
ных линейных волн  определяются стратифика-
цией жидкости. Пределы применимости уравне-
ния (1) обсуждались, например, в [29].

Замена переменной  сводит уравне-

ние (1) к уравнению с переменными коэффици-
ентами:
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Уравнение Гарднера (1) с нулевой правой ча-
стью хорошо описывает эволюцию солитонов
внутренних волн умеренной амплитуды в двух-
слойной жидкости; обобщение (1) на случай мед-
ленно меняющихся в горизонтальном направле-
нии параметров дано в [14, 15]. В эволюционной
по переменной r задаче (2) растущим значениям

 >  соответствуют цилиндрически расходящи-
еся фронты, а убывающим значениям 
сходящиеся.

При постоянных коэффициентах  и 
уравнение (2) имеет семейство солитонных ре-
шений:

(3a)

зависящее от произвольного пьедестала 
и безразмерного параметра  При этом все
остальные параметры, входящие в выражение (3а),
можно выразить через  и 

(3б)

Амплитуда солитона  и его

длительность  на уровне  также выража-

ются через 

(3с)

Параметры s, sm, s0, входящие в (3а), (3б), (3с),
имеют размерность, обратную скорости. Для крат-
кости в дальнейшем будем называть их “медлен-
ностями”. Заметим однако, что в физических пе-
ременных (r, t), величина  пропорциональна до-
бавке к скорости 

Кроме солитонных решений, уравнение (2)
при постоянных параметрах имеет однопарамет-
рическое семейство решений в виде перепадов
поля – кинков:

(4)

где знаки ± соответствуют кинкам разных поляр-
ностей (кинкам и антикинкам).

Структура и характеристики солитонов (3а)
существенно зависят от величины параметра b.
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При  амплитуда солитона мала ( )
и решение ((3а) – (3c)) близко к солитонному ре-
шению КдВ. В другом предельном случае, когда

 амплитуда солитона стремится к предель-
ной ( , и уединенная волна приобретает
прямоугольную форму в виде протяженного пла-
то длительностью  ограниченного отно-
сительно узкими перепадами поля, близкими к
кинкам (4). B общем случае солитоны (3а) можно
рассматривать как составные образования, сфор-
мированные кинками (4) разной полярности.
Наиболее очевидным образом это свойство про-
является у солитонов при  когда, как пока-
зано в [22–24], решение (3) имеет вид суперпози-
ции кинков (4):

(5)

где изменения временных координат фронта 
и спада  определяются уравнениями:

(6)

Решения (5), (6) описывают стационарный со-
ставной солитон, длительность которого

связана с параметрами кинка  уравнением (6),

согласующимся с точным соотношением для
медленности s из (3а). Действительно, при 
получаем из (3а):

При наличии возмущений, обусловленных
плавным изменением параметров  и  в (2),
эволюция составного солитона может быть опи-
сана как динамика составляющих его кинков, со-
гласованная с медленным изменением поля вне
кинков. Такой подход включает в себя, как част-
ный случай, рассмотренную ранее квазистацио-
нарную эволюцию солитона как целого, когда его
пространственно-временные масштабы в про-
цессе распространения остаются малыми по
сравнению с масштабами возмущающих факто-
ров [16]. Обсудим кратко эту задачу для широких
солитонов, используя развитый здесь подход.
В данном случае форма широкого солитона оста-
ется близкой к прямоугольной, его амплитуда
близка к предельной  а длитель-
ность  определяется уравнени-
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ями (6). Последнюю зависимость проще, одна-
ко, определить из сохранения интеграла в урав-

нении (2):  =  [13, 25].

Учитывая прямоугольную форму волны и пола-
гая  = 0, отсюда сразу получаем  и
для широкого цилиндрического солитона отсюда
следует:

(7)

Отметим, что амплитуда цилиндрического со-
литона для исходной переменной  также как и
его обратная скорость  не зависят от r и равны

соответственно  и  В отличие от известных

результатов [см, например, 16], соотношение (7) в
явной форме описывает изменение единственно-
го параметра составного цилиндрического соли-
тона – его ширины Δ(r). Отметим, что зависи-
мость (7) следует и из общего выражения для при-
веденного выше интеграла, которое справедливо
для солитонов с любым 

(8)

где константы В и С определяются условием при
 При b  1 выражение (8) сводится к (7), а

при b  1 из (8) следует упомянутый выше закон
изменения амплитуды цилиндрического солито-
на КдВ.

ПОСТРОЕНИЕ
НЕСТАЦИОНАРНОГО РЕШЕНИЯ

Перейдем к основному случаю, когда им-
пульс теряет форму, близкую к стационарному
солитону, и приобретает составную структуру
(квазисолитон), состоящую из плавно меняю-
щейся вершины, ограниченной резкими перепа-
дами поля – кинками, которые изменяются квази-
стационарным образом. В соответствии с методом
сращиваемых асимптотических разложений в фор-
ме, предложенной в [21–24], сначала решение стро-
ится отдельно для кинков и для существенно более
протяженных областей между ними, а затем эти ре-
шения сшиваются. Здесь предполагается, что мас-
штаб возмущающего фактора, в данном случае
радиус  существенно превышает ширину кин-
ков. Такое соотношение масштабов позволяет
считать эволюцию каждого кинка квазистацио-
нарной, т.е. описываемой в соответствии с (4), а
медленное изменение поля вне кинков опреде-
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ляется уравнением (2) в бездисперсионном при-
ближении:

(9)

т.е. уравнением простой волны с переменными
параметрами. Параметры    будем в даль-
нейшем считать для простоты равными единице.

Решение уравнения (9) хорошо известно: оно
сводится к решению характеристической систе-
мы уравнений в обыкновенных производных:

(10)

которая определяет характеристические линии на
плоскости  вдоль которых поле  пе-
реносится без изменения его величины.

Для определения начальных и граничных усло-
вий (9) воспользуемся сделанным выше предполо-
жением о квазистационарном характере эволюции
кинков. Это позволяет связать медленно меняю-
щиеся поля  примыкающие к данному кинку, на-
ходящемуся в момент  на радиусе r. Обозна-

чим это поле при  через  и поле

при  через  как показано на рис. 1.
Здесь k =  для переднего кинка (фронта) и k = c
для заднего кинка (спада). Заметим, что, по-
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скольку характеристики (10) переносят возмуще-
ния от фронта к спаду, волна перед фронтальным
кинком распространяется независимо от поля за
ним, хотя и влияет на это поле. В частности, если
это поле в начальной точке равно нулю, то оно
остается равным нулю в процессе эволюции.

Связь между полями непосредственно вблизи
кинка (аналог граничного условия на слабоне-
линейной ударной волне в сжимаемой среде)
имеет вид:

(11)

Это соотношение следует из выражений для
асимптотик кинка (4), которые равны соответ-
ственно   – для кинка и 

 – для антикинка, и исключения  с
использованием определения  из (3а).

Траектории кинков  определяются ква-
зистационарным выражением для  следую-
щим из (3а):

(12)

В качестве медленно меняющегося пьедестала 
в (12) может быть использована как величина

 так и  поскольку с учетом (11) выпол-
няется равенство “характеристических медленно-

( ) ( )+ −= − =к 0 кΦ Φ ,  к   , с.r r r r f

+ = φ + φ Φ ,m
− = φΦ   + = φΦ ,

− = φ + φΦ m φ
φm

( )kT r
,ms

φ  = + − φ 
 

0
0

1  .
6 3

kdT rr r
dr r

φ 

( )+Ф ,k r ( )−Φ ,k r

Рис. 1. Схема эволюции (а) – расходящегося и (б) – сходящегося широкого солитона (пунктир – форма солитона в на-
чальной точке, при r = r0; сплошная линия – форма солитона при  (а) и  (б).  – момент прохождения

фронта через точку r0,  – момент прохождения спада через точку   – значения поля при  и  –
значение поля при  для фронта и спада соответственно. Здесь и далее в данной системе отсчета сходящаяся
волна смещается влево, а расходящаяся – вправо по оси Т.
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стей” – правых частей в первом уравнении (10):

 =  которые, в

свою очередь, оказываются меньше величин 

из (12). Последнее обстоятельство означает, что,
как уже отмечалось, возмущения, порождаемые
кинком, отстают от него и не влияют на поле перед
ним. Поэтому в качестве линии начальных данных
для решения (9) следует взять траекторию кинка
(например, фронта)  с распределением поля

 на ней для сходящихся фронтов и  –
для расходящихся. В результате уравнение (12)
определяет медленно меняющееся поле  в
области между кинками, т.е. при всех Т > 
для сходящихся и  для расходящихся
фронтов, включая поле вблизи траектории следу-
ющего кинка, при  которая находится из
уравнения (12) с использованием полученного ре-
шения  при  Далее, добавляя к
найденной зависимости  распределение поля
непосредственно за спадом из соотношения (11),
получаем начальные условия для определения
медленного поля в следующей за спадом солито-
на области. Таким образом, построение общего
решения с помощью предложенного алгоритма
состоит в последовательном нахождении полей

 и траекторий кинков и антикинков
 начиная с области перед первым кинком,

отвечающей фронту.
Рассмотрим более подробно ситуацию, когда

возмущения перед солитоном в начальной точке
 отсутствуют и, следовательно, в соответ-

ствии со сказанным выше, будут отсутствовать и
в дальнейшем. Это позволяет сразу же опреде-
лить из ((10)–(12)) величину поля вблизи фронта
квазисолитона со стороны вершины  =
=  и траекторию этого фронта 

(12)

(13)

Линию начальных данных в (13) следует до-
полнить отрезком:

(14)
остающимся от плоской вершины начального со-
литона при  (см. рис. 1). Поскольку любое
значение  удовлетворяет уравнению (9),
этот участок остается плоским с величиной поля

 а его эволюция сводится к изменению
его длины. Постоянство этой величины позволяет

+ + − 
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определить “медленности” граничных точек этого

участка:  со стороны фронта и

 – со стороны спада. В ре-

зультате длительность плоского участка вершины
изменяется как

(15)

Эта величина уменьшается вдоль трассы рас-
пространения и исчезает при некотором 

определяемом из (15) при  В то же вре-
мя, начиная с  непосредственно за фронтом
возникает и расширяется участок вершины с не-
однородным и нестационарным распределением
поля Ф(r, t), порождаемый движением фронта.
Это поле определяется решением уравнения (10)
с условиями (13) и имеет вид:

(16)

где 

СХОДЯЩИЕСЯ И РАСХОДЯЩИЕСЯ ВОЛНЫ
Рассмотрим теперь примеры применения раз-

витой приближенной теории и сравнение с ре-
зультатами прямого численного моделирования
исходного уравнения (2). На рис. 2 показаны тра-
ектории фронта, спада и соответствующие харак-
теристики для цилиндрически сходящегося ква-
зисолитона.

Выражение (16) в неявном виде описывает по-
ле на части вершины квазисолитона от фронта до
начала плоского участка (пока этот участок суще-
ствует) и на всем протяжении импульса от фронта
до спада, когда плоская часть вершины исчезает.

Область с неоднородным и нестационарным рас-
пределением поля возникает и за спадом. Это рас-
пределение также описывается выражением (16), с
заменой траектории фронта  на траекто-
рию спада  и зависимости  на 
которые находятся из соотношений:

(17)

Для сходящихся волн необходимо использо-
вать зависимость  =  а для расходя-
щихся – ( ) =  Отметим, что пока суще-
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ствует плоская часть вершины, зависимости 
и  известны, поскольку вблизи спада со
стороны вершины поле постоянно и равно еди-
нице (см. рис. 1), и все величины в (17) определены.
После того, как плоская часть вершины исчезает,
величина поля вблизи спада со стороны вершины
изменяется. Она находится из выражения (16) при
Т =  как для сходящихся  так и для

расходящихся  уединенных волн:

(18)

Дифференцируя (18) по r и исключая  с по-

мощью (17), получим уравнение для 

(19)

Таким образом, полное описание медленно ме-
няющегося поля сводится к решению единствен-
ного уравнения в обыкновенных производных (19)
для величины  решение которого можно
представить в параметрической форме.

Переходя от переменных  к перемен-

ным   нетрудно привести (18)
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к уравнению с разделяющимися переменными,
решение которого имеет вид

(20)

где    для сходящихся
фронтов и   для расходящихся
фронтов.

Соответствующие зависимости для спада им-
пульса,  и  также могут быть выражены через
p в параметрической форме:

(21)

Имея в виду, что  как функция p известна,

для любой пары (  ) и (  ) по-
лучаем параметрическую зависимость от R и, сле-
довательно, от r. Наконец, приведем выражение
для распределения поля за спадом в параметриче-
ской форме:

(22)
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Рис. 2. Сплошные линии – траектории фронта и спада cходящегося солитона, пунктир – характеристики, рассчи-
таннные по уравнениям (10)–(12), точки – результаты численного расчета уравнения (2).
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Полученные решения имеют, вообще говоря,
ограниченную область применимости по r, T, по-
скольку медленный ход эволюции поля 
может нарушаться появлением особенностей, обу-
словленных пересечением характеристик (16) и
приводящих к образованию сингулярностей в ви-
де участков с бесконечной крутизной и последую-
щей неоднозначностью поля (что типично для
простых волн). Дифференцируя выражение (16)
по , получаем условие возникновения этих осо-

бенностей  в виде трансцендентного

уравнения

(23)

имеющего два действительных корня, больших
единицы:  = 1.2,  = 3.09. Поскольку поле вер-
шины квазисолитона формируется возмущения-
ми, переносимыми вдоль характеристик от фрон-
та к спаду, то для сходящихся волн величина

 всегда меньше единицы. Следова-
тельно, особенности в распределении между кин-
ками не возникают, хотя они возможны позади
квазисолитона (см. рис. 3). Кроме того, поскольку
характеристики (16) расходятся, поле между кин-
ками монотонно увеличивается от фронта к спаду.

( )Φ ,  r T

Φ

( )=  0
Φ

dT
d

− − = = 06 5 12 ln 0, Φ,y y y r r

1y 2y

( )= Φ Φ ,fy r T

При этом монотонно растет и временной интервал
между спадом и фронтом:

(24)

Общая картина эволюции сходящегося солито-
на показана на рис. 2, 3. Фронт солитона с посто-
янной скоростью движется к точке  =
=  а спад квазисолитона, двигаю-
щийся в начале в том же направлении, что и фронт,
замедляется и останавливается при  и затем
начинает двигаться в противоположном направле-

нии с увеличивающейся скоростью 

Характерный масштаб перепада поля  для
фронта оказывается постоянным, а для спада
стремится к нулю как  Наконец, отме-
тим, что в исходных полевых переменных 
перепад поля на фронте квазисолитона остается
постоянным и равным единице, а поле на спаде
растет как  (рис. 3). Примечательно, что да-
же при r = 5, когда масштаб перепада поля на
фронте  уже превышает расстояние до цен-
тра, преобладающая часть импульса (значитель-
ная часть вершины и спад хорошо описывается
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Рис. 3 Эволюция цилиндрически сходящегося квазисолитона с начальной длительностью  при различных
значениях r (r = r0 = 600, r = 300, 200, 100, 50, 5). Пунктир соответствует расчетам по приближенной модели, сплошные
линии – численный расчет уравнения (2).
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приближенной теорией. Поскольку процесс транс-
формации поля идет в направлении от фронта к
спаду, относительно сильные отличия при r = 5
имеют место лишь вблизи фронта, в частности,
его положение  больше числен-
ного значения примерно на 20 единиц Т. Это
обусловлено действием дисперсии, приводящей
к раcплыванию как самого фронта, так и части
вершины, где нелинейные эффекты сильно
“укручают” распределение поля (см. рис. 3). На-
конец, отметим, что приближенный подход пра-
вильно описывает величину и распределение по-
ля на участке порядка 50 единиц Т в области за
спадом вплоть до точки r = 1. C другой стороны
этого почти плоского участка при r ≈ 300 возникает
пакет растущих по амплитуде осцилляций, образу-
ющихся из-за опрокидывания медленно меняю-
щегося поля за спадом квазисолитона. С ростом r
лидирующие осцилляции трансформируются в
последовательность солитонов с амплитудой,
близкой к предельной, т.е. приблизительно рав-
ной скачку поля на спаде.

Для цилиндрически расходящихся волн (r > r0)
перепад поля на фронте растет по мере распро-
странения  поэтому величина по-
ля в любой точке вершины меньше величины по-
ля на фронте  и образование особенности
в виде участка поля с большим градиентом оказы-
вается возможным внутри квазисолитона. В слу-
чае возникновения такой особенности диспер-
сионные эффекты приводят к появлению осцил-
ляций, последующий рост которых приводит к
распаду исходного солитона на последователь-
ность более коротких уединенных волн. Регуляр-
ная (без особенностей) эволюция реализуется
только для относительно коротких квазисолито-
нов. При этом начальная длительность солитона

 меньше которой реализуется регулярная
эволюция уединенной волны, находится из усло-
вия совпадения координаты образования особен-
ности  и координаты  исчезновения плоского
участка вершины. Поскольку значение поля в
точке совпадения равно единице, из (18) получа-
ем величину  ≈  а из условия (15)

 = 0 имеем:

(25)

При регулярной эволюции импульс монотон-
но сжимается:

(26)
вплоть до образования короткой уединенной вол-
ны, дальнейшая эволюция которой протекает по
сценарию, близкому к эволюции солитона КдВ.
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Несмотря на монотонное изменение  рас-
пределение поля на вершине квазисолитона из-
меняется немонотонно: пока существует плоский

участок вершины, отношение  полей на фрон-

те и спаде растет, а после исчезновения плоского
участка это отношение убывает, оставаясь боль-
ше единицы. Аналогичным образом изменяется
поле за спадом, имеющее ту же полярность, что и
сам квазисолитон: вначале амплитуда поля рас-
тет, а после исчезновения плоского участка вер-
шины начинает убывать (рис. 4a). Эти особенно-
сти эволюции расходящегося квазисолитона про-
слеживаются и для достаточно узких солитонов,
рассмотренных в [16].

Для распадающегося широкого квазисолитона,
при  аналогичный процесс приводит к
формированию на спаде новых импульсов. Внача-
ле первый из них имеет масштаб, зависящий толь-
ко от  Однако в дальнейшем темп сжатия этого
импульса в существенной мере определяется вели-
чиной  Поскольку с ростом  увеличивает-
ся число более коротких уединенных волн, появля-
ющихся за лидирующим импульсом, то увеличива-
ется и расстояние, на котором эти уединенные
волны отделяются от лидера. Указанные эффекты
можно видеть, сравнивая эволюцию расходящихся
квазисолитонов с разными  на рис. 4а и 4б.
Заметим, что в данном случае приближенная тео-
рия хорошо описывает весь процесс только до срав-
нительно небольших расстояний,  хотя и в
дальнейшем она правильно определяет положение
и амплитуду импульса.

Наконец, отметим, что качественные отличия
в поведении сходящихся и расходящихся широ-
ких импульсов обусловлены различным соотно-
шением характеристических медленностей точек

вершины  и медленности его фронта  В

сходящихся волнах величина  для любых точек

вершины имеет противоположный знак по отно-

шению к  поэтому возмущения сносятся в на-

правлении от фронта к спаду в любом месте вер-
шины, и особенностей в распределении поля на
вершине квазисолитона не возникает. Для расхо-
дящихся волн величина характеристической мед-
ленности в любой точке вершины положительна,
т.е. эти точки двигаются в том же направлении,
что и фронт. При этом медленность каждой точки
вершины возрастает от нуля вблизи фронта до ве-
личины, в полтора раза превышающей медлен-
ность фронта. При достаточной длительности им-
пульса возмущения от фронта не достигают спада
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и скапливаются, что и приводит возникновению
особенностей поля.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенный анализ позволяет описать эволю-
цию локализованных нелинейных цилиндриче-
ских волн в модифицированном уравнении Гард-
нера, за рамками квазистационарной ситуации.
Начальное условие здесь соответствует “широко-
му” солитону, однако в процессе эволюции им-
пульс становится существенно нестационарным,
и его приближенное описание достигается сшив-
кой квазистационарных кинков с слабодисперси-
онным полем внутри и снаружи импульса (квази-
солитона).

Для цилиндрически сходящихся уединенных
волн их эволюция, как и в квазистационарном
случае, протекает с увеличением их длительности
(эта тенденция понятна уже из условия сохране-
ния энергии). При этом, однако, их форма сильно
отличается от прямоугольной, а различие в вели-
чинах перепадов поля и скоростей фронта и спада
столь велики, что не позволяют характеризовать
процесс как квазистационарный. В случае ци-
линдрически расходящихся солитонов нестацио-
нарность процесса не столь явно выражена по
сравнению со случаем сходящейся волны. В част-
ности, отличие величин полей и скоростей фронта
и спада не превышает значения 1, 2. Как и ожида-
лось, и в нестационарном, и в квазистационарном
случаях длительность уединенной волны сокраща-
ется, но регулярный характер эволюции оказыва-

Рис. 4. (а) – Эволюция узкого  расходящегося составного квазисолитона при различных радиусах r
(r =   ), (б) – то же самое для широкого солитона ( ). Сплошные линии – числен-
ный рассчет уравнения (2). Пунктир соответствует расчетам по приближенной модели.
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ется возможным только для достаточно коротких
начальных солитонов. Для уединенных волн с
большой длительностью на их вершине возникает
особенность, порождающая осцилляции поля,
рост которых, в свою очередь, приводит к распаду
солитона на относительно короткие уединенные
волны. Предлагаемый нами подход позволил
определить критическое значение длительности

 исходной уединенной волны, начиная с ко-
торой она распадается:   (см. (22)).
Соответствующая критическая ширина солито-

на Lкр = 

Относительно внутренних волн, наблюдаемых
в океане, заметим здесь, что, во-первых, как от-
мечалось во Введении, широкие (по сравнению с
КдВ солитонами) уединенные волны и их группы
повсеместно наблюдаются в океане (см. также
обзор [30]), и во-вторых, такие волны не всегда
распространяются как стационарные или квази-
стационарные образования (напр., [31]). В част-
ности, сделанная выше оценка условий перехода
от квазистационарного к существенно нестацио-
нарному режиму и описание последнего для волн
с криволинейными фронтами могут быть полез-
ны для интерпретации океанических наблюде-
ний. Более детальное приложение теории к кон-
кретным океаническим ситуациям должно быть
предметом отдельного исследования.

Работа выполнена в рамках государственного
задания ИПФ РАН по теме НИР № 0030-2021-
0007, а также при частичной поддержке проектов
РФФИ №№ 18-05-00292 и 20-05-00776.
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Dynamics of Non-Stationary Cylindrical Internal Solitary Waves
K. A. Gorshkov1, L. A. Ostrovsky1, and I. A. Soustova1, *

1Institute of Applied Physics of the Russian Academy of Sciences, Ulyanov str., 46, Nizhni Novgorod, 603950 Russia
*e-mail: soustovai@mail.ru

An approximate analytical description of the nonstationary evolution of cylindrical nonlinear solitary waves
with a complex structure is given. A modified Gardner equation with a boundary condition in the form of a
“wide” soliton close to the limiting one is analyzed. The analysis performed shows a qualitative difference in
the behavior of converging and diverging waves, as well as a difference from the quasi-stationary dynamics of
cylindrical solitons.
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