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Рассматривается проблема верхних граничных условий при моделировании явления обтекания гор
движущейся атмосферой. Используется двумерная стационарная нелинейная аналитическая мо-
дель. В трехслойном натекающем потоке скорость не зависит от высоты, а вертикальные градиенты
температуры изменяются послойно. Нижний слой представляет тропосферу, средний – нижнюю
стратосферу, верхний – всю верхнюю неограниченную по высоте атмосферу. Исследуется, как из-
менения устойчивости среднего слоя влияют на отражение волновой энергии от верхних слоев и в
итоге на возмущения в тропосфере. Подтверждается, что отражение энергии особенно возрастает,
когда градиент температуры в среднем слое приближается к сухоадиабатическому, поскольку при
этом исчезает упругость среды по отношению к вертикальным смещениям частиц воздуха. Показы-
вается, что даже в этом случае отражение энергии не полное и поэтому резонанс по Лонгу в атмо-
сфере невозможен.
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При моделировании обтекания гор главное
внимание обычно обращают на постановку ниж-
него граничного условия, т.е. правильный учет
взаимодействия движущейся атмосферы с неров-
ностями земли. При этом недостаточное внима-
ние уделяется тому, что на распространение воз-
никающих волн оказывают влияние существую-
щие в атмосфере неоднородности изменения
плотности по вертикали. В рамках среднего мас-
штаба главными среди них являются неоднород-
ности, связанные с глобальным разделением ат-
мосферы на слои по величине вертикального гра-
диента температуры, т.е. с разделением ее на
тропосферу, стратосферу и вышележащие слои.
Будем данную проблему рассматривать в рамках
нелинейного моделирования, т.е. при учете нема-
лости возмущений скорости. Крайние варианты
учета этих неоднородностей реализуются в двух
моделях: открытой, в которой предполагается,
что энергия возмущений на больших высотах
свободно распространяется вверх, и закрытой, в
которой атмосфера сверху ограничена поверхно-
стью, полностью отражающей энергию вниз. К
примеру, в наших исследованиях [1, 2] использу-
ется открытая аналитическая модель. Первым за-
крытую аналитическую нелинейную однослой-
ную модель обтекания использовал Лонг [3]. В
ряде моделей влияние верхних слоев учитывается

постановкой некоторого искусственного условия
на фиксированном достаточно далеком уровне
высоты. Приближенность такой постановки не
всегда надежно обосновывается и проверяется
при проведении расчетов.

В работе [3] не только теоретически, но и экспе-
риментально показано, что возмущения в канале
являются “захваченными” и не затухают вниз по
потоку за неровностями нижней границы. Опреде-
ляется это тем, что волновая энергия возмущений
полностью отражается от верхней границы канала.
Основные свойства возмущений при этом опре-
деляются внутренним числом Фруда в натекаю-
щем потоке, которое дается соотношениями:

(1)

где  – скорость,  – частота Брента–Вяйсяля,
 – вертикальная высота канала и одновременно

масштаб явления,  – потенциальная температу-
ра,  и  – вертикальный и сухоадиабатический
градиенты температуры,  – характерная темпе-
ратура. В работе установлено, что существует два
режима обтекания в зависимости от того, больше
или меньше число Фруда критического значения,
равного 1/π: при больших значениях – суперкри-
тический режим и при меньших – докритиче-
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ский. Подробно исследуется докритический ре-
жим, в котором возмущения интенсивны и име-
ют волновой характер. В этом случае свойства
возмущений определяются зависимостью от двух
параметров – высоты горы  (влияние формы не
исследовалось) и от значения числа  Показыва-
ется, что на плоскости ( , ) основные свойства
возмущений периодически повторяются в каж-
дом из следующих диапазонов изменения вели-
чины 

(2)

В любом таком диапазоне при увеличении вы-
соты горы возмущения растут и при превышении
некоторого значения ( ) над горами появляют-
ся роторы или даже области “опрокидывания
траекторий” (в ряде публикаций их стали назы-
вать областями разрыва волнового поля). При пе-
реходе из диапазона с одним значением числа  в
диапазон со значением (  + 1) значения  быстро
уменьшаются, так что уровень возмущений оста-
ется высоким при меньших значениях высоты го-
ры. При фиксированном значении высоты  за-
висимость от  в любом диапазоне имеет один
максимум. Если учесть, что число Фруда пропор-
ционально скорости потока  то получается, что
внутри диапазона (2) возмущения могут как нарас-
тать при увеличении скорости потока, так и осла-
бевать. Наличие такой двоякой зависимости мо-
жет служить признаком того, что верхние слои
полностью отражают волновую энергию вниз.

При приближении величины  к граничным
значениям 1/( π) решение задачи перестает су-
ществовать при любой высоте горы  и одновре-
менно начинают выполняться соотношения

(3)

где  – масштаб Лира [4]. Данные закономерно-
сти позволили в [5] сделать вывод, что решение
задачи в канале перестает существовать вслед-
ствие наступления резонанса волн.

Ценные результаты по рассматриваемой про-
блеме получены в работе Дюрана [6]. Здесь иссле-
довалось обтекание горы двухслойным потоком с
помощью открытой численной модели. Как и в
[1, 2], рассматривался вариант, когда в натекаю-
щем потоке скорость не меняется с высотой, в
слоях постоянны частоты Брента–Вяйсяля, и за-
дача сводится к решению уравнения Гельмгольца
для возмущений функции тока. Нижний слой
имел толщину в несколько км, верхний был не-
ограниченным по высоте; слои резко различались
по значениям частоты  Было установлено, что
в нижнем слое амплитуды возмущений резко воз-
растали, когда частота в нем  в два раза превы-
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шала частоту  в верхнем слое. В двух рассмот-
ренных при этом примерах амплитуды волн осо-
бенно возрастали, когда толщина нижнего слоя
увеличивалась так, что стало удовлетворяться
условие резонанса по Лонгу (3). Автор сделал вы-
вод, что усиление возмущений определяется
очень сильным отражением энергии от верхнего
слоя, но не исследовал, почему именно верхний
слой столь сильно отражает энергию. Автор кро-
ме условия (3) привлекает к анализу установлен-
ного факта результаты исследований проблемы в
рамках линейной теории [7], т.е. теории, опираю-
щейся на предположение о малости возмущений
поля скорости. Эта теория приводила к соотно-
шению качественно подобному (3), но количе-
ственно другому. Нет сомнений, что именно
условию (3) следует оказывать предпочтение, по-
скольку оно получено без предположения о мало-
сти возмущений компонент скорости. При вы-
полнении условия (3) решение задачи в [6] не те-
ряло смысла, т.е. резонанса не возникало, а имело
место только резкое усиление волн. Это свиде-
тельствовало о том, что отражение от верхнего
слоя не было полным.

Результаты [6] не в полной мере поняты. В
частности, в [8] предпринимались попытки ис-
кать причину усиления возмущений при обтека-
нии гор в наличии двухслойной структуры подоб-
ной [6] – вплоть до требования инверсионности
температуры в слоях заметной вертикальной
мощности в тропосфере. Во-первых, такие слои в
атмосфере обычно имеют толщину не более не-
скольких сотен метров, а во-вторых, во многих
работах, в частности в [1, 2, 5], показано, что весь-
ма серьезные возмущения при обтекании гор
имеют место и при отсутствии таких слоев и при
обычных значениях градиента температуры (по-
рядка 6 градусов на км).

В настоящей работе при исследовании постав-
ленной проблемы будет использоваться аналити-
ческая, стационарная, двумерная, открытая мо-
дель [1, 2]. В модели натекающий поток атмосфе-
ры предполагается трехслойным, скорость в
слоях постоянной и равной  градиенты темпе-
ратуры послойно постоянными и равными 
Нижний слой в модели имеет толщину 10 км и
представляет тропосферу, средний задается тол-
щиной в 2.5 км, а верхний – неограниченным по
вертикали. Постановка задачи отличается от из-
вестной модели Лонга в том, что в ней гидроста-
тическая устойчивость среды учитывается не че-
рез градиент плотности, а через разность градиен-
тов температуры  Решение задачи для
произвольной формы горы строится при исполь-
зовании фурье-преобразований и приводит к со-
ответствующим интегральным соотношениям.
Форму горы удается учитывать с точностью до де-
сятков метров по высоте. Динамика и кинематика
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взаимодействия потоков в слоях учитывается при-
ближенно за счет предположения о близости по-
верхностей раздела к горизонталям. Свойства не-
возмущенного натекающего потока определяются
заданием скорости, градиентов температуры и
температуры на земле. Всего было рассмотрено
5 вариантов задания этих параметров. Результаты
иллюстрируются рисунками и табл. 1.

На рис. 1 представлены результаты расчетов
траекторий движения частиц воздуха над неров-
ностями границы, представляющими двумерные
особенности рельефа гор Крыма. Для определен-
ности траектории будем отождествлять по значе-
ниям их высот в натекающем потоке  в км. Ча-
стицы воздуха вдоль траекторий двигаются слева
направо. Задаваемая форма рельефа на данном и
остальных рисунках практически не отличима от
траектории с = 0. Рельеф Крыма для исследова-
ния был выбран, с одной стороны, потому что
именно для этого района нами накоплен солид-
ный банк результатов наблюдений и расчетов (см.
[1 (работы в списке публикаций № 12, 28–30, 34,
41), 2]), а с другой, потому что данный рельеф за

0z

0z

счет наличия высокого и крутого подветренного
склона обладает особенной силой возмущения
атмосферы (см. [1, 9]). Поверхности раздела сло-
ев на рисунке показываются двумя линиями с вы-
сотами, различающимися в натекающем потоке
на 0.1 км. Исходные значения параметров расчета
даются над рисунком, значения высот  – под
ним. Здесь и везде далее для краткости будем под-
разумевать, что скорость дается в м/c,  – в
град/км,  – в км и  – в 1/c. В данном варианте
в тропосфере градиент  = +6, в среднем слое ра-
вен 0 и в верхнем – +3. Соответствующие значе-
ния частот  при этом равнялись в тропосфере
0.0121 и в среднем слое – 0.0205. Этот вариант
можно считать иллюстрацией характера обтека-
ния для типичного распределения частот  меж-
ду тропосферой и нижней стратосферой, т.е. ко-
гда значения частот возрастают примерно на 70%.
Верхний слой в модели представляет верхнюю ат-
мосферу, очевидно, приближенно, но для рас-
сматриваемой проблемы это вполне допустимо.

Возмущения в тропосфере над горами, как и в
предыдущих аналогичных расчетах [1, 2], весьма
интенсивны. Об этом свидетельствует появление
развитой роторной зоны в средней тропосфере, а
так же появление нескольких областей серьезно-
го сгущения траекторий, где в разы возрастает
скорость ветра. Особенности формы рельефа
сказываются в форме смещений траекторий не-
посредственно над горами и в ближней подвет-
ренной зоне. Ниже по потоку смещения частиц
становятся почти гармоническими. Усиление
возмущений определяется как высотой, так и
крутизной гор, и для этого, как видим, не требу-
ется, чтобы устойчивость воздуха была заметно
больше обычной или имелись заметные по мощ-
ности слои с повышенной устойчивостью. Сле-
дует заметить, что поверхности раздела почти го-
ризонтальны, и, значит, решение надежно учиты-
вает условия не только на нижней, но и на верхних
границах. Возмущения становятся почти не за-
метными перед горами на расстояниях более
10 км. Ниже по потоку возмущения остаются за-
метными на существенно больших удалениях от
гребня гор, причем быстрее всего по потоку они
ослабевают у земли.

Следующие два варианта расчетов были про-
ведены при резком уменьшении частоты Брента–
Вяйсяля в среднем слое с целью лучшего осмыс-
ления важных результатов [6]. Полученные тра-
ектории движения частиц представлены на рис. 2
и 3. Здесь по сравнению с предыдущим примером
изменяется только один параметр натекающего
потока, а именно градиент  Он задается соот-
ветственно равным 7.5 и 8, и это приводит к по-
следовательному уменьшению значений  по
сравнению с нижним слоем до уровней 0.0102 и
0.0091. Это уменьшение несколько меньше, чем
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Таблица 1

Вариант Dz

1 0 5.20 3.5 5.3 1.8
2 7.5 5.20 2.6 5.1 2.5
3 8 5.20 2.25 5.5 3.25
4 7.5 5.00 2.7 5.07 2.35
5 –1 5.20 2.79 4.67 1.88

γ2 λc minz maxz

Рис. 1. Траектории движения частиц воздуха при об-
текании гор для варианта 1 (  = 0).
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в [6], но вполне достаточно для рассмотрения по-
ставленной проблемы. На рис. 4 (вариант 4) ил-
люстрируется результат расчета, выполненного с
целью выяснения того, как изменяются возмуще-
ния, когда мы приближаемся к выполнению
условия резонанса (3). На рис. 5 (вариант 5) дан
результат расчета для случая, когда градиент тем-
пературы в среднем слое не увеличивается, а умень-
шается. Это позволило проанализировать, как вли-
яет на возмущения в тропосфере не ослабление, а

более типичное в природе усиление устойчивости
среднего слоя. На всех рисунках в аналогичной
форме представлены траектории движения. Они
позволяют судить о пространственных изменени-
ях в зависимости от параметров натекающего по-
тока таких характеристик возмущений, как ам-
плитуды волн, особенности роторных циркуля-
ций, возмущений поля скоростей, температуры
и т.д. (см. [1, 2, 5]). Однако в данной работе имеет
смысл остановиться исключительно на вопросах,

Рис. 2. Траектории движения частиц воздуха при об-
текании гор для варианта 2 (  = 7.5).

3020100–10–20–30–40

Вариант 2: U = 10, γj = 6, 7.5, 3,
 λj = 5.2051, 6.131, 3.4248
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Рис. 3. Траектории движения частиц воздуха при об-
текании гор для варианта 3 (  = 8).
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Вариант 3: U = 10, γj = 6, 8, 3, 
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Рис. 4. Траектории движения частиц воздуха при об-
текании гор для варианта 4 (  = 5.65).
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Рис. 5. Траектории движения частиц воздуха при об-
текании гор для варианта 5 (  = –1.0).
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связанных с проблемой отражения энергии от
верхних слоев, т.е. сосредоточиться на следую-
щих результатах.

1. Сравнение траекторий на рис. 1 и 2–4 под-
тверждает вывод [6] о том, что возмущения в ниж-
нем слое должны сильно возрастать, когда в вы-
шележащем слое значения частоты  заметно
уменьшаются по сравнению со значением в ниж-
нем слое. Если в первом варианте роторная зона
еще не включала полностью замкнутых вихрей,
то теперь они появляются в развитом виде. Сте-
пень возрастания амплитуд возмущений характе-
ризуют также данные таблицы. Здесь представле-
ны характеристики экстремальных вертикальных
смещений частиц воздуха, двигающихся вдоль
траектории с  = 4. Данные первых 3 строк позво-
ляют рассмотреть прямую зависимость усиления
возмущений при увеличении значений  при
этом:  – масштаб Лира в нижнем слое,  –
минимальный уровень опускания частиц возду-
ха,  – максимальный уровень подъема и Dz –
общий размах их смещений в км. Как видим,
Dz может возрастать почти в 2 раза. Усиление воз-
мущений также проявляется в увеличении плот-
ности степени сгущения траекторий – в особен-
ности у границ роторов. Это позволяет оценивать
величину и пространственное распределение воз-
мущений обеих компонент скорости ветра.

2. Резкое возрастание возмущений в вариантах 2
и 3 по сравнению с вариантом 1 произошло при
изменении только градиента температуры в сред-
нем слое. Поэтому, очевидно, что это определяется
именно увеличением отражения волновой энергии
от среднего слоя.

3. В вариантах 2, 3 поверхности раздела доста-
точно возмущены, чтобы поставить под сомнение
качество удовлетворения верхних граничных
условий при решении поставленной задачи. В ва-
рианте 3 (  = 8) величина  в среднем слое ми-
нимальна и равна 0.75 значения  а не 0.5, как
было в [6]. Приближения к коэффициенту 0.5
можно было бы достичь двумя путями: либо
уменьшая в нижнем слое  либо приближая зна-
чения градиента температуры в среднем слое к су-
хоадиабатическому градиенту  В обоих случаях
возмущения были бы еще значительнее, чем в ва-
риантах 2, 3, причем не только в нижнем слое, но
и на его верхней границе. Одновременно в таком
случае нижний слой не мог бы представлять ти-
пичную тропосферу, а наличие слоя со столь ма-
лой устойчивостью на уровнях стратосферы было
бы еще менее реальным. В работе [6] рассматри-
ваемая проблема исследовалась чисто в теорети-
ческом аспекте, в настоящем анализе выбор зна-
чений градиентов был сделан с целью, чтобы, с
одной стороны, избежать слишком больших воз-
мущений на нижней поверхности раздела, а с
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другой – приблизиться к учету реальных характе-
ристик атмосферы. Важно также подчеркнуть, что
расчеты были проведены для нескольких вариан-
тов уменьшения частоты в среднем слое, и все они
дали одинаковый результат. Значит, тенденция
усиления возмущений и ее пропорциональность
уменьшению частоты  установлена надежно, а
факт некоторого возмущения поверхности разде-
ла, по-видимому, не может изменить сделанного
вывода.

4. Представленные на рис. 1–3 результаты по-
казывают, что при серьезном уменьшении часто-
ты , в среднем слое подветренные волны почти
перестают затухать вниз по потоку за горами. Ес-
ли на рис. 1 волны исчезали на удалениях около
25 км, то теперь они остаются заметными до 40 км.
Подобное поведение возмущений ранее многие
не только отмечали, но и объясняли усилением
отражения волновой энергии от верхних слоев
(см., например, [1, 3, 5]). Данное свойство допол-
нительно свидетельствует, что при уменьшении
частоты  в среднем слое мы приближаемся к ва-
рианту течения в канале с полным отражением
волновой энергии от верхней границы. Для луч-
шего понимания сказанного, заметим следую-
щее. Уменьшение частоты  в среднем слое свя-
зано не просто с увеличением градиента  в нем,
а с приближением его значений к  Это означа-
ет, что мы имеем дело с уменьшением гидроста-
тической устойчивости воздуха в среднем слое
или, иначе говоря, с приближением этого слоя к
состоянию, которое называют состоянием “без-
различного равновесия”. Полезнее в нашем слу-
чае такой переход трактовать переходом к мень-
шей волновой упругости. При этом данная упру-
гость связана не со сжимаемостью воздуха, а с
появлением силы плавучести у частиц воздуха
при быстрых (почти адиабатических) смещениях
по высоте. Именно эта упругость является необ-
ходимым условием для появления внутренних
гравитационных волн. Подобный анализ прово-
дился нами ранее в [10], где было обращено вни-
мание на то, что при  >  у уравнения Гельм-
гольца существуют только затухающие решения,
а при  =  решение имеет не волновой, а потен-
циальный характер. Отсюда становится понят-
ным, почему именно заметное уменьшение ча-
стоты  в среднем слое препятствует распростра-
нению внутренних гравитационных волн выше.
Важно, что это свойство не зависит от других па-
раметров задачи, а уровень отражения энергии
зависит от разности  и, видимо, от толщины
среднего слоя.

5. Амплитуды волн в верхних слоях в первом ва-
рианте заметно меньше, чем в остальных, хотя от-
ражение волновой энергии вниз в последних слу-
чаях, как было выяснено, напротив, больше. Про-
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тиворечия в этом нет, поскольку, как отмечалось и
ранее в [1], величина этих амплитуд в первую оче-
редь зависит от высоты волн на поверхностях раз-
дела. Последние же определяются тем, с какими
фазами приходят к этим уровням волны снизу.

6. Условие резонанса (3) было получено в за-
крытой модели с жесткой горизонтальной грани-
цей. В открытых моделях поверхности раздела не
жесткие и роль условия (3) требует осмысления.
Величину  в (3) можно изменять путем измене-
ния величины масштаба Лира в тропосфере. Она
одинакова в первых трех вариантах и равна 5.20.
При проведении расчетов по варианту 4 парамет-
ры задачи были изменены по сравнению с вари-
антом 2 только за счет изменения  в тропосфере,
а именно прежнее значение  = 6 было уменьше-
но до 5.65. При этом значение масштаба Лира в
тропосфере стало равным 5.0009. В итоге, если в
варианте 2 (а так же 1, 3) в соотношении (3) вме-
сто целого  фигурировало число 3.84, то теперь
оно стало равным 4.0003, и условие резонанса
оказалось практически выполненным. Характе-
ристики верхних слоев не изменялись и, значит,
следовало ожидать, что отражение от них остава-
лось неизменным. Однако результаты, представ-
ленные на рис. 4, не показали даже признаков при-
ближения к резонансу. Напротив, вертикальные
смещения частиц воздуха, двигающихся вдоль тра-
ектории  = 4, как показывает таблица, даже не-
много уменьшились. Тем самым доказано, что ре-
зонанс невозможен даже при столь сильном отра-
жении волновой энергии, какой имеет место при
наличии вверху слоя с очень малой устойчиво-
стью и толщиной 2.5 км. Этот результат получен
при использовании аналитической модели [1, 2],
приближенно учитывающей условие на нижней
границе слабоустойчивого слоя, но тот же резуль-
тат получен и по численной модели [6], учитыва-
ющей указанное условие точно.

7. Проведенные по вариантам 1–4 расчеты
позволили провести оценку того, как выглядит
отражение энергии от среднего слоя, когда гради-
ент  в нем принимает значение 0 или увеличи-
вается до значений 7.5 и 8. При этом показано,
что отражение возрастает, когда  > 6 и прибли-
жается к  Однако эта закономерность имеет
скорее теоретический нежели практический инте-
рес, поскольку достаточно мощные слои с малой
устойчивостью на заметных высотах в атмосфере
не встречаются. Практический интерес представ-
ляют изменения уровня отражения при изменени-
ях значения  в другую сторону. Чтобы оценить,
что происходит с отражением при меньших зна-
чениях градиента температуры, был рассмотрен
вариант 5 задания параметров натекающего пото-
ка, когда  в среднем слое был задан отрицатель-
ным и равным –1. Полученная картина движений

показана на рис. 5. Сравнивая ее с данными рис. 1,
нетрудно видеть, что возмущения почти не изме-
нились, точнее, несколько возросли. Тот же вы-
вод мы получим, если сравним данные, представ-
ленные на первой и последней строках таблицы
выше. Важнее отметить, что возмущения остаются
по-прежнему существенно меньшими, чем при
больших  Следовательно, отражение от среднего
слоя в реальной атмосфере заметно отличается от
полного.

Проведенные расчеты показали необходи-
мость учитывать следующее.

1. Динамика взаимодействия возмущений в
тропосфере с возмущениями в вышележащих сло-
ях не менее важна, чем динамика взаимодействия с
поверхностью земли.

2. Отражение волновой энергии от верхних
слоев атмосферы, по-видимому, близко к макси-
муму, когда гидростатическая устойчивость в них
близка к безразличной.

3. Отражение волновой энергии от реальной
стратосферы меньше максимума.

4. Максимальное отражение всегда меньше
полного и, значит, резонанс по Лонгу в атмосфе-
ре исключен.
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On Taking into Consideration the High-Level Atmosphere 
for the Purpose of Simulation of Orographic Disturbances in the Troposphere

V. N. Kozhevnikov*
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The study considers the problem of upper boundary conditions with regard to simulation of the phenomenon
of the airf low over the mountains. A two-dimensional stationary non-linear analytical model is used. In a
three-layer upstream flow, the velocity does not depend on the height, and the vertical temperature gradients
change from layer to layer. The lower layer is the troposphere, the middle layer – the lower stratosphere, and
the upper layer – the whole upper atmosphere unlimited in height. The impact of changes in the middle layer
stability on the wave energy reflection from the upper layers and, finally, on tropospheric disturbances is ex-
amined. It is confirmed that the energy reflection especially grows when the middle layer temperature gradi-
ent approaches the dry-adiabatic value, as, in such case, the environment resilience to air particles vertical
displacements disappears. It is shown that, even in such case, energy reflection is not full, and, consequently,
the Long resonance is not possible in the atmosphere.

Keywords: atmospheric physics, hydrodynamics, modeling, f low over mountains, Lyra scale
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