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На основе аналитической модели расхода влекомых наносов, учитывающей влияние уклонов дон-
ной поверхности, придонных нормальных и касательных напряжений на движение донного мате-
риала и аналитического решения, позволяющего определять придонные касательные и нормаль-
ные напряжения, возникающие при обтекании турбулентным потоком периодических длинных
донных волн малой амплитуды, сформулирована и решена задача определения скорости роста ам-
плитуды донной волны. Из решения задачи получена аналитическая зависимость, определяющая
скорость роста амплитуды донных волн от текущего значения ее амплитуды. На примере развития
периодической синусоидальной донной волны малой крутизны выполнена верификация, которая
показала хорошее качественное и количественное согласование полученного решения с экспери-
ментальными данными.
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ВВЕДЕНИЕ
Одной из центральных проблем при изучении

русловых процессов является проблема устойчи-
вости несвязной донной поверхности в реках и
каналах. В настоящее время существует большое
количество гипотез, определяющих причины, по
которым происходит развитие донных волн.

Так, Дж.Ф. Кеннеди [1, 2] развитие донной не-
устойчивости связывал с передачей возмущений,
возникающих на свободной поверхности потока
при некоторых значениях числа Фруда, ко дну.

F. Engelund и J. Fredsoe [3] связывали развитие
донной неустойчивости с фазовым сдвигом меж-
ду максимумами средней скорости потока и при-
донным касательным напряжением.

В работах К.В. Гришанина [4], О.Н. Мельни-
ковой [5], Н.А. Михайловой [6] показано, что раз-
витию донной неустойчивости способствуют
имеющиеся в турбулентном потоке пульсации
соизмеримые по масштабу с глубиной потока.
Экспериментальные работы Р. Бэгнольда [7],
Б.А. Шуляка [8], S.E. Coleman [9] показали, что
на характер развития донной неустойчивости
оказывает влияние диаметр донного материала.
В работе [10] в рамках линейной теории устойчи-

вости несвязного дна канала получена аналитиче-
ская зависимость, определяющая длину донной
волны в зависимости от числа Фруда гидродина-
мического потока и диаметра донных частиц,
обобщающая ряд известных эмпирических зави-
симостей Р. Бэгнольда [7], Б.А. Шуляка [8],
S.E. Coleman [9].

Попытки численного моделирования процес-
са развития донной неустойчивости в реках и ка-
налах предпринимались в работах [11–16], основ-
ное внимание в которых уделялось физическим
механизмам, приводящим к развитию донной не-
устойчивости под действием турбулентных пото-
ков. Обработка данных натурного эксперимента,
представленного в работе [17], позволила полу-
чить эмпирическую зависимость, позволяющую
определить скорость роста амплитуды донных
волн во времени.

Однако, несмотря на достаточное внимание
исследователей к данной проблеме, вопрос о раз-
витии донной неустойчивости остается в настоя-
щее время открытым. В значительной мере это
связано с тем, что при анализе развития донных
волн используются феноменологические модели
движения донного материала [7–9, 11, 12], что за-
трудняет или делает невозможным анализ про-
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цессов развития донных волн. По этой причине
представляет интерес проведение анализа на-
чального развития донных волн с использовани-
ем аналитической модели движения донного ма-
териала [18], учитывающей влияние локальных
уклонов донной поверхности, придонных каса-
тельных и нормальных напряжений на движение
донного материала.

При построении математической модели раз-
вития донных волн в данной работе были исполь-
зованы результаты натурных экспериментальных
исследований, изложенные в работе [17], в кото-
рой было показано, что эволюция донных волн
имеет два важных этапа. На первом этапе ровное
песчаное дно теряет устойчивость и происходит
развитие амплитуды донных волн, при этом дли-
на донных волн изменяется слабо и определяется
гранулометрическим составом песка [9, 10, 19].
К концу первого этапа рост амплитуды донных
волн замедляется, происходит их перекашивание и
начинается активный рост длины донных волн, при
слабых изменениях их амплитуды [17]. При этом
процесс эволюции донных волн на втором этапе
может не иметь стационарного состояния [20].

В работе на основе аналитической модели рас-
хода влекомых наносов [18] и аналитической мо-
дели, позволяющей определить придонные ка-
сательные напряжения над периодическим дном
[21], сформулирована математическая модель
первого этапа, описывающая потерю устойчиво-
сти донной поверхности и развитие амплитуды
донных волн. Из решения сформулированной
задачи получена аналитическая зависимость,
позволяющая определить скорость роста ампли-
туды периодических донных волн в зависимости
от гидродинамических параметров потока, а так-
же физико-механических и гранулометрических
характеристик донного материала. Для синусои-
дальных донных волн выполнено сравнение по-
лученного решения с экспериментальными дан-
ными [17], которое показало их хорошее каче-
ственное и количественное согласование.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим математическую постановку зада-
чи о развитии периодических донных волн при
движении руслового потока над донной поверхно-
стью  где  – безразмерная высота
донной поверхности   – периоди-
ческая безразмерная функция, определяющая фор-
му донной волны с единичным периодом. Схема
расчетной области задачи приведена на рис. 1.

ζ = σ,b h ( )= bh h t
ζ ,b ( ) ( )σ ξ = σ ξ + 1

Математическая постановка задачи о развитии
донных волн в криволинейной ортогональной си-
стеме координат в безразмерной формулировке
включает в себя:

– уравнение потенциала [1, 2]

(1)

– уравнения, определяющие касательные и
нормальные напряжения [21]

(2)

(3)

– уравнение расхода влекомых наносов [18]

(4)

– уравнение Экснера [4]

(5)

Уравнения (1)–(5) замыкаются начальными
 и граничными условиями:
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Рис. 1. Схема расчетной области:  – безразмерная
декартовая система координат,  – расчетная кри-
волинейная система координат.
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Связь безразмерных функций в уравнениях (1)–
(9) с размерными определена следующим образом

Здесь  – безразмерная функция тока,  –
функция тока, описывающая безвихревое поле
скорости над периодическим дном,  – высота
шероховатости дна,  – напряжение на ровном
дне,  – динамическая скорость потока,  – без-
размерное время,  – длина донной волны,  –
глубина логарифмического слоя,  – амплитуда
донной поверхности,  – время развития ампли-
туды донной волны.

Коэффициенты уравнений (3), (4) определя-
ются по следующим формулам

где  – параметр Кармана,   – плотности во-
ды и донных частиц,  – концентрация донных
частиц в активном слое,  – средняя скорость по-
тока,  – ускорение свободного падения,  – диа-
метр частиц потока,  – глубина гидродинамиче-
ского потока,  – придонное касательное напряже-
ние,  – напряжение, определяющее момент
начала движения донных частиц,  – коэффициент
пористости донных частиц,  – безразмерный
расход влекомых наносов,  – критиче-
ское число Шильдса,  – зависимость
тангенса угла внутреннего трения от диаметра пес-
чаных частиц [22, 23],    – механизмы,
которые определяют возникновение и развитие
донных волн под влиянием придонных касатель-
ных напряжений, градиента уклона дна, градиен-
та придонного напора соответственно.

АНАЛИЗ СКОРОСТИ РОСТА ДОННЫХ ВОЛН
Из экспериментальных данных [17] известно,

что на начальном этапе развития донной волны ее
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длина не изменяется, начальная форма близка к
синусоидальной, но при этом происходит рост
амплитуды донной волны. Поэтому при исследо-
вании развития донной волны на начальном эта-
пе ее развития принята синусоидальная аппрок-
симация ее геометрической формы

(10)

С учетом геометрии (10) и граничных усло-
вий (6)–(8), решение уравнения (1) будет иметь вид

(11)

что позволяет получить зависимости, необходи-
мые для определения придонного напряжения 
и давления 

(12)

(13)

которые необходимы для решения задачи опреде-
ления скорости роста амплитуды донных волн

(14)

Решение задачи (14) проводилось при следую-
щих гидродинамических, физико-механических и
гранулометрических параметрах, согласованных с
работой [17]:  м,  м,  м,

   g =
= 9.81 м/с2,  м,  м/с,

   
Результаты решения задачи (14) приведены на

рис. 2. Кривыми 1–5 представлены графики из-
менения скорости роста амплитуды донной вол-
ны от величины ее безразмерной амплитуды 
при  для различных диаметров донных ча-
стиц 

Из графиков следует, что с увеличением диа-
метра донных частиц  увеличивается макси-
мальная амплитуда донной волны  при кото-
рой скорость роста волны на первом этапе ее раз-

вития прекращается , и, согласно [17],

начинается второй этап развития донной волны –
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рост ее длины. Отметим, что максимальная ско-

рость роста амплитуды донной волны  незна-

чительно изменяется для различных 

Из предположения существования монотон-
ной зависимости между максимальной высотой
донной волны и диаметром частиц [8, 9] и полу-
ченных результатов (кривые 1–5) следует, что
донные волны, сложенные из частиц с малыми
диметрами, растут быстрее волн, формируемых
из более крупных частиц.

Для волн малой крутизны известны частные
линейные зависимости между длиной волны  и
ее высотой  [8, 24]. Из решения задачи (14)
можно построить зависимость  от диаметров
донных частиц  позволяющую проверить ли-
нейность связи  Такая зависимость, пред-
ставлена ниже в форме табл. 1.

В табл. 1 приведены значения безразмерных
максимальных высот  найденные с помощью
графиков 1–5 (рис. 2) для донных волн, получа-
емых при различных диаметрах частиц  Ис-
пользуя метод наименьших квадратов для обра-
ботки табличных данных, получена зависимость

 которая имеет следующий размерный
вид  Сравнивая полу-
ченную частную зависимость  с зави-

симостью для длины донных волн 
полученную S.Е. Coleman с коллегами в работе [9],
можно убедиться в их линейности. Значение кру-
тизны донной волны, получаемое из данных за-

висимостей , попадает в диапазон

 для которого получены результа-
ты (рис. 2).

Пунктирной кривой 6 на рис. 2 представлена
зависимость скорости роста амплитуды донной
волны, полученная из решения задачи (15), сфор-
мулированной в работе [17] на основе обработки
экспериментальных данных.
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где    Сравне-
ние расчетной кривой 3 и кривой 6 показывает их
хорошее согласование при 

Отметим, также, что решение задачи (14), для
 и диаметра частиц  представ-

ленное на рис. 3 кривой 1, хорошо согласуется с
экспериментальными данными, определенными
точечным множеством [17].

Таким образом, можно утверждать, что предло-
женная математическая модель развития донной
неустойчивости качественно и количественно со-
гласуется с экспериментальными данными в диапа-
зонах, когда перекошенностью донных волн можно
пренебречь.

= 150 c,T −= 10.035c ,n =max 0.0596.h

= 0.32 мм.d

ξ = 1/4 = 0.32 мм,d

Рис. 2. Изменение скорости роста донной волны при
различных диаметрах донных частиц 
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Таблица 1. Безразмерные максимальные амплитуды донной волны, полученные для различных диаметров дон-
ных частиц

d, мм 0.1 0.2 0.32 0.4 0.5
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Рис. 3. Сравнение расчетного значения высоты дон-
ной волны (кривая 1), полученной в результате инте-
грирования скорости роста амплитуды (14) с экспе-
риментальными данными (точечное множество) [17].
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ПОТАПОВ, СИЛАКОВА

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1. В работе сформулирована и решена задача
определения скорости роста амплитуды перио-
дической донной волны малой крутизны. Осо-
бенностью задачи является использование ана-
литической модели расхода влекомых наносов,
которая учитывает влияние уклонов донной по-
верхности, придонных нормальных и касатель-
ных напряжений на движение донного материала
и аналитической модели, позволяющей определить
придонные касательные напряжения, возникаю-
щие при обтекании турбулентным потоком перио-
дических длинных донных волн.

2. Проведен анализ полученного аналитиче-
ского решения задачи для случая периодических
синусоидальных донных волн в зависимости от
диаметра донного материала. Показано, что диа-
метр донного материала слабо влияет на макси-
мальную скорость роста волны, а волны, состоя-
щие из более мелких частиц, растут быстрее волн
состоящих из крупных частиц. Полученные ре-
шения позволили получить частную зависимость
для высоты донной волны от диаметра донных
частиц, которая согласуется с гипотезой о линей-
ной связи между высотой и длиной донных волн
малой крутизны. Выполненное сравнение полу-
ченного решения с экспериментальными данны-
ми показало их хорошее качественное и количе-
ственное согласование.

Работа выполнена при частичной финансовой
поддержке гранта РФФИ № 18-05-00530 А и гран-
та  РФФИ и ГФЕН  № 21-57-53019.
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On the Development of Wave Disturbances of the Bottom Surface
in Rivers and Channels

I. I. Potapov1, * and Yu. G. Silakova1, **
1Computing Center of Far Eastern Branch of the Russian Academy of Sciences,

Kim-Yu-Chen str., 65, Khabarovsk, 680000 Russia
*e-mail: potapov2i@gmail.com
**e-mail: krat_yuliya@mail.ru

Based on an analytical model of the bed load transport, taking into account the inf luence of slopes of the
bed surface, bed normal and tangential stresses on the movement of the bed material, and an analytical
solution that allows one to determine bed tangential and normal stresses that arise when a turbulent stream
flows around periodic long bed waves of small amplitude, it is formulated and the problem of determining
the amplitude growth rate for growing bed waves was solved. From the solution of the problem, an analyt-
ical dependence is obtained that determines the growth rate of the amplitude of bed waves from the current
value of its amplitude. On the example of the development of a periodic sinusoidal bed wave of low steep-
ness, the verification of the solution obtained for the formulated problem is carried out. The performed
comparative analysis of the obtained analytical solution with the experimental data showed their good
qualitative and quantitative agreement.

Keywords: bed waves, bed waves amplitude, the bed surface stability, the bed load transport
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