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Решена задача о дальнем поле внутренних гравитационных волн от мгновенного радиально сим-
метричного возвышения изопикн. Рассмотрено постоянное модельное распределение частоты пла-
вучести и с помощью преобразования Фурье–Ханкеля получено аналитическое решение задачи в
виде суммы волновых мод. С помощью метода стационарной фазы получены асимптотики реше-
ний, описывающие пространственно-временные характеристики возвышения изопикн, верти-
кальной и горизонтальной компонент скорости. Проведено сравнение точных и асимптотических
результатов, и показано, что на временах порядка десяти и более периодов Брента–Вяйсяля метод
стационарной фазы позволяет эффективно рассчитывать дальние волновые поля.
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Для мониторинга и предупреждения опасных
природных волновых явлений в океане, в том числе
обнаружения внутренних гравитационных волн
(ВГВ) большой амплитуды, необходимо проводить
оперативный анализ многообразных волновых яв-
лений с помощью различных математических мо-
делей [1–4]. Одной из основных используемых мо-
делей можно считать предположение о генерации
пакетов ВГВ импульсным воздействием [5–9]. Для
проведения расчетов необходимо подбирать пара-
метры использованной модели так, чтобы прибли-
зить смоделированную волновую систему ВГВ к ре-
ально наблюдаемым, в том числе по фотоснимкам
из космоса, волновым картинам [7, 10–12]. Таким
образом, математические модели волновой генера-
ции могут быть не только верифицированы, но и
использованы для проведения прогнозных оценок.

Основные механизмы возбуждения ВГВ в
природных (океан, атмосфера Земли) и искус-
ственных стратифицированных средах – генера-
ция источниками возмущений различной физи-
ческой природы: естественного (возмущение ат-
мосферного давления, обтекание неровностей
рельефа океана, подветренные горы) и антропо-
генного (морские технологические конструкции,
схлопывание области турбулентного перемеши-
вания, подводные взрывы) характеров [2, 6, 13–15].
Аналитические результаты решений задач о гене-

рации ВГВ произвольными источниками возму-
щений представляются в самой общей интеграль-
ной форме, и в этом случае полученные инте-
гральные представления требуют разработки
численных и асимптотических методов их иссле-
дования [5, 6]. При исследовании генерации ВГВ,
возбуждаемых нелокальными источниками воз-
мущений, наиболее распространенными являют-
ся два способа. Первый способ – численное ре-
шение системы уравнений гидродинамики, опи-
сывающей ВГВ, к недостаткам которого можно
отнести ограниченность области пространства, в
котором возможно численное решение задачи [5,
8, 9]. При изучении дальнего распространения
ВГВ прямые численные расчеты нецелесообраз-
ны, так как вдали от источников возмущений
волновые поля относительно малы по амплитуде,
можно использовать линейное приближение и
описать волновое поле сравнительно простыми
аналитическими формулами. Создаваемые дис-
пергирующими ВГВ волновые картины на боль-
ших расстояниях от источников возмущений (мно-
го больших характерных размеров) практически не
зависят от их формы и определяются в основном
законами дисперсии стратифицированной среды
[1, 5, 7, 9, 16]. Поэтому второй способ состоит в том,
чтобы заменить функцию, описывающую форму
нелокального источника, функцией, имеющей до-
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статочно простое аналитическое представление, а
также использовать различные модельные пред-
ставления частоты плавучести [5, 13, 17, 18].

Целью настоящей работы является построение
аналитических решений, описывающих дальние по-
ля линейных ВГВ, возбуждаемых мгновенным ради-
ально симметричным возвышением изопикн в слое
стратифицированной среды конечной толщины.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ,
ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ФОРМЫ РЕШЕНИЙ

Рассматривается слой стратифицированной
среды конечной толщины H. Уравнение линей-
ных ВГВ в цилиндрических координатах 
(предполагается, что зависимости от угла нет, ось 
направлена вверх) для малых возмущений возвы-
шения изопикн  в приближении Бусси-
неска имеет вид [1, 5]

где далее частота Брента–Вяйсяля (частота плаву-
чести) предполагается постоянной:  N2(z) = N2 =
= const. Начальные условия для возвышения
изопикн используем в виде: η(r, z, 0) =
= , то есть предполагается, что
начальное возмущение обладает радиальной сим-
метрией и некоторым распределением по глубине.
Начальные условия для вертикальной компоненты
скорости: . Начальные условия для го-
ризонтальной (радиальной) компоненты скорости:

. Граничные условия:  при
. Отметим, что горизонтальная (радиаль-

ная) компонента скорости  равна нулю при
 и всех значениях , то есть . Все

искомые функции зависят от радиальной коорди-
наты , времени  и вертикальной координаты ,
зависимость от угла отсутствует. Решение получен-
ной начально-краевой задачи строится с помощью
преобразования Фурье–Ханкеля [19, 20]
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где  – функция Бесселя нулевого порядка. От-
метим, что в силу постоянства частоты плавучести
функция  не зависит от номера моды  и

 для всех номеров . Выражения для
вертикальной компоненты скорости W(r, z, t) =

=  имеет вид

(2)

Выражение для горизонтальной (радиальной)
компоненты скорости  определяется из
уравнения несжимаемости в цилиндрических ко-
ординатах [1, 5]

а также из условия, что решением уравнения [19, 20]

является функция , где  – функ-
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получить
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2. АСИМПТОТИКИ РЕШЕНИЙ

В заданном начальном распределении возвыше-
ния изопикн  будем считать, что функции

 нормированы на свои максимальные (по
модулю) значения. Далее, в качестве модельного,
рассмотрим следующее радиальное распределение
начального возмущения:  (мно-
житель 1/2 используется для простоты выкладок).
Тогда из (1) имеем: . Интегралы (4)
при больших значениях  можно вычис-
лить с помощью метода стационарной фазы. С этой
целью необходимо заменить функцию Бесселя на ее
асимптотику:  [19, 20].
Подставляя это выражение в (4), можно получить

При больших значениях  интеграл  экс-
поненциально мал, так как стационарных точек
на интервале интегрирования нет. С помощью
метода стационарной фазы можно получить
уравнение для нахождения стационарных точек:

. Решение этого уравнения име-
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ет вид: . Окончательно можно
получить

(5)

Аналогично, с помощью метода стационарной
фазы имеем

Полученные асимптотические формулы для
функций  позволяют соот-
ветственно рассчитывать пространственно-вре-
менные характеристики возвышения изопикн,
вертикальной и горизонтальной (радиальной)
компонент скорости ВГВ вдали от вспыхнувшего
в начальный момент времени источника возму-
щений.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ
На рис. 1 изображено начальное распределе-

ние возмущения – функция , где функция
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Рис. 1. Начальное распределение возвышения изопикн.
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 имеет один максимум. Для численных рас-
четов было использовано следующее представле-
ние этой функции: , значения па-
раметров были следующие: . Все
численные расчеты произведены с помощью вы-
числительной системы “Математика”. Использо-
ванные пространственные масштабы и характер
изменчивости начального возмущения изопикн
соответствуют типичным горизонтальным и вер-
тикальным масштабам нелокальных источников
возбуждения ВГВ в океане [2, 6, 7, 10–14]. На
рис. 2 представлены результаты расчетов функ-
ции  (первая мода возвышения) при значе-
ниях  (левый рисунок) и  (правый ри-
сунок). Сплошная линия – результаты точных
численных расчетов по формуле (1), штриховая
линия – расчеты по методу стационарной фазы (5).

Π( )z

α βΠ = −( ) (1 )z z z
α = β =33, 57

τ1( , )g r
τ = 30 τ = 70

Из представленных результатов видно хорошее
совпадение точных и асимптотических формул
при больших значениях . Как показывают чис-
ленные расчеты, на временах порядка десяти и
более периодов Брента–Вяйсяля метод стацио-
нарной фазы позволяет достаточно точно рассчи-
тывать дальние волновые поля. На рис. 3 пред-
ставлены результаты расчетов функций 
(первая мода возвышения),  (первая мода
вертикальной компоненты скорости), 
(первая мода горизонтальной (радиальной) ком-
поненты скорости) при  (левый рисунок) и

 (правый рисунок). На рис. 4 приведены ре-
зультаты расчетов первых трех мод вертикальной
компоненты скорости  и суммы
мод  при . Как показывают
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Рис. 2. Возвышение первой моды: точное решение и асимптотика стационарной фазы.
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численные расчеты, основной вклад в полное
волновое при больших временах поле вносят не-
сколько низших мод. [5, 9, 13, 18]

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, для заданного начального
возмущения изопикн, обладающего радиальной

симметрией и вертикальным распределением с
одним максимумом с помощью метода стацио-
нарной фазы построены асимптотические реше-
ния, описывающие динамику пакетов ВГВ на
больших временах. Использованное в качестве
начального модельное распределение возвыше-
ния может адекватно описать различные физи-
чески обоснованные механизмы генерации па-
кетов ВГВ, в том числе волны больших амплитуд
[6, 7, 10–13]. Полученные результаты позволяют
аналитически представить как возвышение, так и
все компоненты скоростей возбуждаемых ВГВ.
Показано, что асимптотики стационарной фазы
хорошо описывают волновые поля ВГВ на боль-
ших временах и расстояниях. Полученные асимп-
тотические результаты с различными значениями
входящих в них физических параметров дают воз-
можность в дальнейшем провести оценку основ-
ных характеристик начального возмущения.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РФФИ проект № 20-01-00111А.
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Far Internal Gravity Waves Fields under Fast Density Variation
in Radial Symmetry Source

V. V. Bulatov1, * and Yu. V. Vladimirov1, **
1Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, prosp. Vernadskogo, 101-1, Moscow, 119526 Russia

*e-mail: internalwave@mail.ru
**e-mail: vladimyura@yandex.ru

The problem of the internal gravity waves far field from the instantaneous radially symmetric isopycn ele-
vation is solved The constant model distribution of the buoyancy frequency is considered and an analytical
solution of the problem in the form of a sum of wave modes is obtained using the Fourier–Hankel trans-
form. Using the stationary phase method, the asymptotics of the solutions are obtained that describe the
space-time characteristics of the isopycn elevation, the vertical and horizontal velocity components. The
exact and asymptotic results are compared. It is shown that for times of the order of several tens of Brent–
Väisälä periods, the stationary phase method allows one to efficiently calculate far wave fields.
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