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В работе теоретически изучается генерация и распространение волн от модельных тропосферных
тепловых метеорологических источников. Предполагается, что источником волн являются процес-
сы нагрева/охлаждение газа при фазовых переходах воды на тропосферных высотах. В аналитиче-
ской части исследования выведены уравнения, описывающие генерацию и распространение аку-
стических и внутренних гравитационных волн по отдельности. Показано, что мощности парциаль-
ных источников акустических и внутренних гравитационных волн всегда примерно совпадают,
независимо от частоты волн, и генерация внутренних гравитационных волн не может происходить
без генерации акустических, и наоборот. Получены явные аналитические выражения для генериру-
емых волн. Вследствие резонансных свойств атмосферы, высокочастотные источники генерируют
преимущественно акустические волны. Низкочастотные источники генерируют преимущественно
внутренние гравитационные волны, если они работают достаточное время для проявления резо-
нансных свойств атмосферы. С помощью численных экспериментов исследован вопрос об ошибке,
которая вносится, если тропосферный источник заменен поверхностным, в котором колебания
давления на поверхности – зарегистрированные колебания давления, вызванные тропосферным
источником. Показано, что если тропосферный источник работает на частотах инфразвуковых
волн, то создаваемые в верхней атмосфере волновые картины от тропосферного источника и от по-
верхностных колебаний давления практически идентичны. В случае тропосферного источника на
частотах внутренних гравитационных волн, амплитуда волн от поверхностного давления может
быть завышена не более чем вдвое. Показано, что по колебаниям давления на поверхности Земли
можно построить скорректированный поверхностный источник давления, учитывающий сдвиг фаз
у интерферирующих волн, распространяющихся в верхнюю атмосферу. Это дает существенное
уточнение расчета волн от метеорологических источников на основе данных о колебаниях атмо-
сферного давления.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Многочисленные исследования [1–6] про-

странственно-временных вариаций атмосферных
и ионосферных параметров указывают на связь
между возмущениями в верхних слоях атмосферы
и вертикальным распространением акустико-
гравитационных волн (АГВ) из нижней атмосфе-
ры. Атмосферные волны, генерируемые различ-
ными источниками в тропосфере, достигая высот
термосферы, отдают свой импульс и энергию и
влияют на общую циркуляцию в атмосфере и на

распределение температуры газа с высотой [7, 8].
Диссипирующие волны могут быть источником
различных неустойчивых процессов, создавать
струйные течения и изменять тепловой баланс в
верхних слоях атмосферы [1, 9–11], а также вли-
ять на движение плазмы и, как следствие, на рас-
пространение радиоволн [12, 13].

Физические механизмы генерации акустико-
гравитационных волн на тропосферных высотах
различны [3, 14–17]. Одним из мощных энергети-
ческих источников АГВ являются процессы вы-
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деления/поглощения тепла при фазовых перехо-
дах воды в атмосфере при образовании и эволю-
ции облаков [18, 19] и формировании других
метеорологических явлений. Нагрев атмосферы
этим тепловыделением может приводить атмо-
сферный газ в движение, и может вызывать раз-
личные последствия, в том числе нарушение
статической устойчивости атмосферы с последу-
ющим развитием неустойчивых процессов. Это
обусловливает большое разнообразие, сложную
эволюцию, и, как следствие, трудность описа-
ния детальной структуры этих явлений.

При численном исследовании распростране-
ния АГВ от метеорологических явлений часто
возникает проблема задания реалистичных источ-
ников волн, связанная с существенным недостат-
ком детальной экспериментальной информацией о
них вследствие сложной трехмерной структуры
многих метеорологических явлений и их большого
разнообразия. Генерация волн при протекании
метрологических процессов приводит к измене-
нию приземного давления. В работах [20–22]
впервые было предложено использовать экспери-
ментальные данные о колебаниях давления на
поверхности Земли, записанные на сети микро-
барографов, для расчета волн, распространяю-
щихся от метеорологических явлений в верхнюю
атмосферу. Поскольку задача о распространении
волн от колебания давления на границе необычна
для гидродинамики, в [23, 24] была сформулиро-
вана математическая постановка гидродинамиче-
ской задача о распространении волн от колеба-
ний давления на границе. Была доказана кор-
ректность предложенной постановки задачи, а
также был предложен и протестирован числен-
ный метод для решения этой задачи. В [20, 21]
впервые была решена задача о распространении
волн от экспериментально наблюдаемых колеба-
ний давления на поверхности Земли во время
прихода атмосферного фронта.

Данная работа посвящена математическому
изучению вопроса о связи задачи о генерации волн
тропосферными метеорологическими источника-
ми с задачей о генерации волн волнообразными из-
менениями давления у поверхности Земли. Внача-
ле аналитически рассматривается общая задача о
генерации АГВ в изотермической атмосфере ло-
кальным тепловым источником на тропосферных
высотах и исследуются типы волн, которые мо-
жет генерировать такой тепловой тропосферный
источник. Теоретически показано, что генерация
внутренних гравитационных волн тепловым ис-
точником не может происходить без генерации
этим же источником инфразвуковых волн, и на-
оборот. Вычислены парциальные источники ин-
фразвуковых волн и внутренних гравитационных
волн по тепловому источнику. Показано, что мощ-
ности этих парциальных источников примерно
равны друг другу.

В работе численно исследовано распростране-
ние инфразвуковых и внутренних гравитацион-
ных волн, генерируемых модельным локальным
тепловым тропосферным источником сравни-
тельно небольшого размера. Небольшие размеры
модельного источника связаны с тем, что практи-
чески любой произвольный тепловой источник
сложной формы можно представить в виде суммы
локальных небольших источников. Таким обра-
зом, достаточно произвольная задача о нагреве
источником тепла математически сводится к изу-
чаемой задаче о нагреве небольшим источником.
Колебания давления на поверхности Земли от
рассматриваемого модельного источника запи-
сываются для дальнейшего использования. Они
применяются далее при расчете распространения
волн от колебаний давления на нижней границе
и являются аналогом экспериментально наблю-
даемых волноподобных вариаций давления на
поверхности Земли. Будет проведено сравнение
результатов расчетов волн непосредственно от
тропосферного источника и от записанных ко-
лебаний давления на поверхности Земли. Далее
будет предложено, как скорректировать поверх-
ностный источник давления, чтобы он точнее
описывал волны, возникающие от тропосфер-
ного источника.

2. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 
ЗАДАЧИ О РАСПРОСТРАНЕНИИ ВОЛН

ОТ ТРОПОСФЕРНОГО
ТЕПЛОВОГО ИСТОЧНИКА

Тропосферные метеорологические события
разнообразны по морфологии, времени суще-
ствования и высоте локализации [25, 26]. Тропо-
сферный тепловой источник находится в узком
приземном слое толщиной 12 км у поверхности
Земли. Рассмотрим двумерную задачу о распро-
странении волн от тропосферного теплового ис-
точника. Упрощение задачи до двумерной не вно-
сит принципиальных изменений в проводимый
анализ, но значительно облегчает её исследова-
ние. Вблизи поверхности Земли амплитуда волн
обычно мала из-за большой плотности газа и ве-
тер у поверхности Земли обычно слабый. Поэто-
му при аналитическом анализе генерации волн
тропосферным источником можно воспользо-
ваться уравнениями линейной теории волн [27] и
не учитывать ветер:
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Здесь  – волновая добавка к

фоновой температуре,  – вол-

новая добавка к фоновому распределению плотно-
сти атмосферного газа ,  – высота одно-

родной атмосферы, , – по-

казатель адиабаты, – ускорение свободного
падения, – компоненты массовой скорости
газа вдоль горизонтальной оси  и вертикальной
оси . Остальные обозначения традиционны. В
правой части системы уравнений записан тепло-
вой источник . Мы предполагаем, что ис-
точник учитывает нагрев/охлаждение газа при
фазовых переходах воды в атмосфере. Очевидно,
изменение температуры газа приводит газ в слож-
ное движение.

Дополним систему уравнений (1) естествен-
ным нижним граничным условием

(2)

Рассматривается случай, когда атмосферы изо-
термическая: фоновое распределение температуры
газа с высотой  не зависит от высоты  и фоно-
вая плотность изменяется с высотой экспоненци-

ально . Общее решение рас-

сматриваемой задачи можно записать в виде разло-
жения по системе собственных базисных функций
задачи. Для удобства, запишем систему уравнений
(1) в виде одного матричного уравнения

(3)

Здесь

(4)

(5)

В случае, когда тепловой источник не работает
и , система уравнений (1) при ниж-
нем граничном условии (2) имеет систему соб-
ственных частных решений вида
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Нормировочный множитель  в (7) будет опре-
делен позже. Частота  определяется дисперси-
онным соотношением:

(9)

Дисперсионное соотношение имеет четыре
ветви, две из которых соответствуют акустиче-
ским волнам и две внутренним гравитационным
волнам. То есть, при фиксированных компонен-
тах  и  волнового вектора имеется четыре
частных решения, два из которых соответствует
акустическим волнам и два внутренним гравита-
ционным волнам, распространяющимся в про-
тивоположные стороны.

Столбцы-функции  образуют ба-
зис, и решение задачи (1) можно записать в виде
разложения по этому базису:
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где функции , , ,

 удовлетворяют сиcтеме незацепляю-
щихся обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, которые с учетом источника волн (
выглядят следующим образом:

(11)

Уравнения (11) описывают генерацию и рас-
пространение акустических и внутренних грави-
тационных волн в спектральном представлении.
Для источников этих волн , 
выводятся выражения

(12)

Здесь скалярное произведение двух произ-
вольных столбцов , представляющих два ре-
шения системы (3), определяется формулой

(13)

Нормировочный множитель в (7) равен

Решение уравнений (11) имеет вид

(14)

Из представленных формул видно, что базис-
ные функции изменяются с высотой для акусти-
ческих и гравитационных волн примерно одина-
ково. Поэтому мощности источников ,  все-
гда примерно совпадают, независимо от частоты
источника . Однако это важное наблюдение не
означает, что амплитуды генерируемых акустиче-
ских и гравитационных волн будут одинаковыми.
Если тепловой источник ассоциируется с метео-
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рологическими процессами, то он имеет харак-
терное время изменения большее обратной частоты

Вяйясяля-Брента  [28]. В этом случае

значение интеграла в (14) для акустических волн
зарезается быстрооциллирующей экспонентой

 в подинтегральном выражении. Заре-
зание не сильное, поэтому амплитуда генериру-
емых акустических волн может быть оценена как
амплитуда источника , умноженная на

, где  – характерная частота источника:

.

Если частота источника попадает в спектр ча-
стот внутренних гравитационных волн, то амплиту-
да внутренних гравитационных волн может линей-
но нарастать со временем, пока источник работает.
В реальности метеорологические источники обыч-
но непериодические и амплитуда гравитационных
волн оценивается как произведение амплитуды ис-
точника на время работы источника.

Таким образом, тепловые метеорологические
источники, работающие на частотах меньших
частоты Вяйсяля–Брента, генерируют преиму-
щественно внутренние гравитационные волны.
При этом инфразвуковые волны тоже обязатель-
но генерируются. Они имеют амплитуду мень-
шую, чем амплитуда гравитационных волн, но
достаточную, чтобы эти волны было нельзя иг-
норировать.

Возбуждение инфразвуковых волн низкоча-
стотным тепловым источником происходит пото-
му, что у гравитационных волн колебания темпе-
ратуры и плотности согласованы, что определено
поляризационными соотношениями (7). Тепло-
вой источник локально изменяет лишь температу-
ру. Чтобы возникла гравитационная волна, необхо-
димо обеспечить согласованное колебание плотно-
сти. Генерация сопутствующих акустических волн
во время возникновения гравитационных волн
позволяет достичь согласования колебаний темпе-
ратуры и плотности. Генерация внутренних грави-
тационных волн тепловым источником всегда со-
провождается генерацией акустических волн, и на-
оборот.

Если тепловой источник работает на частотах
акустических волн, то такой источник, кроме аку-
стических волн также генерирует внутренние грави-
тационные волны. Амплитуда таких дополнительно
генерируемых гравитационных волн меньше ам-
плитуды акустических волн, но достаточна, чтобы
такую генерацию гравитационных волн нельзя бы-
ло игнорировать.
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3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
О РАСПРОСТРАНЕНИИ ВОЛН

ОТ ЛОКАЛЬНОГО ТРОПОСФЕРНОГО 
ИСТОЧНИКА ТЕПЛА

Аналитическое исследование спектра волн, ге-
нерируемых локальным тропосферным источни-
ком тепла, выполнено для изотермической атмо-
сферы. Для исследования волн в неизотермиче-
ской атмосфере будет применена численная
модель “AtmoSym” [27, 29], которая позволяет ре-
шать задачи распространения волн от различных
начальных возмущений и источников волн в диа-
пазоне высот 0–500 км над территорией с гори-
зонтальным масштабом до нескольких тысяч ки-
лометров.

Общая идея предлагаемых численных экспе-
риментов иллюстрируется на рис. 1. На рис. 1 схе-
матически показано распространение волн от
тропосферного источника тепла. Амплитуда волн
на этих высотах обычно мала из-за большой плот-
ности газа на тропосферных высотах. Поэтому для
анализа генерируемых волн можно использовать
понятия линейной теории волн. Источник излучает
волну  вниз с такой же амплитудой,
как и у волны , которая распространя-
ется вверх. Волна , распространяю-
щаяся вниз от тропосферного источника, достигает
поверхности Земли, и отражается от нее. Амплитуда
отраженной волны  равна амплитуде
падающей волны, и поэтому регистрируемое на
поверхности Земли волнообразное колебание

( )Δ   ,  , downwardP x z t
( )Δ   ,  , upwardP x z t

Δ  ( ,  ,  )downwardP x z t

( )Δ   ,  , reflectedP x z t

давления  равно удвоенному по ам-
плитуде колебанию давления, создаваемому па-
дающей волной:

(15)

Верхней атмосферы достигает сумма волн,
представляющая собою результат интерференции
волны , распространяющейся непо-
средственно от источника, и волны ,
отраженной от поверхности Земли. Когда рассчиты-
ваются волны от вариаций давления  на
поверхности Земли, то происходит замена волны

, идущей непосредственно от тропо-
сферного источника, на еще одну отраженную вол-
ну . При этом, очевидно, вносится
некоторая ошибка, которая требует изучения.

Волны  и  проходят
различные пути до верхней атмосферы. Поэтому
можно предположить, что основное отличие вол-
ны  от  сводится к то-
му, что эти волны имеют различные фазы. Это
различие в фазах, если оно существенно, может
быть учтено. Тогда функция , описываю-
щая вариации давления во вводимом граничном
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Рис. 1. Схематичная картина распространения волн от тропосферного источника тепла.
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Атмосферное давление у поверхности Земли
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КШЕВЕЦКИЙ и др.

источнике, не равна , но в то же вре-
мя не сильно от неe отличается и строится по

 для учета различия фаз у интерфери-
рующих волн.

Предложенный выше модельный тропосфер-
ный источник тепла, имитирующий нагрев/охла-
ждение атмосферного газа при фазовых перехо-
дах воды в атмосфере, можно записать в виде

(16)

Здесь параметр  определяет расположение
источника в расчетной области,  = 6 км,  =
= 2 км,  = 1.5 км,  = 300 сек. Параметры , ,

 задают расположение и размеры модельного
источника тепла. Предполагается, что эти пара-
метры примерно соответствуют размеру и распо-
ложению типичного небольшого облака, посколь-
ку конденсация паров воды не только влечет выде-
ление тепла, но и сопровождается образованием
облаков. Параметр  = 300 секунд введен для мед-
ленного включения источника, чтобы подавить
возможные переходные процессы.  – амплитуда
источника.

Действие тепловых источников со сложной кон-
фигурацией или больших размеров можно пони-
мать как одновременное действие нескольких теп-
ловых источников вида (16). Поэтому изучение
решения задачи о волнах от одного простого ис-
точника вида (16) представляется достаточным
для понимания общего случая.

При исследовании генерации и распростране-
ния инфразвука будет использован модельный ис-
точник, работающий на частоте .
В исследовании генерации и распространения
внутренних гравитационных волн будет задан ис-
точник (16) с частотой . Данные
частоты взяты из предположения, что возможные
другие источники, работающие на других часто-
тах и потенциально интересные для данного ис-
следования, качественно действуют так же. Кроме
этого, небольшие размеры источника позволяют
записывать другие, более сложные источники, как
суперпозицию источников, рассмотренных выше.
Таким образом, задача о волнах от сложного ис-
точника сводится к задаче о волнах от рассматри-
ваемых простых источников.

3.1. Уравнения численной модели,
начальные и граничные условия

Используемая численная модель атмосферы
высокого разрешения “AtmoSym” основана на
решении системы нелинейных двумерных гид-
родинамических уравнений для атмосферного газа
в поле тяжести и детально описана в работе [24].

Зависимость параметров среды (вязкости, теп-
лопроводности, фоновой плотности, фоновой тем-
пературы) от вертикальной координаты  в числен-
ной модели берется из эмпирической модели атмо-
сферы [30]. Оптимальная вычислительная сетка
неоднородная по вертикали и строится програм-
мой автоматически на основе реальной страти-
фикации среды.

Верхние граничные условия типичны для моде-
лей термосферы, и задаются на высоте h = 500 км:

(17)

Граничные условия по горизонтали в числен-
ной модели задаются в следующем виде

(18)

Такие граничные условия предложены в [22].
Эти условия позволяют имитировать убегание волн
за горизонтальные границы области в случае сим-
метрии задачи. В любом случае, ширина  расчет-
ной области выбирается достаточно большой, что-
бы граничные условия (18) по горизонтали не влия-
ли на решение задачи.

При численном моделировании распростра-
нения волн от локального теплового источника
будут решены две близкие задачи. В первой зада-
че в численных расчетах будет задаваться модель-
ный тропосферный источник тепла , ап-
проксимированный формулой (16). Нижние гра-
ничные условия для задачи распространения волн
от тропосферного источника  стандартны
для задач диссипативной модели атмосферы и име-
ют вид

(19)

Поскольку исследуется распространение волн
от тропосферного источника тепла, то начальные
условия соответствуют отсутствию волн в началь-
ный момент времени:
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(20)

Вторая задача использует данные о колебаниях
давления на поверхности Земли, полученные из
решения первой задачи и имеющие смысл анало-
га экспериментальных наблюдений. Далее будет
произведено сравнение результатов решения обе-
их задач друг c другом.

Во второй постановке задачи тропосферный ис-
точник тепла отсутствует и . Но вместо
него имеется граничный источник , опреде-
ляющий вариации давления на поверхности Земли.
Таким образом, нижние граничные условия для
второй задачи имеют вид:

(21)

Здесь  – функция, описывающая вол-
ноподобные колебания давления на нижней гра-
нице и  – фоновое давление на поверхности
Земли. Доказательство корректности такой по-
становки задачи дано в [23, 24]. В статьях [21, 22]
решалась задача о распространении волн от вари-
аций давления, экспериментально наблюдаемых
на сети микробарографов.

Предлагаемые задачи связаны через функцию
 в (21). В простейшем случае  – это

записанные вариации давления  на
нижней границе, полученные из решения первой
задачи, где . Такая постановка задач
позволяет выяснить, возможно ли по записанным
вариациям давления  вычислить те
же волны, которые распространяются от тропо-
сферного источника . В более сложном
случае, функция  не совпадает с записанны-
ми вариациями давления , но вычис-
ляется по этим вариациям давления и учитывает
фазовые поправки.

4. ВОЛНЫ ОТ ТРОПОСФЕРНОГО 
ИСТОЧНИКА ТЕПЛА НА ЧАСТОТАХ 

ИНФРАЗВУКОВЫХ ВОЛН
Теоретическое исследование показало, что лю-

бой источника тепла генерирует инфразвуковые
волны. Поэтому в первую очередь рассмотрим гене-
рацию волн тропосферным источником тепла, ра-
ботающим на частотах инфразвуковых волн.

На рис. 2a, 2в показано возмущение поля тем-
пературы, возникающее вследствие работы тро-
посферного источника тепла  (16) с пери-
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одом  минуты для моментов времени t = 0.25 ч
и t = 1 ч. Источник с таким периодом излучает в
основном инфразвуковые волны. В нижнем ряду
на рис. 2б, 2г показаны результаты аналогичных
расчетов, выполненных с , где в каче-
стве граничного источника волновых колебаний

 в (19) берется 
Функция  будет получена в ходе
решения задачи с тропосферным источником

 и является аналогом экспериментально
наблюдаемых вариаций давления на поверхности
Земли. В данном случае эти вариации приземного
давления вычислены с помощью численного ре-
шения задачи распространении волн от тропо-
сферного источника тепла.

Видно, что волновая картина, возникающая от
граничного источника , по-
хожа на волновую картину от тропосферного источ-
ника. На небольших временах амплитуда волн от
тропосферного источника превышает амплитуду
волн от поверхностного источника, на временах
около часа соотношение амплитуд противополож-
ное. Различие в амплитудах волн от тропосферного

=    3T
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Рис. 2. Поля возмущений температуры для t = 0.5 ч (а, б)
и для t = 1 ч (в, г). Волновая картина (а, в) от источника

, период колебаний источника T = 3 мин. Вол-
новая картина (б, г) от записанных вариаций давления
на нижней границе.
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и поверхностного источников во время работы ис-
точника иногда достигает 30%. После выключения
источника, амплитуда волн довольно быстро пада-
ет, и быстрее спадает от поверхностного источника.

Основное отличие волновых картин от тропо-
сферного и поверхностного источников, вероят-
но, объясняется так же, как и в случае генерации
внутренних гравитационных волн. Генерация
волн источником, работающим на частотах внут-
ренних гравитационных волн, обсуждается ниже.

Обращает на себя внимание значительная ам-
плитуда сгенерированных инфразвуковых волн
на рис. 2б, 2г. Такая амплитуда объясняется тем,
что время работы источника значительно больше
периода колебаний источника. Это позволяет ре-
зонансным свойствам атмосферы проявиться в
полной мере. В обсуждаемом далее случае генера-
ции волн на частотах внутренних гравитацион-
ных волн отношение частоты осцилляций источ-
ника ко времени его работы значительно больше,
что, соответственно, приводит к меньшей резуль-
тирующей амплитуде.

Хорошее совпадение волновых картин от тропо-
сферного и от граничного источников показывает,
что задачу о волнах от тропосферного источника
над поверхностью Земли, работающего на частотах
инфразвуковых волн, можно успешно заменить за-
дачей о распространении волн от поверхностного
источника, в которой на границе заданы экспери-
ментально наблюдаемые волновые колебания дав-
ления.

Тропосферные источники тепла обычно нахо-
дятся на высоте несколько километров над поверх-
ностью Земли и имеют сложную пространственно-
временную структуру. Это делает затруднительным
получение детальной экспериментальной инфор-
мации об этих источниках. Использование гранич-
ного источника волн вместо прямого задания
тропосферного источника имеет преимущество
при численных исследованиях генерируемых
волн. Давление на поверхности Земли экспери-
ментально регистрируется сетями микробарогра-
фов или его можно получить другими способами.
Это позволяет при выполнении численных иссле-
дований волн, генерируемых метеорологически-
ми источниками, использовать эксперименталь-
ную наблюдательную информацию о колебаниях
давления на поверхности Земли.

5. ГЕНЕРАЦИЯ И РАСПРОСТРАНЕНИЕ 
ВОЛН ОТ ТРОПОСФЕРНОГО 

НИЗКОЧАСТОТНОГО ИСТОЧНИКА ТЕПЛА

Рассмотрим генерацию волн тропосферным ис-
точником тепла, работающим на частотах внутрен-
них гравитационных волн с последующим распро-
странением в верхнюю атмосферу. На рис. 3 пока-
зан результат численного расчета возникновения и
распространения волнового возмущения темпера-
туры в области высот  км, полученный
вследствие работы тропосферного источника
тепла (16) с периодом T = 30 минут для моментов
времени t = 0.23 ч, t = 0.5 ч, t = 1 ч, t = 1.6 ч.

Период рассматриваемого модельного источ-
ника больше частоты Вяйсяля–Брента, то есть
источник работает на частотах внутренних грави-
тационных волн. Известно, что скорость верти-
кального распространения внутренних гравитаци-
онных волн значительно меньше скорости звука.
Однако на рис. 3 наблюдается довольно быстрое по-
явление внутренних гравитационных волн на боль-
ших высотах. Механизм этого явления будет рас-
смотрен ниже.

Достигается такой эффект за счет парного по-
явления акустических и внутренних гравитаци-
онных волн при работе монохроматического ис-
точника внутренних гравитационных волн, что
будет показано ниже. Рассмотрим уравнения (11),
описывающую генерацию акустических и внут-
ренних гравитационных волн. Эти уравнения на-

≤ <0 100z

Рис. 3. Поле возмущений температуры в интервале
высот 0 ≤ z < 100 км, создаваемое тропосферным теп-
ловым низкочастотным источником f(x, z, t) с перио-
дом T = 30 мин в моменты времени t = 0.23 ч (а), t =
= 0.5 ч (б), t = 1 ч (в), t = 1.6 ч (г).
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писаны для коэффициентов при волновых гармо-
никах, определяющих пространственную струк-
туру волн: волновые гармоники определены при

. Волновые гармоники – это решение
системы уравнений в виде функций ,
которые зависят от пространственных координат
согласно формулам (7), (8). Эти уравнения (11)
показывают, что волна может генерироваться ис-
точником  не только строго в районе ис-
точника, но и за его пределами.

В уравнениях (11) присутствуют источники
акустических и гравитационных волн ,

, записанные в k-представлении в виде
разложения по волновым модам ,
зависящим от координат и являющимся столбцами
из компонент . Если перейти в обычное
координатное представление, то мы получим те же
источники в виде ), ) в зависи-
мости от координат. Эти источники определены
для всех четырех функций, фигурирующих в зада-
че, то есть, являются столбцами. Очевидно, для
компонент столбцов справедливо:

(22)

Здесь в левой части уравнений (20) записаны ком-
поненты столбцов , . Уравнения

для скоростей в (22) удовлетворяют  =

=  =  .

Функции-источники  

  выражаются через источ-
ник тепла  довольно сложными инте-
гральными формулами, но в ряде случаев эти выра-
жения упрощаются. Для иллюстрации рассмотрим
случай, когда эти выражения имеют довольно про-
стой вид. А именно, в приближении длинных волн,

когда , имеем
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Соотношения (23) представлены в [31, 32]. Эти
соотношения были выведены для решения задачи
с начальным температурным возмущением, но
задача с начальным возмущением и задача с ис-
точником математически связаны [31, 32]. Соот-
ношения (23) записаны в том же виде, как были
выведены, для бесконечной атмосферы. Для дан-
ной задачи естественно считать, что 
при , и тогда соотношения (23) справедливы
и для полу-бесконечной атмосферы.

Формулы (23) показывают, что волны генери-
руются не только в районе источника тепла, но и
выше источника тепла. Важно, что источники
плотности  и имеют проти-
воположные знаки для акустических и внутрен-
них гравитационных волн. Это объясняется тем,
что суммарный источник массы отсутствует.

Акустическая и гравитационная волны от ис-
точника тепла всегда генерируются в паре. Этот
эффект парного образования волн связан с тем,
что у гравитационной волны температура и плот-
ность связаны поляризационными соотношени-
ями, что аналитически было показано выше. Тро-
посферный источник тепла изменяет только тем-
пературу газа. Поэтому, чтобы гравитационная
волна возникла, одновременно должна возникнуть
акустическая волна, компенсирующая изменение
плотности среды, производимое гравитационной
волной. Причем это изменение плотности, как по-
казывает формула (23), имеет место не только в
районе локализации источника, но и выше его. Это
и обусловливает эффект довольно быстрого про-
никновения внутренних гравитационных волн от
источника тепла на большие высоты.

На рис. 4 показаны волновые возмущения тем-
пературы, создаваемые тропосферным тепловым
источником  с периодом  мин, в мо-
менты времени t = 0.5 ч, t = 1 ч, t = 1.5 ч, t = 2.16 ч.
Наклоны фазового фронта говорят о том, что на
рисунках преобладают гравитационные волны, за
исключением первых двух рисунков (рис. 4а, 4б),
на которых в центральных частях рисунков замет-
ный вклад принадлежит также инфразвуковым
волнам.

На рис. 5а показана зависимость колебаний
возмущения температуры от времени на нижней
границе. Колебания плотности на нижней грани-
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це ведут себя со временем аналогично. Вместе ко-
лебания температуры и колебания плотности со-
здают колебания давления на нижней границе,
которые будут использованы далее в качестве гра-
ничного условия при решении задачи о распро-
странения волн от колебаний давления на ниж-
ней границе.

Из рис. 5а видно, что возмущение на границе
состоит из двух расходящихся волнообразных воз-
мущений, исключая центральную часть области.
Скорость горизонтального распространения этих
волнообразных возмущений примерно 250 м/с.
Примерно через 1.6 ч эти расходящиеся волнооб-
разные возмущения достигают горизонтальных
границ расчетной области.

Постоянная горизонтальная скорость и неиз-
менная форма двух расходящихся волн, говорят о
возможных проявлениях волноводных свойств
атмосферы у поверхности Земли. Действительно,
в [33] изучались атмосферные квазиволноводы,

где волна захватывается стратификацией, и рас-
пространяется горизонтально, где у поверхности
Земли и был обнаружен квазиволновод с похожи-
ми параметрами. Скорость распространения вы-
численной в [33] первой квазиволноводной моды
была примерно = 271 м/с, что близко к 250 м/с.
Различия могут объясняться различиями в дета-
лях стратификации в данной работе и в [32]. На
рис. 5б показана центральная часть графика 5а.
Волна на рис. 5б является суммой падающей и от-
раженных волн, равных по амплитуде.

5.1. Распространение внутренних гравитационных 
волн от вариаций приземного давления

Сравнение распространения инфразвуковых
волн от тропосферного и граничного источников
показало хорошее совпадение волновых картин.
Известно, что неизотермической атмосфере с ре-
алистичной стратификацией высот верхней ат-
мосферы достигают только инфразвуковые вол-
ны, распространяющиеся под небольшими угла-
ми к вертикали. Эти волны распространяются
быстро. Инфразвуковые волны, излученные под
большими углами к вертикали, меняют постепен-
но направление распространения вследствие ро-
ста температуры с высотой выше 100 км, либо да-
же отражаются к поверхности Земли [34]. На рас-
пространение внутренних гравитационных волн
значительно сильнее влияют особенности стра-
тификации, что усложняет волновую картину.

На рис. 6 последовательно показаны волно-
вые возмущение поля температуры, полученные

Рис. 4. Поле волновых возмущений температуры атмо-
сферы, создаваемое тропосферным тепловым низко-
частотным источником  с периодом T = 30 мин
в моменты времени t = 0.5 ч (а), t = 1 ч (б), t = 1.5 ч (в),
t = 2.16 ч (г).
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Рис. 5. Зависимость возмущения температуры на
нижней границе от времени (а) и на нижней границе
вблизи источника (б).
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путем расчета волн от поля вариаций давления на
поверхности Земли. Используемые в качестве гра-
ничного источника вариации давления на поверх-
ности Земли вычислены при решении предыдущей
задачи о распространении волн от тропосферного
низкочастотного теплового источника с периодом
T = 30 мин.

Отчетливо видно, что волны, рассчитанные от
вариаций поля давления на поверхности Земли,
отличаются примерно вдвое завышенной ампли-
тудой. Многие авторы отмечали [11, 35–37], что
трудно определить порядок амплитуды волн, до-
стигающих верхнюю атмосферу, при моделиро-
вании распространения волн от тропосферных
источников в верхнюю атмосферу. В то же время
многие другие параметры волн (частота, скорость
распространения, масштабы) уверенно определя-
ются по информации о тропосферных источни-
ках. Поэтому ошибка в амплитуде волн в два раза
приемлема и её можно оценить, а результат уточ-
нить. Важно, что можно использовать экспери-
ментальные данные о вариациях давления у по-
верхности Земли для расчета параметров волн, ге-
нерируемых метеорологическими источниками.

5.1.1. Конструирование улучшенного 
поверхностного источника по данным о вариациях 

давления на поверхности Земли и расчет волн
от источника

Рассмотрим возможные причины полученного
расхождения результатов расчета волн от низкоча-
стотного тропосферного источника и от вариаций
давления на поверхности Земли. Схематический
рис. 1 показывает, что верхнюю атмосферу до-
стигают волны как непосредственно от источ-
ника, так и отраженные от поверхности Земли.
Эти волны интерферируют. При интерферен-
ции амплитуда результирующей волны обычно
примерно равна максимальной амплитуде ин-
терферирующих волн, исключая случай, когда
интерферирующие волны когерентны. В пред-
ставленных расчетах волн от вариаций давле-
ния волна, распространяющаяся вверх непо-
средственно от источника, заменяется еще од-
ной волной, отраженной от поверхности Земли.
Это тот особый случай, когда интерферирующие
волны когерентные, и в этом исключительном
случае амплитуда результирующей волны удваива-
ется по отношению к интерферирующим волнам.
Поэтому, чтобы скорректировать амплитуду волн,
нужно, прежде всего, постараться учесть разницу в
фазах интерферирующих волн, достигающих верх-
нюю атмосферу. Это разница в фазах примерно
равна удвоенному времени распространения волн
от источника до поверхности Земли.

Попробуем оценить сдвиг фазы  между гра-
витационной волной, распространяющейся вверх

ΔφG

непосредственно от источника, и отраженной вол-

ной. Очевидно, что , где  – высота цен-

тра источника, а  – скорость вертикального рас-
пространгения волн. Скорость  можно пример-
но определить как   м/с, и поэтому
функцию  можно в этом случае записать как

(24)

В формуле (24) во второй из интерферирую-
щих волн приблизительно выделен вклад внут-
ренних гравитационных волн и вклад акустиче-
ских волн. Введенная функция  представ-
ляет гравитационную составляющую волны,
которая получена с помощью локального усред-
нения по времени функции . Интер-
вал усреднения  = 300 с, что примерно соот-
ветствует максимальному периоду акустических
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Рис. 6. Поле волновых возмущений температуры ат-
мосферы, создаваемых низкочастотными вариация-
ми поля давления в моменты времени t = 0.5 ч (а), t =
= 1 ч (б), t = 1.5 ч (в), t = 2.16 ч (г).
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волн. Множитель  в (24) введен в

сдвиге фазы гравитационной волны , что-
бы подавить возможные переходные процессы,

 с. Функция 
представляет вклад акустической волны во вто-
рой из интерферирующих волн. По аналогии с гра-
витационными волнами, в эту функцию тоже вве-

ден сдвиг фазы  ≈ 36 с, учитывающий,

что реальный тропосферный источник находится
выше поверхности Земли на высоте  кило-
метров.

На рис. 7 показаны волновые вариации давле-
ния, соответствующие такому поверхностному
источнику (24). Сравнение рис. 4 и рис. 7 показы-
вает, что совпадение волновых картин неплохое.
За исключением первых результатов рис. 4 и на
рис. 7, построенных для моментов времени, не
превышающих два периода волны. Несмотря на
это, на этих рисунках различие в амплитудах не
превышает  и форма волн схожая. На рис. 7а
амплитуда волны еще маленькая, волна в верхней
атмосфере только формируется. Очевидно, по-
грешности сказываются на волне малой амплиту-
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ды ощутимее. Введенный в численных расчетах
распространения волн от граничного источника
сдвиг по времени  мин оправдан на боль-
ших временах и учитывает сдвиг фаз между ин-
терферирующими в верхней атмосфере волнами,
но на малых временах он может приводить к тому,
что одна из волн прибудет на большие высоты не-
сколько преждевременно. На небольших време-
нах значительный вклад вносят акустические
волны, которые также присутствуют в спектре.

Анализ волновой картины показал, что даже
грубый учет сдвига фаз между интерферирующи-
ми волнами существенно улучшил совпадение
результатов расчетов волн от колебаний давления
на границе с прямыми расчетами волн от тропо-
сферного источника. Очевидно, можно точнее
учесть сдвиг фаз между интерферирующими волна-
ми. Скорость вертикального распространения волн
зависит от волновых чисел и, соответственно, сдвиг
фаз реально тоже от них зависит. Это не учтено в
предложенной простой модели граничного ис-
точника. Можно также более точно учесть
структуру тропосферного источника, и не огра-
ничиваться только введением высоты  источ-
ника. Однако усложнение модели граничного
источника должно оправдываться какими-то
конкретными соображениями. Для оценки ам-
плитуды волн, генерируемых метерологически-
ми событиями и достигающих верхней атмосфе-
ры, использование простой модели граничного
источника оправданно. Важно, что оценка пара-
метров волн, достигающих верхнюю атмосферу,
может быть получена на основе эксперименталь-
ных данных о вариациях давления на поверхности
Земли.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Практический интерес к вопросу о генерации
волн граничным источником обусловлен важно-
стью исследования распространения атмосфер-
ных волн в верхнюю атмосферу от реалистичных
тропосферных источников. Часто эксперимен-
тальной информации о тропосферных источни-
ках недостаточно для определения параметров ге-
нерируемых, в особенности для вычисления ам-
плитуды генерируемых волн. Экспериментальная
информация о колебаниях давления на поверхно-
сти Земли нередко имеется, или может быть по-
лучена, и еe можно использовать для анализа волн
от метеорологических источников. Поэтому вопрос
о возможности замены одной задачи на другую
представляется практически оправданным.

В работе аналитически рассмотрена общая зада-
ча о генерации АГВ в изотермической атмосфере
локальным источником тепла на тропосферных
высотах. Источник моделирует нагрев атмосферы
фазовыми переходами воды. Изучен спектр гене-

Δφ = 10 G

H

Рис. 7. Поле волновых возмущений температуры атмо-
сферы, создаваемых низкочастотными модифициро-
ванными вариациями поля давления (22) в моменты
времени t = 0.5 ч (а), t = 1 ч (б), t = 1.5 ч (в), t = 2.16 ч (г).
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рируемых источником волн. Показано, что генера-
ция внутренних гравитационных волн этим источ-
ником не может происходить без генерации ин-
фразвуковых волн, и наоборот. Получены оценки
амплитуд генерируемых волн.

Выполнено численное моделирование распро-
странения инфразвуковых и внутренних гравита-
ционных волн от локального источника тепла в не-
изотермической атмосфере. Численное решение
задачи о волнах от тропосферного источника тепла
дало данные о колебаниях давления на поверхно-
сти Земли. Записанные колебания давления ис-
пользованы как граничные источники в задаче о
генерации волн вариациями давления на поверх-
ности Земли. Проведено сравнение решений обе-
их решенных задач.

Результаты численного исследования распро-
странения инфразвуковых и внутренних гравита-
ционных волн от локального тропосферного источ-
ника тепла и от граничного источника показали:

– если тропосферный источник работает на
частотах инфразвуковых волн, то решения задач о
волнах от тропосферного источника и от реги-
стрируемых колебаний поверхностного давления
совпадают с достаточной точностью для многих
практических приложений;

– если источник работает на частотах внутрен-
них гравитационных волн, то амплитуда волн от
поверхностного источника обычно превышает
амплитуду волн от тропосферного источника. Ес-
ли источник находится высоко, то амплитуда мо-
жет быть превышена вдвое. Расхождение амплитуд
меньше, если тропосферный источник находится
недалеко от поверхности Земли. Форма волн в ре-
шениях обоих задач в любом случае схожа.

Это расхождение амплитуд волн в сравнивае-
мых задачах объясняется тем, что в случае с тропо-
сферным источником верхней атмосферы достига-
ют как волны, распространяющиеся непосред-
ственно от источника, так и волны отраженные от
поверхности Земли. Эти волны интерферируют и
амплитуда результирующей волны определяется
этой интерференцией. Волны, отраженные от по-
верхности Земли, имеют амплитуду равную поло-
вине экспериментально измеряемого давления.
Замена задачи о волнах от тропосферного источ-
ника на задачу о волнах от регистрируемых коле-
баний давления эквивалентна тому, что одна из
интерферирующих волн (распространяющаяся
вверх от тропосферного источника) заменяется
на волну, отраженную от поверхности Земли. В
этом случае обе интерферирующие волны имеют
одинаковые фазы, интерферирующие волны ко-
герентны, и амплитуда результирующей волны в
два раза больше амплитуды интерферирующих
волн. В случае же реального тропосферного источ-
ника интерференция волн может давать амплитуду
примерно равную амплитуде интерферирующих

волн, поскольку фазы интерферирующих волн раз-
личны. Различие фаз интерферирующих волн зави-
сит от высоты, на которой расположен тропосфер-
ный источник. Чем выше источник, тем больше
проявляется различие рассматриваемых задач.

Проведенный анализ позволил построить по
данным колебаний давления на поверхности Зем-
ли скорректированный граничный источник, ко-
торый примерно учитывает сдвиг фаз между
интерферирующими волнами. Сдвиг фаз оце-
нен по высоте тропосферного источника. Такая
модификация формулы для задаваемого припо-
верхностного давления дает существенное улуч-
шение точности волновой картины и точности
расчета амплитуды волн.

Полученной точности достаточно для оценки
переноса энергии и импульса волн в верхнюю ат-
мосферу и для параметризации влияния акустико-
гравитационных волн в моделях общей циркуляции
атмосферы. Развитый подход позволяет привлечь
для выполнения расчетов волн от метеорологиче-
ских источников экспериментальные данные о ва-
риациях давления на поверхности Земли.

Работа была выполнена при финансовой под-
держке грантом Российского научного фонда
№ 21-17-00208 (Ю.А. Курдяева: разделы 2, 3, 4) и
№ 21-17-00021 (С.Н. Куличков раздел 1, 5). Разде-
лы 1-6 выполнены С.П. Кшевецким. 
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Study of Features of the Propagation of Atmospheric Waves Generated
by Tropospheric Sources and Variations of the Near-Surface Pressure
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The work theoretically studies the generation and propagation of waves from model heat tropospheric sourc-
es. It is assumed that processes of heating/cooling of the atmospheric gas during phase transitions of water at
tropospheric heights are wave sources. In an analytical part of the study, equations that describe the genera-
tion and propagation of acoustic and internal gravity waves separately are derived. It is shown that the powers
of partial sources of acoustic and internal gravity waves always approximately coincide, regardless of the wave
frequencies, and the internal gravity wave generation cannot occur without the acoustic wave generation, and
vice versa. Explicit analytical expressions are obtained for the generated waves. Due to the resonant properties
of the atmosphere, high-frequency sources generate predominantly acoustic waves and low-frequency sourc-
es generate predominantly internal gravity waves if the sources work long enough for the manifestation of res-
onance properties of the atmosphere. Using numerical experiments, the error introduced if a tropospheric
source is replaced by a surface pressure f luctuation source whose pressure f luctuations coincide with pressure
fluctuations caused by the tropospheric source, is investigated. It is shown that if a tropospheric source acts
at the infrasonic wave frequencies, then the wave patterns generated in the upper atmosphere from the tropo-
spheric source and from the surface pressure f luctuations are practically identical. In the case of a tropospher-
ic source at internal gravity wave frequencies, the amplitude of waves from the corresponding surface pressure
fluctuations may be overestimated but no more than twice. Based on pressure f luctuations on the Earth’s sur-
face, some corrected surface pressure source that takes into account the phase shifts of interfering waves prop-
agating into the upper atmosphere is constructed. This provides a significant improvement in the simulation
of waves from meteorological sources based on data on atmospheric pressure f luctuations.

Keywords: modeling, acoustic-gravity waves, internal gravity waves, acoustic waves, upper atmosphere, tro-
posphere, thermosphere, meteorology
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