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В работе рассмотрена задача о генерации внутренних гравитационных волн, возникающих при набега-
нии стратифицированного потока со сдвиговым течением на одиночное подводное препятствие.
Предполагается, что частота плавучести постоянна, сдвиговое течение линейное и одномерное. Полу-
чены интегральные представления решения при выполнении условия устойчивости Майлса-Ховарда.
Аналитически построены решения краевой спектральной задач, которые выражаются через функции
Бесселя мнимого индекса. Приведены результаты численных расчетов дисперсионных кривых и фазо-
вых картин возбуждаемых волновых полей. Численно изучена трансформация фазовых картин полей
внутренних гравитационных волн в зависимости от параметров генерации.
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В реальных природных стратифицированных
средах (океан, атмосфера) генерация и распро-
странение внутренних гравитационных волн
(ВГВ) в значительной степени связаны с верти-
кальной и горизонтальной динамикой фоновых
сдвиговых течений [1–4]. В океане такие течения
могут проявляться, например, в области сезонно-
го термоклина и оказывать заметное влияние на
эволюцию ВГВ [5–7]. В общей постановке описа-
ние динамики ВГВ в стратифицированной среде
с фоновыми полями сдвиговых течений является
весьма сложной задачей уже в линейном прибли-
жении [1, 2, 8, 9]. В этом случае задача сводится к
анализу системы уравнений в частных производ-
ных, и при одновременном учете вертикальной и
горизонтальной неоднородности эта система
уравнений не допускает разделение переменных
[2, 10–15]. Для исследования механизма взаимо-
влияния течений и ВГВ можно рассматривать
различные модельные представления частоты
плавучести и сдвиговых течений [8, 9, 16–18]. Од-
ним из заметных механизмов возбуждения ВГВ в
океане можно рассматривать, например, генера-
цию волн фоновым течением на склонах попе-
речных хребтов в проливах [3–7]. Поэтому целью
настоящей работы является построение реше-

ний, описывающих генерацию ВГВ стратифици-
рованным сдвиговым потоком, набегающим на
подводное препятствие.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается вертикально стратифициро-

ванная среда конечной глубины  с фоновым
сдвиговым течением, набегающим на одиночное
подводное препятствие. Профиль дна описывается
функцией  . Сдвиго-
вое течение вдоль оси  – одномерное и линей-
ное:  + , U0 = U(0) > 0, UH =
= U(–H) > 0. Тогда в линейном приближении и
приближении Буссинеска вертикальная компо-
нента скорости удовлетворяет уравнению [9, 18]

(1)

где  – квадрат частоты Брента-Вяйсяля (ча-
стоты плавучести), которая далее предполагается
постоянной ,  – ускорение сво-
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бодного падения,  – невозмущенная плотность
среды. Также выполнено условие устойчивости
Майлса-Ховарда для числа Ричардсона [19–22]:

.

Граничное условие на поверхности
(2)

Линеаризованное граничное условие на дне [8, 9]

(3)

В безразмерных переменных  y* =
=    ,

=  =   b =

= , (индекс “*” далее опускается)
задача (1)–(3) имеет вид

(4)

2. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ФОРМЫ РЕШЕНИЯ
И ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Решение задачи (4) ищется в виде
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где функция  определяется из решения
краевой задачи
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Построим решение краевой задачи (6)–(7). Два
линейно независимых решения уравнения (6) с ну-
левыми граничными условиями выражаются через
модифицированные функции Бесселя мнимого
индекса   = 

  где функции  –
комплексно сопряжены [9, 18]. Действительное
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Тогда решение краевой задачи (6)–(7) имеет вид

Проведем в (5) интегрирование по перемен-
ное . Для этого контур интегрирования необхо-
димо сместить на комплексной плоскости  вверх
на малое расстояние . Это необходимо для
того, чтобы удовлетворить условию излучения, то
есть отсутствию волн вверх по потоку. Тогда при

 интеграл (5) по экспоненциально мал.
При  контур интегрирования по перемен-
ной  необходимо перевести в нижнюю полу-
плоскость. Основной вклад в интеграл будут да-
вать полюса функции , то есть нули
функции . Эти нули – собственные
числа задачи (6) с нулевыми граничными усло-
виями., или дисперсионные кривые .
Тогда, учитывая вычеты в полюсах ,
решение можно представить в виде суммы мод

(8)

где  – собственная функция задачи (5)
с нулевыми граничными условиями. Дисперси-
онные кривые рассчитываются численно или
асимптотически, используя дебаевские асимпто-
тики или приближения Вентцеля – Крамерса –
Бриллюэна для модифицированной функции
Бесселя  при больших значениях параметра

 [9, 18]. Асимптотический анализ интегралов (8)
может быть проведен с помощью метода стацио-
нарной фазы (неравномерная асимптотика) или
метода эталонных интегралов (равномерная
асимптотика). Равномерная асимптотика инте-
гралов (8) выражается через функцию Эйри и ее
производную [8, 9].

Численные расчеты проводились с использо-
ванием вычислительной системы “Математика”.
Значения параметров, величины которых в раз-
мерных единицах характерны для условий реаль-
ного океана были следующие:  

. Параметр  есть величина обратная квад-
ратному корню из числа Ричардсона: .
Параметр  определяет отношение амплитуды
приповерхностного течения  к максимальной
групповой скорости распространения ВГВ в оке-
ане, равной , что наблюдаемо в условиях
реального океана [3, 4]. На рис. 1 приведены ре-
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зультаты расчетов дисперсионных кривых пер-
вых трех мод . Отметим, что толь-
ко у первой моды значение в нуле положительно
( ), остальные моды .

μ ν =( ), 1,2,3n n

μ >1(0) 0 μ = >(0) 0, 1n n

Профиль дна описывается гладкой функцией
, значение .

На рис. 2 приведены результаты расчетов функ-
ции  при , обтекаемое препят-

= π( , ) 0.05h x y −β − γ2 2 2 2exp( )x y = −1z

1W β = γ =0.1, 1.0

Рис. 1. Дисперсионные кривые : линия 1 – первая мода, линия 2 – вторая мода, линия 3 – третья мода.
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ствие имеет большую протяженность вдоль набе-
гающего течения. На рис. 3 приведены результа-
ты расчетов функции  при ,
обтекаемое препятствие имеет большую протя-
женность поперек набегающего течения. Таким
образом, полученные численные результаты по-
казывают, что на фазовую структуру волнового
поля вниз по потоку влияют не только параметры
течения, но также геометрия обтекаемого препят-
ствия, степень его пространственной асимметрии
и угол набегания стратифицированного потока.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе решена задача о генерации полей внут-
ренних гравитационных волн, возбуждаемых при
обтекании стратифицированного потока с фоно-
вым сдвиговым течением одиночного подводного
препятствия. В предположении постоянства часто-
ты плавучести и модельного линейного распреде-
ления сдвигового течения построено аналитиче-
ское решение спектральной задачи, которое выра-
жается через функцию Бесселя мнимого индекса.
Численно исследованы дисперсионные соотно-
шения и фазовые картины возбуждаемых волно-
вых полей для различных режимов волновой гене-

1W β = γ =1.0, 0.1

рации, характерных для реальных условий океана.
Показано, что учет формы обтекаемого препят-
ствия, а также угла набегания сдвигового течения
может являться причиной заметной простран-
ственной трансформации возбуждаемых вниз по
потоку волновых полей. Полученные результаты
дают возможность эффективно рассчитывать фа-
зовую структуру волновых полей, а также иссле-
довать различные режимы волновой генерации
для модельных представлений частоты плавуче-
сти и сдвиговых течений, в том числе генерацию
волновых полей возвышениями океанического
дна сложной геометрии.

Работа выполнена по темам государственного
задания: В.В. Булатов (№ АААА-А20-120011690131-7),
И.Ю. Владимиров (№ FMWE-2021-0002) и ча-
стичной финансовой поддержке РФФИ проект
№ 20-01-00111А.
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Internal Gravity Waves in the Ocean With Shear Flows around an Underwater Obstacles
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The paper considers the problem of generating internal gravity waves that arise when a stratified flow with a shear
flow runs into a single underwater obstacle. It is assumed that the buoyancy frequency is constant and the shear
flow is linear and one-dimensional. Integral representations of the solution are constructed under the Miles-
Howard stability condition. The solutions of the boundary spectral problems are analytically constructed, which
are expressed in terms of the Bessel functions of the imaginary index. The results of numerical calculations of dis-
persion curves and phase patterns of excited wave fields are presented. The transformation of the phase patterns
of the internal gravity waves fields of depending on the generation parameters is studied numerically.

Keywords: stratified medium, internal gravity waves, buoyancy frequency, shear f lows, spectral problem, dis-
persion dependences, phase patterns
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