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Исследована симметричная (инерционная) параметрическая неустойчивость периодических по
времени течений с линейным профилем скорости, с точным учетом силы Кориолиса в задаче. По-
казана возможность неустойчивости при меньших сдвигах скорости, чем на это указывает критерий
инерционной устойчивости стационарного течения такой же амплитуды скорости. Наиболее со-
держательные результаты получаются в пределе малой плотностной стратификации среды, что вы-
полняется в хорошо перемешанных по вертикали конвективных слоях атмосферы, в глубоких слоях
океана, а также может иметь прямое отношение к лабораторному эксперименту.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Исследование симметричной неустойчивости

сдвиговых потоков относительно возмущений,
зависящих от координаты в направлении, ортого-
нальном основному потоку, было положено клас-
сическими работами [1, 2] (см. [3]), но восходит
еще к работам Гельмгольца по устойчивости “чи-
сто зональной циркуляции атмосферы” (см. напи-
санный И.А. Кибелем §2 в гл. XI книги [4]). В на-
стоящее время симметричная, и в частности чисто
инерционная, неустойчивость вновь привлекает
внимание исследователей, поскольку эта неустой-
чивость встречается чаще и имеет большее значе-
ние для геофизических сред, таких как атмосфера
и океан, чем раньше считалось. В частности, в [5, 6]
указано, что то, что до сих пор в экваториальной ат-
мосфере считалось проявлением внутренних гра-
витационных волн, на самом деле связано с реали-
зацией механизма инерционной неустойчивости.
В атмосфере симметричная неустойчивость может
возникать и иметь значение в струйных течениях (с
их субтропической, антициклонической, стороны)
[7–9], в атмосферных фронтах [10], в тропических
ураганах [11] и в целом в приэкваториальной ат-
мосфере [12]. Большое значение симметричная
неустойчивость имеет для океана (напр., [13]).
Учет кривизны линий тока в критериях симмет-
ричной устойчивости океанических фронтальных
зон дан в [14]. В целях сопоставления с другими ти-
пами неустойчивости, отметим, что традиционная

бароклинная неустойчивость относительно воз-
мущений, зависящих от координаты вдоль основ-
ного потока [15], реализуется при числах Ричардсо-
на  (много) больших единицы. Симметричная
неустойчивость реализуется при числах Ричардсо-

на в диапазоне . Согласно [16, 17], ско-

рость роста неустойчивых симметричных возму-
щений наивысшая при . Наконец,
вертикальная сдвиговая неустойчивость реализу-

ется при . С симметричной неустойчиво-

стью может быть сопряжено образование роллов
(облачных улиц), когда холодный арктический
воздух натекает на теплую поверхность моря (см.
[18]). Облачные улицы также наблюдаются на го-
раздо более высоких уровнях (“улицы перистых об-
лаков”) и часто ассоциируются со струйными тече-
ниями [18, 19]. В таких случаях механизм симмет-
ричной неустойчивости может иметь значение (там
же). Как отмечено в [20–22], существенное влия-
ние на развитие инерционной (симметричной) не-
устойчивости оказывает полный учет силы Корио-
лиса (отказ от “традиционного” приближения),
что может иметь наибольший эффект в приэква-
ториальной области атмосферы, а также в океане.
Симметричная неустойчивость фронтальных зон
в океане, а также возможность полного учета си-
лы Кориолиса в задаче обсуждаются в недавней
работе [23]. Можно ожидать большую роль, кото-
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рую инерционная (симметричная) неустойчи-
вость играет в атмосфере таких быстро вращаю-
щихся планет, как Юпитер, Сатурн, Уран и Неп-
тун [24].

Имеются еще недостаточно изученные задачи,
связанные с симметричной (инерционной) не-
устойчивостью. В частности, представляет инте-
рес исследование симметричной неустойчивости
потоков со сдвигами скорости, зависящими от
времени по периодическому закону, например, за
счет действия вынуждающих приливных сил или
же либрации, как в лабораторном эксперименте
или на других планетах (и их спутниках) [25, 26].
Представляет также интерес продолжить иссле-
дование симметричной устойчивости с точным
учетом силы Кориолиса (ср. [20–23]). Здесь воз-
можен учет произвольной ориентации основного
потока относительно меридиана (ср. [27]), а также
учет диссипации и анализ зависимости результатов
от числа Прандтля и, особенно, от термической ре-
лаксации (ср. [12]). Помимо решения задач соб-
ственно теории симметричной устойчивости, ска-
занное открывают новые пути исследования меха-
низмов волнообразования в геофизических средах
и, в конечном счете, механизмов генерации тур-
булентности в них. При исследовании устойчиво-
сти сдвиговых течений, которые периодически
зависят от времени, в работе используется теория
Флоке и аналогия задачи с параметрической не-
устойчивостью колебаний маятника [28].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим движение атмосферы на обоб-
щенной -плоскости, где сила Кориолиса учиты-
вается точным образом. Основной поток, устой-
чивость которого исследуется, может составлять
угол  с зональным направлением (рис. 1). В гео-
графических  координатах, в которых ось

 направлена на восток (E),  на север (N), а 
вертикально вверх, вектор планетарной завих-
ренности имеет вид .
Здесь  вектор угловой скорости вращения Зем-
ли с компонентами ,  и  единичные
вектора в направлении осей  и  соответствен-
но,  и  называются соответственно параметром
Кориолиса и (зачастую, но не всегда) вторым па-
раметром Кориолиса. Считаем параметры  и 
положительными (Северное полушарие). В “тра-
диционном” приближении вкладом слагаемых с

 в уравнениях движения пренебрегают. Преоб-
разуя к системе координат , повернутой по
часовой стрелке вокруг оси  на угол  относи-
тельно  координат, будем иметь

f

ϕ
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где  и  суть единичные векторы в направлении
осей  и  соответственно.

В приближении Буссинеска в случае вязкой и
теплопроводной среды и предполагая, что поле
скорости , поле плавучести  и поле ре-
дуцированного давления  не зависят от  коорди-
наты, имеем полную систему уравнений

(1а)

(1б)

если заданы источники импульса  и плавуче-
сти . Оператор полной производной по време-
ни имеет вид  +  + ;

 +  – двумерный оператор Ла-
пласа. Коэффициенты кинематической вязкости

 и температуропроводности  (молекулярной
и/или турбулентной) в (1) считаются постоянны-
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Рис. 1. Схема используемой в статье системы коорди-
нат; подробности даны в тексте.
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ми и для простоты одинаковыми в вертикальном
и горизонтальном направлениях.

Вводим функцию тока, полагая ,
, и переменную ,

называемую геострофическим моментом. При
этом  =  и  = .
Теперь система (1) путем исключения давления 
записывается в виде системы трех уравнений

(2а)

(2б)

Методически полезно начать с невязкого и не-
теплопроводного случая, когда  и F = G =
= 0. Система (2) при этом имеет стационарное ре-
шение , , . Функции

 и , связаны обобщенным уравнени-
ем термического ветра

(3)

Рассмотрим устойчивость такого стационар-
ного решения, налагая на него малые возмуще-
ния , ,  и линеаризуя
уравнения относительно штрихованных вели-
чин. Полагаем, что  + ,

 + , где все четыре частные
производные постоянны. Аддитивные константы
не учитываем. Ищем решение в виде  =
=  и с учетом (3) при-
ходим к дисперсионному соотношению (характе-
ристическому уравнению)

(4)

Условие устойчивости заключается в положитель-
ной определенности квадратичной формы в пра-
вой части (4), что эквивалентно выполнению трех
неравенств

(5)

Первое неравенство в (5) обобщает обычное
условие статической устойчивости, однако те-

= − ∂ψ ∂zv

= ∂ψ ∂w y = − + ϕ�cosm u f y f z

∂ ∂m y ∂ ∂ −u y f ∂ ∂m z ∂ ∂ + ϕ�cosu z f
π

∂ ∂ ∂∇ ψ = ϕ + + + ν∇ ψ
∂ ∂ ∂

�

2 4D cos ,
D

m m bf f
t y z y

( )
( )

= ν∇ + = κ∇ +

∂ ψ∂= +
∂ ∂

2 2D D, ,
D D

,...D ,
D ,

m m F b b G
t t

t t y z

ν = κ = 0

( )= ,m m y z ( )= ,b b y z ψ = 0
( ),m y z ( ),b y z

∂ ∂ ∂ϕ + + =
∂ ∂ ∂

�cos 0.m m bf f
y z y

= + 'm m m = + 'b b b ψ = ψ'

( )= ∂ ∂m m y y ( )∂ ∂m z z
( )= ∂ ∂b b y y ( )∂ ∂b z z

( )ψ', ', 'm b

( )ψ ˆˆ ˆ, ,m b ( ){ }+ − σexp i py qz t

( ) ∂ ∂ σ + = ϕ + + ∂ ∂ 

 ∂ ∂+ − + ∂ ∂ 

�

2 2 2 2

2

cos

2 .

m bp q f p
z z

m mf q f pq
y z

∂ ∂ ∂ϕ + > − >
∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂ ∂   ϕ + − − >    ∂ ∂ ∂ ∂    

�

�

2
2

cos 0, 0,

cos 0.

m b mf f
z z y

m b m mf f f
z z y z

перь допускается возможность в устойчивом

случае малых отрицательных значений , если

только слагаемое  положительно и
достаточно велико. Второе неравенство в (5)
есть классическое условие инерционной устой-
чивости ; примечательно, что в
нем не присутствует второй параметр Кориоли-
са. Третье неравенство (5) обобщает традици-
онное условие симметричной бароклинной
устойчивости, которое в безразмерной форме
имеет вид  (ср. [12, 14]), где  =
=  и  числа
Россби и Ричардсона, соответственно. В нашем
случае это условие включает полный учет силы
Кориолиса, что не позволяет его записать в столь
же компактной безразмерной форме.

В устойчиво стратифицированной земной ат-
мосфере средних широт значение , где

 – частота Брента–Вяйсяля, на два порядка
превосходит значения . Здесь для крупно-
масштабных движений горизонтального мас-
штаба , где  – высота однородной ат-
мосферы определяющая вертикальный масштаб
движений, поправки в (5) за счет отказа от тради-
ционного приближения имеют относительный по-
рядок величины . Для движений
среднего (мезо-) масштаба эти поправки могут до-
стигать порядка величины . Для глубоко-
водной части океана, в его абиссальной зоне, для
очень слабо стратифицированных водных масс c
периодами колебаний  между пример-
но шестью часами и сутками [29], может оказать-
ся ситуация, когда  и  отличаются на порядок
величины или даже менее. Здесь учет второго пара-
метра Кориолиса может быть существенным [20,
21; 30, гл. 1, §3]. К примеру, когда вертикальный
сдвиг скорости равен нулю, то наряду с условием

, обобщающим условие статиче-
ской устойчивости, имеется условие инерционной
устойчивости , а также более огра-
ничивающее величину горизонтального сдвига
скорости условие симметричной бароклинной
устойчивости .

3. УСТОЙЧИВОСТЬ ПЕРИОДИЧЕСКОГО
ПО ВРЕМЕНИ ТЕЧЕНИЯ С ЛИНЕЙНЫМ 

ПРОФИЛЕМ СКОРОСТИ

Обратимся к задаче об устойчивости периодиче-
ского во времени основного потока ,

∂
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, , линейного по  и , с учетом
вязкости и теплопроводности среды в общем слу-
чае. При этом уравнения (2) тождественно удо-
влетворятся путем надлежащего выбора функций

 и . Сразу исходим из системы уравнений, ли-
неаризованных относительно возмущений, нало-
женных на основное течение

(6а)

(6б)

(6в)

В этих уравнениях

(7а)

(7б)

Соотношение (7б) соответствует (3). Считается,
что ;  и  – амплитуды сдви-
гов скорости и  – угловая частота.

Приведем уравнения (6) с учетом (7) к безраз-
мерному виду, вводя безразмерные переменные
(помечаются крышечками сверху) (y, z) = ,

, , , , R =

= L2ω/ν, , а также полагая ,

, , , . Пара-
метр  имеет смысл числа Россби . Отношение

 иногда называется параметром стра-
тификации [18]. Здесь  – пространственный мас-
штаб, который произволен, но фиксирован. В не-
вязкой и нетеплопроводной задаче уравнения без-
различны (автомодельны) к его выбору. Это уже
не так в вязкой и теплопроводной среде, где 
входит в определение чисел Рейнольдса  и Пек-
ле , которые связаны посредством числа
Прандтля . Отметим, что получающиеся
безразмерные уравнения инварианты относи-
тельно перемасштабирования , ,

, где  произвольное число и .
Выпишем эти уравнения, опуская крышечки над
переменными
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В общем случае путем исключения  и  из си-
стемы (8) получается уравнение третьего поряд-
ка по времени, которое сводится к уравнению
второго порядка по времени в случае , как
это применимо при учете мелкомасштабной
(турбулентной) вязкости и теплопроводности в
атмосфере и океане. Если искать решение зада-
чи в виде  и ввести опера-

тор  +  + ,
то это уравнение записывается в виде

(9а)

(9б)

что близко совпадает по форме с уравнением Ма-
тье. Общий случай  кратко обсуждается в
Приложении. Используя аналогию задачи с пара-
метрической неустойчивостью колебаний маятни-
ка [28], решение (9) ищется методом Флоке в виде

где используются возмущения с удвоенной перио-
дичностью по времени;  является, вообще говоря,
комплексным числом. Подставляя в (9) приходим
к трехточечному рекуррентному соотношению

(10)

Начнем со случая, когда  и вы-
полняется принцип смены устойчивости [31], т.е.
на нейтральной кривой устойчивости . Пе-
реписывая (10) в виде

и решая получившуюся бесконечную систему
уравнений методом непрерывных дробей, полу-
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чаем стандартным образом условие ее разреши-
мости (ср. [32])

(11)

Ограничиваясь в (11) подходящей дробью са-
мого низкого порядка, имеем , или Δ2 –

‒ . Параметрическая неустойчивость при

сколь угодно малом значении  возникает, когда

. Отметим, что при  величина бес-

конечной непрерывной дроби в (11) надежно ап-
проксимируется значением  и полученное ре-
шение является очень хорошим приближением к
точному решению задачи.

Критические для неустойчивости значения 
получаются при учете (турбулентной) вязкости и
теплопроводности. Ограничимся случаем  и
решаем задачу приближенным методом, апелли-
рующим к теории возмущений. На первом этапе
пренебрегаем действием диссипативных факто-
ров и вычисляем инкремент роста неустойчивых
возмущений в консервативной задаче, исходя из
вытекающего из (10) соотношения

(12)

Действуя методом Галеркина и ограничиваясь
в первом приближении двумя ненулевыми ам-
плитудами  и , имеем систему двух уравне-
ний с двумя неизвестными

Требование равенства нулю определителя этой
системы приводит к биквадратному уравнению

и корень этого уравнения μ =

=  > 0 отвечает неустойчи-

вости. Это будет тогда, когда  > , что

полностью согласуется с анализом на основе метода
непрерывных дробей. На втором этапе учитываем
малую вязкость и теплопроводность среды. Для не-
устойчивости невязкий (нетеплопроводный) ин-
кремент неустойчивости должен превосходить
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по величине декремент затухания за счет вязко-
сти и теплопроводности, т.е. должно выполнять-
ся условие

(13)

После преобразований в пределе  и когда

 получается приближенное условие  >

> . Более строго уравнение нейтраль-
ной кривой устойчивости для диссипативной за-
дачи получено в Приложении.

Рассмотрим два примера. Оба относятся к слу-
чаю плотностной стратификации, близкой к ней-
тральной, . Это, например, имеет место в
пограничном слое над незамерзающими поляр-
ными морями при адвекции очень холодных воз-
душных масс [18] или, напротив, в экваториальной
атмосфере при развитой проникающей конвек-
ции. Первый пример − это когда основной поток
обладает лишь горизонтальным сдвигом скорости

. Тогда в размерных переменных условие не-
устойчивости приобретает вид

(14)

где  и  теперь считаются размерными волновы-
ми числами (что всегда можно делать в силу про-
извольности выбора пространственного масштаба

). Неравенство (14) надо рассматривать совместно

с условием , которое (опять в размерных пе-

ременных) приобретает вид

(15)

Исключая  из (14) и (15), имеем

(16)

В этом соотношении отсутствует явная зависи-
мость от параметра Кориолиса . Если ввести чис-
ло Рейнольдса , то (16) примет фор-
му критерия Рейнольдса .
Функция  переменной  имеет мини-
мум, когда  является корнем кубического
уравнения , которое решает-
ся численно. Этот минимум указан в табл. 1 для
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нескольких избранных значений . Отметим, что
для предельных значений  в точности имеем

, соответственно. Данные табл. 1 по-
казывают, что критические для неустойчивости
значения горизонтального сдвига скорости моно-
тонно возрастают с ростом . Они бесконечно вели-
ки при  и минимальны при . По опре-
делению, , где  − гео-
графическая широта и угол  характеризует
отклонение основного потока от зонального на-
правления. Поэтому наиболее благоприятные
для неустойчивости условия возникают или в вы-
соких широтах, или когда основной поток на-
правлен по меридиану, или когда выполняются
оба эти условия. Сложная ситуация возникает на
экваторе, где в общем случае неустойчивость не-
возможна, а в специальном случае меридионально
направленного основного потока возникает не-
определенность 0/0. Будем формально рассматри-
вать наиболее благоприятный для неустойчиво-
сти случай . Минимальное значение гори-
зонтального сдвига скорости, при котором
возникает неустойчивость, равно .

Полагая  и  = 3 × 103 м,
что в целом согласуется со структурой облач-
ных улиц над полярными морями [18], получа-
ем, что . Согласно (5), неустой-
чивость стационарного течения с таким сдвигом
скорости в средних и высоких широтах невозмож-
на. Поэтому эффект нестационарности является
принципиальным. Пусть внешняя возбуждающая
сила имеет полусуточный период (солнечный по-
лусуточный прилив; лунный полусуточный прилив
имеет период в 12 часов 25 мин). Подставляя 
в (15), где  угловая скорость вращения Земли, и

, видим, что (15) в точности выполняется

на широте . Необходимо учесть, что если

условие  выполняется лишь приближенно,

то и в этом случае возможна неустойчивость, ко-
торая, впрочем, потребует более высоких значе-
ний сдвигов скорости для ее реализации. К при-
меру, когда , то на широте  будем

иметь , т.е. условие  с определен-

δ
δ = ∞0,

η =∗ 1 2, 2

δ
δ → ∞ δ → 0

δ = ϕ ≡ Φ ϕ�cos ctg cosf f Φ
ϕ

δ → 0

α = ν 2
min 6 3 p

−ν = κ = 2 110 м с λ = 2πy p

− −α ≈ × 5 1
min 4.6 10 с

ω = Ω2
Ω

=2 21
2

q p

Φ = °60

Δ =2 1
4

ω = Ω2 Φ = °70

Δ ≈2 0.29 Δ =2 1
4

ной точностью (порядка ), но все же выпол-
няется.

Второму примеру отвечает поток с одним лишь
вертикальным сдвигом скорости . Вместо (16)
будем иметь

(17)

Аналогично (16), если ввести число Рейнольд-
са , то (17) примет форму критерия
Рейнольдса  = . Функция

 переменной  достигает минимума
при значении , которое является корнем ре-
шаемого численно уравнения четвертой степени

(18)

и указано в табл. 2 для нескольких избранных
значений . В асимптотических пределах 
в точности имеем  и поэтому соответ-

ственно  = . Воспользуемся тем,
что  относительно слабо зависит от  и возьмем в

начальном приближении . Поскольку

, то условие , где ,

в случае внешней силы с полусуточным периодом
записывается в виде

(19)

Более точно задача решается методом итера-
ций. Сначала из (19) при заданном  находит-
ся значение , которое подставляется
в (18) и находится новое значение . Это новое

значение подставляется в (19) вместо  и так
далее до сходимости. Действуя этим методом и
беря , после пяти итераций находим, что

, ,  и .

16%
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Φ ≈ °8.72 δ ≈ 4.61 ξ ≈∗ 0.6278 ( )ξ δ ≈∗; 2.086F

Таблица 1. Значения безразмерной функции  в точках ее минимума в правой части (16)

δ 0 1/8 1/4 1/2 1 2 4 8

0.7071 0.7817 0.8340 0.9077 1 1.1017 1.1991 1.2793 1.4142

2.5981 3.0342 3.4408 4.2086 5.6569 8.4171 13.7633 24.2739

( )η δ;F

∞

η∗

( )η δ∗;F ∞
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Поэтому условие (17) приобретает вид |β| > 8.344νq2.
Полагая , где  характерный вертикаль-
ный масштаб рассматриваемого слоя атмосферы
(например, перемешанного слоя атмосферы, огра-
ниченного сверху термической инверсией), кото-
рый ограничивает вертикальный масштаб возму-
щений, переписываем условие неустойчивости в
виде . Полагая , ν = κ =
= 10 м2 с–1, будем иметь оценку .
Наблюдаемые вертикальные сдвиги скорости

 над полярными морями [18] и, на-
пример, над тропической Атлантикой [33], где
формируется тропические ураганы, удовлетворя-
ют этому условию. Удивительной чертой нашего
анализа является то, что по отношению к вынуж-
дающей силе с суточным или полусуточным пе-
риодом строго зональные движения с  яв-
ляются устойчивыми, т.е. для них невозможно

выполнение условия , и неустойчивость

появляется лишь для движений, для которых зна-
чение  ниже определенного порога, завися-
щего от периода внешней силы. В силу того, что
используется приближение Буссинеска, данная
модель более строго применима к океану, напри-
мер тропическому. Для тех же значений парамет-
ров, что и выше, но беря  [34],
получаем очень низкий порог неустойчивости

, который может превышаться в
реальном океане. Отметим, что запрет на не-
устойчивость при углах , т.е. для периодиче-
ских во времени (с суточным или полусуточным
периодом) океанических течений, близких к зо-
нальным, сохраняется и в этом случае. Этот запрет
снимается при действии более высокочастотной
вынуждающей силы, например, когда , т.е.
речь идет о четвертьсуточном приливе, ср. [35].

Важность учета отклонения потока от зональ-
ности, т.е. учета множителя  в выражении
для “эффективного” второго параметра Корио-
лиса , демонстрируют и результаты работы
[36], где показано, что отказ от традиционного
приближения не влияет на расчеты симметрич-
ной устойчивости кросс-экваториального, мери-
дионально направленного течения в Атлантиче-
ском океане, поскольку  в этом случае.

= πq H H

−β > ν2 28.344 π H = 310 мH
− −β > × 4 18.2 10 c

− −β 2 1~ 10 c

ϕ =cos 1

Δ =2 1
4

ϕcos

− −ν = κ = 4 2 110 м с

− −β > × 9 18.2 10 c

ϕ ≈ °0

ω = Ω4

ϕcos

ϕ�cosf

ϕ =�cos 0f

Кратко обсудим вопрос об относительной
важности (а) учета приливных модуляций и (б)
отказа от традиционного приближения в задаче
об устойчивости течения с вертикальным сдви-
гом скорости. В консервативной задаче, при точ-
ном выполнении условия параметрического ре-

зонанса  (см. выше), такое модулированное

во времени течение является абсолютно неустой-
чивым, т.е. не существует ненулевого порогового
для неустойчивости значения вертикального сдви-
га скорости , в том числе в присутствии устойчи-
вой плотностной стратификации. Последнее озна-
чает, что критическое для неустойчивости значе-
ние числа Ричардсона  
равно бесконечности. Однако, такое пороговое
значение  существует для стационарного тече-
ния и при условии, что , оно опре-

деляется из уравнения . Таким об-
разом, отказ от традиционного приближения ве-
дет к дестабилизации течения, понижая порог
неустойчивости по сравнению с пороговым значе-
нием  при , т.е. повышая критическое
значение числа Ричардсона по сравнению с .
Выводы, касающиеся влияния отказа от традици-
онного приближения на устойчивость стационар-
ного потока с вертикальным сдвигом скорости,
остаются справедливыми и при учете малой дис-
сипации. В случае модулированного во времени
основного потока малая диссипация определяет
ненулевой порог неустойчивости. Соответствую-
щее условие при числе Прандтля, равном едини-
це, принимает форму критерия Рейнольдса, в ко-
тором критическое число Рейнольдса зависит от
параметра , ср. (17).

Определенным ограничением теории является
то, что фактически не весь основной поток, а
лишь его часть может испытывать периодические
осцилляции. Учет этого обстоятельства ведет к
усложнению теории, но не принципиальному. В
этом случае необходимо в формулах (7) произве-
сти замену ,  =
=  и , , где ε0 =
= , , , , а также
переопределить

Δ =2 1
4

β

( )= ∂ ∂ ≡22Ri N u z β 22N

β
∂ ∂ = β > 0u z

β + δ β =2 2f N

β =2 2N δ = 0
=Ri 1

δ

−α ω = −α − α ω0 1cos cost t −β ωcos t
−β − β ω0 1cos t ε = ε + ε0 1 ε = ε + ε� � �0 1

α0 f ε = α1 1 f ε = β�0 0 f ε = β�1 1 f

Таблица 2. Значения безразмерной функции  в точках ее минимума в правой части (17)

δ 0 1/8 1/4 1/2 1 2 4 8

0.7071 0.6871 0.6722 0.6517 0.6303 0.6180 0.6242 0.6459 0.7071

1.2990 1.3533 1.4021 1.4875 1.6242 1.8164 2.041 2.2476 2.5981

( )ξ δ;F

∞

ξ∗

( )ξ δ∗;F
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ср. (9б), но на детальном анализе этого случая и
возникающих здесь вариантов мы останавливать-
ся не будем.

Скажем несколько слов относительно ситуа-
ции, когда , именно  = , и

при этом . Теперь  +  в

(9б), если только , например p/q ~ 10–1,

и комбинируя условие (14) и  (в заданном

приближении), получаем критерий неустойчиво-
сти потока с горизонтальным сдвигом скорости в
виде , что для рассматриваемых
атмосферных условий задает высокий порог не-
устойчивости, превышающий тот, что для инер-
ционной неустойчивости стационарного потока,
см. (5). Схожие сложности будут и в случае потока
с вертикальным сдвигом скорости, когда при

 и указанных выше условиях критерий не-
устойчивости приобретает вид  и
для значений параметров из второго примера в
этом разделе (см. выше) дает критическое значение
вертикального сдвига скорости ,
которое не всегда может быть превзойдено. До-
полнительное ограничение связано с тем, что для
выполнения условия параметрического резонанса

 требуется высокая частота 

внешней силы.
В заключение данного раздела укажем, что в

рассматриваемой задаче имеется интересное при-
ложение к относительно небольшим по размерам
циклонам, которые наблюдаются в высоких ши-
ротах [37, 38]. На достаточно большом расстоя-
нии  от центра циклона можно в первом при-
ближении пренебречь кривизной линий тока и
рассматривать движение в локальной правосто-
ронней декартовой системе координат (ср. [14,
39]), где ось  направлена по азимуту, ось  к цен-
тру вихря и ось  вверх. Движение воздуха по кру-
гу радиуса  будут приводить к изменению угла 
(см. рис. 1) с угловой частотой , где  –
средняя азимутальная скорость в вихре на радиу-
се . Ниже рассматривается простейшая поста-
новка задачи, когда имеется только радиальный
линейный сдвиг скорости, а вертикальный сдвиг
скорости и эффект плавучести полагаются рав-
ными нулю, равно как и диссипативные факторы.
Теперь основная безразмерная система уравне-
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5

ний для возмущений в обозначениях данного раз-
дела приобретает вид

(20)

где  и  = . Заметим,
что переход к геострофическому моменту в (20)
не имеет смысла. Энергия основного потока счи-
тается настолько большой, что он не меняется в
результате роста возмущений. Ищем решение (20)
в виде (см. также выше)

и подставляя в (20) приходим к системе уравнений

В первом приближении ограничиваясь нену-
левыми амплитудами  и , имеем систему
четырех уравнений с четырьмя неизвестными

Требование равенства нулю определителя
этой системы приводит к биквадратному урав-
нению, которое записываем в символическом
виде , где . Поэтому не-
устойчивость реализуется, когда , где

Рассмотрим случай, когда . Здесь не-
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(ср. [36, 37]), когда  и условие нашего

анализа, , хотя и приближенно, но вы-
полняется, имеем . Следователь-
но, , в то время как стационарный вихрь
с таким циклоническим сдвигом скорости инерци-
онно устойчив. Проведенный анализ идеалистичен
в том отношении, что время оборота вихря вокруг
своей оси  =  лишь в
два раза меньше типичной продолжительности
жизни циклонов в 3 суток и в большей мере
оправдан для долгоживущих вихрей, которые
составляют относительно небольшую долю всех
циклонов [37].

4. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ
В данной работе рассмотрен круг задач, касаю-

щихся симметричной (инерционной) неустойчи-
вости модельных атмосферных и океанических те-
чений. Эта неустойчивость носит параметрический
характер, т.е. обусловлена модулирующей основ-
ной поток периодической во времени внешней си-
лой, которая вступает в резонанс с инерционно-
гравитационными волнами (ИГВ), генерируемы-
ми основным потоком в результате потери его
устойчивости. Это накладывает важные ограниче-
ния на период внешней силы и на географическую
локализацию теряющего устойчивость потока. В
статье сделана попытка учесть многообразие фак-
торов, влияющих на исследуемую параметриче-
скую симметричную неустойчивость. Это включает
точный учет силы Кориолиса (отказ от “традицион-
ного” приближения) и учет отклонения основного
потока от зонального направления. Хотя развитый в
работе подход позволяет в принципе учесть одно-
временно горизонтальный и вертикальный сдви-
ги скорости основного потока, их учет в приве-
денных в статье модельных примерах для просто-
ты и наглядности производился по-отдельности.
Аналогичным образом, учет турбулентной вязко-
сти и температуропроводности среды производил-
ся приближенным способом и притом в предполо-
жении равенства единице турбулентного числа
Прандтля, что является хорошим приближением
для геофизических сред. Однако в Приложении
показано, что наглядный приближенный анализ
неустойчивости в основном тексте статьи совпада-
ет с тем, что дает более строгий анализ. Там же рас-
смотрены два предельных случая малых и боль-
ших чисел Прандтля, допускающие приближен-
ный анализ.

Несмотря на ряд сделанных приближений, про-
веденный в статье анализ свидетельствует, на наш
взгляд, о том, что параметрическая симметричная
(инерционная) неустойчивость возможна в реаль-
ной атмосфере и океане в достаточно широком
диапазоне изменений параметров этих геофизиче-

≈∗Ro 0.38

@
2f U U 5

δ = Φ ≈0 ctg 0.466
ε ≈crit 0.35

= 2πT U5 × ≈44π 10 с 1.5 сут

ских сред. При этом важно, что эта неустойчивость
реализуется тогда, когда соответствующие стацио-
нарные движения гидродинамически устойчивы, и
тем самым она вносит вклад в генерацию волн и по-
следующей турбулентности в атмосфере и океане.

Проведенные в данной работе исследования
инерционной устойчивости периодических по вре-
мени потоков имеют приложения к лабораторным
экспериментам с вращающимися кольцевыми со-
судами при наличии «долготной» либрации, т.е. пе-
риодического по времени изменения угловой ско-
рости вращения боковой стенки вращающегося
сосуда с жидкостью [26]. В случае узкого зазора
между цилиндрическими боковыми стенками и
низкочастотной либрации речь может идти об
инерционной устойчивости периодического по
времени течения Куэтта с линейным по радиусу
профилем скорости (ср. [40]), т.е. о задаче, кото-
рая рассмотрена в данной работе для бесконеч-
ной области (или же для канала с периодически-
ми граничными условиями).

Работа поддержана грантом Российского на-
учного фонда (проект № 22-27-00039). Автор бла-
годарен М.В. Калашнику, В.Н. Крупчатникову и
двум анонимным рецензентам за полезные заме-
чания, способствовавшие улучшению статьи.

ПРИЛОЖЕНИЕ

В общем случае при  путем исключения
из системы уравнений (8) переменных  и  при-
ходим к уравнению

(П.1)

где введены краткие обозначения для вторых
производных от  по пространственным пере-
менным и для операторов  и

. Ищем решение (П.1) в виде

получаем трехточечное рекуррентное соотноше-
ние, обобщающее (10)
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Ограничиваясь двумя ненулевыми компонен-
тами  и введя обозначения

приходим к однородной системе двух уравнений
с двумя неизвестными, которую записываем в со-
кращенном виде

(П.2)

В общем случае анализ устойчивости сводится
к исследованию уравнения шестой степени, как
это следует из условия равенства нулю детерми-
нанта системы (П.2). Этот анализ существенно
упрощается в трех частных случаях.

Во-первых, это разобранный в основном тек-
сте случай , когда  и «сокращая» на

 приходим к системе уравнений

(П.3)

в обозначениях принятых в основном тексте,
см. (9б). Анализ устойчивости сводится к ис-
следованию полного уравнения четвертой сте-
пени , где ,

, , как это следует из условия равенства
нулю детерминанта системы (П.3). Поэтому со-
гласно критерию Льенара–Шипара условие 
является достаточным условием неустойчивости и
кривая нейтральной устойчивости дается уравне-
нием

При  получается уравнение, которое при

 совпадает с формулами, приведенными в
основном тексте.
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Во-вторых, это случай , как это имеет
место в атмосфере звезд [41], а также представля-
ет интерес для земной атмосферы [12], если высо-
кие значения коэффициента температуропровод-
ности моделируют эффект радиационного вырав-
нивания температуры, что особенно оправданно в
рассматриваемой малокомпонентной постановке
задачи. Физически это означает, что вклад возму-
щений поля плавучести  в (6а) становится исчеза-
юще малым. Тогда рассматривая в (П.2) предел

 и удерживая члены главного порядка по 
приходим к системе уравнений

 ,

Вновь уравнение кривой нейтральной устой-
чивости имеет вид

и при  сводится к  =  +

+ . Здесь число Рейнольдса не явля-
ется обязательно большим.

В третьих, это случай , который может
иметь отношение к динамике океана, а также к
лабораторному эксперименту, поскольку коэф-
фициент молекулярной вязкости воды в 700 раз
превосходит коэффициент диффузии соли; при
этом плавучесть  определяется концентрацией
соли и  имеет смысл числа Шмидта. Удерживая
в (П.2) члены главного порядка по , приходим
к упрощенной системе уравнений

Физически это означает, что вклад возмуще-
ний геострофического момента  в (6а) исчезаю-
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и при  и  ( ) сводится прибли-

женно к .
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On the Theory of Symmetric Instability of Time-Periodic Flows
with Complete Account for the Coriolis Force

M. V. Kurgansky*
1 A.M. Obukhov Institute of Atmospheric Physics RAS, Pyzhevsky 3, Moscow, 119017 Russia
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The symmetric (inertial) parametric instability of time-periodic f lows with a linear velocity profile is investi-
gated, with complete account for the Coriolis force in the problem. The possibility of instability is shown at
velocity shears smaller than those indicated by the criterion of inertial stability of a stationary f low of the same
velocity amplitude. The most significant results are obtained in the limit of weak density stratification of the
medium, which is characteristic of well-mixed vertically convective layers of the atmosphere, in the deep lay-
ers of the ocean, and can also be directly related to a laboratory experiment.
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