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Проводится прямое численное моделирование (DNS) и исследуется динамика приповерхностного
водного слоя, насыщенного воздушными пузырьками, в присутствии стационарной поверхностной
волны. Полные, трехмерные уравнения движения водной среды (Навье-Стокса) решаются в Эйле-
ровой формулировке одновременно с Лагранжевыми уравнениями движения пузырьков с учетом
их воздействия на несущую фазу. Диаметры пузырьков в DNS рассматриваются в интервале от 200
до 400 микрон, что позволяет пренебречь их деформацией. Результаты показывают, что наличие
вихревых следов за всплывающими пузырьками приводит к усилению турбулентных пульсаций в
водной среде. Среди сил, действующих на пузырьки со стороны окружающей водной среды, опре-
деляющими являются силы плавучести, вязкого трения и Лагранжевого ускорения, в то время как
подъемная сила, определяемая завихренностью несущей фазы и относительной скоростью пузырь-
ка, остается пренебрежимо малой. Показано, что горизонтальный перенос пузырьков контролиру-
ется скоростью Стоксового дрейфа, в то время как вертикальный перенос определяется скоростью
всплывания пузырьков в покоящейся водной среде. На основе результатов DNS предложены пара-
метризации вертикального и горизонтального потоков концентрации воздушной фазы.

Ключевые слова: поверхностные волны, воздушные пузырьки, турбулентность, численное модели-
рование
DOI: 10.31857/S0002351522050029

1. ВВЕДЕНИЕ
Детальное понимание физических механиз-

мов мелкомасштабных процессов, происходящих
вблизи границы раздела между атмосферой и гид-
росферой, важно для их корректной параметри-
зации в крупномасштабных прогностических мо-
делях [1, 2]. Одним из многих важных факторов,
которые необходимо учитывать в моделях обме-
на, является наличие в приповерхностном вод-
ном слое воздушных (газовых) пузырьков.

Основным источником воздушных пузырьков
в приповерхностном водном слое являются обру-
шающиеся (и микро-обрушающиеся) поверх-
ностные волны [3, 4]. Источником газовых пу-
зырьков, активно изучаемым в последнее время,
являются донные выбросы метана (см. напр. [5]).
Лабораторные и натурные наблюдения [3, 6–8], а
также недавние численные эксперименты [9] по-
казывают, что в то время как относительно круп-
ные пузыри (с диаметрами d более миллиметра)
быстро всплывают к поверхности и лопаются,
мелкие (микро-) пузырьки (с d ~ 100 μm) пребы-
вают в воде достаточно долго и поэтому дают ос-
новной вклад в объемную долю воздушной фазы
и типичное распределение по диаметрам пузырь-

ковой взвеси. Наблюдения показывают, что объ-
емная доля микропузырьков в верхнем слое океа-
на может быть значительной (до 10–5) даже при
относительно слабом ветре (до нескольких м/с),
что обусловливает их существенное влияние на
процессы газообмена между атмосферой и гидро-
сферой [10, 11], продукцию морского аэрозоля [12],
и распространение звука [13, 14]. Таким образом,
моделирование дисперсии микропузырьков в
приповерхностном слое гидросферы и парамет-
ризация потоков их концентрации является весь-
ма актуальной задачей. Одним из подходов к ее
решению, используемым также в данной работе,
является численное моделирование.

Численное моделирование дисперсии взвеси
пузырьков вблизи взволнованной водной поверх-
ности является непростой задачей, которая
осложняется сильной геометрической нелиней-
ностью решаемых уравнений. Прямое разреше-
ние динамики границы раздела вода-воздух с ис-
пользованием, например, метода Volume of Fluid
(VoF) становится весьма “дорогим” при доста-
точно большом (порядка 105–106) числе пузырьков,
т.к. требует значительного увеличения размеров
расчетной сетки [9]. Альтернативным является под-
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ход, основанный на конформном преобразовании,
переводящем волнообразную границу раздела в
плоскую, и представлении микропузырьков в ви-
де точечных частиц [15].

Целью настоящей работы является исследова-
ние динамики водного слоя вблизи взволнован-
ной водной поверхности, насыщенного воздуш-
ными пузырьками с использованием прямого
численного моделирования (DNS). Движение
водной поверхности задается в виде стационар-
ной (необрушающейся) волны Стокса. При этом
предполагается, что влиянием индуцированной
турбулентности на саму волну можно прене-
бречь. Это предположение основано на извест-
ных результатах DNS волнованной водной по-
верхности [16], говорящих о том, что относитель-
ный вклад турбулентных пульсаций пренебрежимо
мал по сравнению с волновыми движениями, их
порождающими. Также считается, что при рас-
сматриваемой объемной доле пузырьков (поряд-
ка 10–5) их влиянием на поверхностную волну
можно пренебречь. При этом, однако, учитывает-
ся влияние пузырьков на приповерхностную, ин-
дуцированную волной турбулентность, которое
оказывается значительным. Используемый под-
ход основан на алгоритме [15], где использован
метод расчета динамики воздушного погранслоя
над взволнованной водной поверхностью, несу-
щего капли брызг [17], адаптированный для рас-
сматриваемого случая приповерхностного водно-
го слоя, насыщенного микропузырьками. Пол-
ные, трехмерные уравнения движения водной
среды (Навье-Стокса) решаются в Эйлеровой
формулировке одновременно с Лагранжевыми
уравнениями движения пузырьков с учетом их
воздействия на несущую фазу, которое модели-
руется с применением аппроксимации “точеч-
ных” сил [17]. Диаметры пузырьков в DNS зада-
ются в интервале от 200 до 400 микрон (т.е. рас-
сматриваются микропузырьки), что позволяет
пренебречь их деформацией. Не рассматривают-
ся также эффекты, связанные с растворением
пузырьков воде.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Схема численного эксперимента представлена
на рис. 1. Верхняя граница области счета совпадает
с водной поверхностью, на которой распространя-
ется двумерная стационарная волна с амплитудой a,
длиной λ; крутизна волны . В каждый
рассматриваемый момент времени t в DNS ис-
пользуется конформное преобразование коорди-
нат декартовой системы в вертикальной плоско-
сти,  и , в виде:

(1)

= π λ2 /ka a

ξ η( , )x ξ η( , )z

ξ = + −
η = + −�

exp( )sin ( ),
exp( )cos ( ).

x a kz k x ct
z a kz k x ct

Используется дополнительно преобразование
вертикальной координаты:

(2)

Преобразования (1) и (2) переводят бесконечно
глубокую область с волнообразной верхней гра-
ницей в область, ограниченную верхней и ниж-
ней плоскими границами при  и .
Форма водной поверхности  задается неяв-
но преобразованием (1) и с точностью до членов
второго порядка малости по ka совпадает с реше-
нием для волны Стокса в виде [18]:

(3)

Все поля являются периодическими по гори-
зонтальным координатам. На водной поверхно-
сти (при ) ставятся условия для скорости во-
ды согласно потенциальному решению для по-
верхностной волны (3) [18]:

(4)

На нижней границе ( ) ставится условие
(Неймана) отсутствия нормальных градиентов.

Уравнения Навье-Стокса для воды решаются
численно в безразмерных переменных в виде:

(5)

В уравнениях (5) по повторяющимся индексам
проводится суммирование,  и  – скорость и
давление (i = x, y, z),  – мгновенная сила, с ко-
торой n-ый пузырек воздействует на окружаю-
щую водную среду (определяемая ниже). Все пе-
ременные нормированы на масштабы скорости и
длины, равные фазовой скорости и длине поверх-
ностной волны,  и . Число Рейнольдса опреде-
ляется как

(6)

где  – кинематическая вязкость воды
(≈0.01 см2/с).

Динамика пузырьков описывается уравнения-
ми для координат и скоростей в виде [19]:
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(8)

В уравнениях (7), (8)  – координата

и скорость n-го пузырька,  – локальная скорость
воды,  и  –
полные производные по времени (ускорения)
вдоль траектории пузырька и Лагранжевой части-
цы окружающей водной среды, соответственно; g –
ускорение силы тяжести,  – локальная
завихренность воды. В правую часть уравнения (8)
включены силы, действующие на пузырек: сила,
обусловленная Лагранжевым ускорением части-
цы воды, сила вязкого трения, подъемная сила и
сила плавучести. Сила вязкого трения включает
фактор

( )
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i ijk j kU

(9)

учитывающий конечность числа Рейнольдса пу-
зырька, равного

(10)

В силу трения входит также безразмерное время
релаксации пузырька, , (т.е. число Стокса):

(11)

Как уравнение движения пузырька (8), так и си-
ла, , формулируются исходя из предположения,
что масса (воздуха) пузырька пренебрежимо мала
по сравнению с массой соответствующей Лагран-
жевой частицы воды. С использованием аппрокси-
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Рис. 1. Схема численного эксперимента (см. текст).
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мации “точечной” силы,  может быть представ-
лено в виде [17, 20]:

(12)

где  – геометрический весовой фактор, об-
ратно пропорциональный расстоянию между пу-
зырьком с координатой rn = (xn , yn, zn) и рассмат-
риваемым узлом сетки с координатой r = (x, y, z),
и Ωg(r) – объем ячейки сетки, внутри которой на-
ходится пузырек. Таким образом, для каждого пу-
зырька определяются восемь весовых коэффици-
ентов (для каждого из окружающих узлов рас-
сматриваемой ячейки), нормированных таким
образом, что их сумма равна единице. Это означа-
ет, что для каждого пузырька сумма сил, распре-
деляемых по окружающим узлам ячейки, равна
исходной силе, с которой данный пузырек дей-
ствует на окружающую воду (более детальное об-
суждение см. напр. в [17, 20]).

Уравнения (5) для воды в DNS решаются чис-
ленно с использованием метода Адамса-Бэшфор-
та второго порядка точности в области 0 ≤  ≤ 6,
‒2 ≤ y ≤ 2, –1 ≤  ≤ 0 на разнесенной сетке, состо-
ящей из 360 × 240 × 180 узлов. Используется ме-
тод расщепления, и уравнение Пуассона для дав-
ления решается методом итераций с помощью
преобразования Фурье в горизонтальной плоско-
сти и методом Гаусса по вертикальной координа-
те. Одновременно решаются уравнения для коор-
динат и скоростей пузырьков (7) и (8). При этом
локальная скорость воды в местоположении каж-
дого пузырька определяется с помощью Эрмито-
вой интерполяции [21, 22].

При инициализации расчетов задается случай-
ное, трехмерное поле скорости воды с малой ам-
плитудой (порядка 0.1%). На верхней границе в
каждый момент времени задается двумерное поле
скорости, определяемое потенциальным реше-
нием для волны Стокса на глубокой воде второго
порядка точности [1]. Пузырьки инжектируются
случайным образом в толще воды с экспоненци-
ально спадающем с глубиной пространственным
распределением вероятности и со скоростью,
равной мгновенной скорости окружающей воды.
Пузырьки, достигающие поверхности, ре-инжек-
тируются, так что полное число пузырьков под-
держивается постоянным на протяжении всего
времени счета. Фазово-осредненные поля тече-
ния определяются по мере установления стацио-
нарного режима (на временах порядка 200 перио-
дов волны) осреднением по времени, поперечной
координате и “оконным” усреднением по длине
волны. Усреднение по времени проводится по
мгновенным полям в последовательные моменты
времени, в которые фаза поверхностной волны
отличалась на 2π. Средние вертикальные профи-

n
iS

 π= + δ  Ω 

3 ( , ),
6

n n
n i
i iz

g

DU w r rdS g
Dt

( , )nw r r

ξ
η

ли получаются дополнительным осреднением по
горизонтальной координате.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ

DNS проводились для значения длины по-
верхностной волны λ = 15 cm с крутизной ka = 0.2
(амплитуда a ≈ 0.5 cm). Для задаваемой длины
волны фазовая скорость, определяемая линей-
ным дисперсионным соотношением [1], равна c ≈
≈ 49 cm/s, и число Рейнольдса, определенное в (6),
Re ≈ 73019. Диаметры пузырьков варьировались
от 200 до 400 микрон, их общее число поддержива-
лось постоянным (от Nd = 126 × 103 для пузырьков с
диаметром d = 400 μm до Nd = 106 для d = 200 μm),
таким, что эквивалентная средняя концентрация
соответствующего равномерного пространствен-
ного распределения пузырьков по области счета
равнялась C0 ≈ 5 × 10–5.

Как показывают расчеты, после инициализа-
ции по истечении относительно короткого пере-
ходного процесса (длительностью порядка 10 пе-
риодов волны) устанавливается поле скорости в
воде, которое хорошо описывается потенциаль-
ным решением (рис. 2). С течением времени, од-
нако, вблизи поверхности возникают вихревые
движения, индуцированные поверхностной вол-
ной (см. рис. 3), что обусловливает отличие поля
скорости от потенциального решения вблизи по-
верхности. Течение становится статистически ста-
ционарным по истечении О(100) периодов волны.

На рис. 3 и 4 представлено мгновенное поле
модуля завихренности, полученное в DNS на ста-
дии установившегося течения при значении кру-
тизны ka = 0.2 для однофазного и двухфазного
случаев, соответственно. Качественно поле за-
вихренности на рис. 3 согласуется с результатами
численного эксперимента [16], где показано, что
приповерхностная, индуцированная волной, тур-
булентность характеризуется наличием вихревых
структур, вытянутых вдоль направления распро-
странения волны. Как видно из рис. 4, всплываю-
щие пузырьки порождают возмущения в виде вытя-
нутых по вертикали вихревых структур.

Траектории отдельных пузырьков с диаметра-
ми d = 400 μm и d = 200 μm представлены на рис. 5.
На рисунках показаны также зависимости от глу-
бины сил (трения, Лагранжевого ускорения и
подъемной силы), действующих на пузырёк со
стороны окружающей воды. Как видно из рисун-
ков, влияние волнового движения поверхности
на динамику пузырьков возрастает с уменьшени-
ем глубины и проявляется в том, что их траекто-
рии (как и силы, на них действующие) начинают
осциллировать при приближении к поверхности.
Вблизи поверхности (z > –0.2) траектории имеют
вид раскручивающихся спиралей (рис. 5a, 5e).



ИЗВЕСТИЯ РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРЫ И ОКЕАНА  том 58  № 5  2022

О ПЕРЕНОСЕ МИКРОПУЗЫРЬКОВ ПОВЕРХНОСТНЫМИ ВОЛНАМИ 595

Рис. 2. Поля горизонтальной (a) и вертикальной (b) компонент фазово-осредненной скорости воды в DNS в отсутствие
пузырьков. Штрихом показано потенциальное решение для поля скорости поверхностной волны на глубокой воде.
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при  = –0.05 (b) в отсутствие пузырьков.

No bubbles

x, y = 0

z

y

z

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0
−1.0

−0.5

0

(b)

ω

(c)

(a)

1.0

x, η = −0.05
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0

−1.0

−0.5

0

0.5

1.0

x, y = 3
−1.5 −1.0 −0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0

−1.0

−0.5

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

η



596

ИЗВЕСТИЯ РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРЫ И ОКЕАНА  том 58  № 5  2022

ДРУЖИНИН

В обоих случаях (d = 400 μm и d = 200 μm) пузырьки
дрейфуют в направлении распространения поверх-
ностной волны. Этот дрейф в определённой степе-
ни аналогичен классическому Стоксовому дрейфу
Лагранжевых частиц воды, и обусловлен экспо-
ненциальным спаданием амплитуды горизонталь-
ной скорости, индуцируемой поверхностной вол-
ной, с глубиной [24]. Однако, полной аналогии
нет, поскольку пузырьки всплывают и “пересека-
ют” траектории Лагранжевых частиц. В результате,
более крупные пузырьки (d = 400 μm) менее под-
вержены горизонтальному дрейфу по сравнению
с мелкими, поскольку их средняя вертикальная
скорость (пропорциональная квадрату диамет-
ра, см. выражение (10) и ниже уравнение (14) и
рис. 6) почти в 4 раза превышает вертикальную
скорость пузырьков с d = 200 μm. Такое поведение
всплывающих пузырьков можно сравнить с явле-
нием “пересекающихся” траекторий (или “crossing
trajectories effect”), наблюдаемое при движении

инерционных частиц в поле изотропной турбулент-
ности [25], когда инерция и оседание частиц при-
водят к уменьшению их диффузии турбулентны-
ми пульсациями.

Рисунок 5 указывает на доминирующую роль
сил трения и Лагранжевого ускорения воды, Fd и
Fa, по сравнению с подъемной силой FL. Рисунок
показывает, что силы Fd и Fa осциллируют с ам-
плитудами, монотонно возрастающими при при-
ближении к поверхности. Подъемная сила оказы-
вается пренебрежимо малой по сравнению с Fd и
Fa даже вблизи поверхности, в области, где разви-
вается индуцированная волной турбулентность.

Производился расчет средних профилей кон-
центрации пузырьков и горизонтальной и верти-
кальной компонент её потоков:

(13)[ ]
=

 π=  Ω 
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3
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Рис. 4. Мгновенное поле модуля завихренности ω в центральных плоскостях (x, z) (a) и (y, z) (c) и в горизонтальной
плоскости (x, y) при  = –0.05 (b) в DNS с пузырьками диаметром d = 400 μm.
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(14)

а также профилей среднеквадратичных флуктуа-
ций различных компонент скорости воды

(15)

На рис. 6 представлены профили концентрации (a),
её потоков (b, c), и флуктуаций скорости воды (d,

=

 π  =    Ω 


3

1

( , ) ,
6

dN n n
n i

i
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V w r rdCV

[ ]( )= −
1/222'[ ] [ ]i i iU U U

e, f), полученные согласно выражениям (13)–(15)
для различных диаметров пузырьков. Также при-
водятся профили флуктуаций в однофазном слу-
чае (панели d, e, f) и параметризации потоков
концентрации (панели b, c) в виде

(16)

(17)

где Us = (ka)2 – безразмерная скорость Стоксово-
го дрейфа на водной поверхности [1], Vt – терми-

[ ] = −[ ]exp( 2 ),x sCV U C kz

[ ] = [ ],z tCV V C

Рис. 5. Траектории пузырьков с диаметрами d = 400 μm (a) и d = 200 μm (e) и зависимости от глубины x и z компонент
сил (синим и красным цветом), действующих на пузырёк со стороны окружающй воды [трения Fd (b, f); Лагранжевого
ускорения Fa (c, g); и подъемной силы FL (d, h)].
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нальная (установившаяся) скорость всплывания
пузырька в покоящейся воде. Эта скорость опре-
деляется решением уравнения

(18)

где . Уравнение (18) решается числен-
но методом Ньютона [21].

Как видно из рис. 6a, концентрация пузырьков
экспоненциально спадает с глубиной, что соот-
ветствует натурным наблюдениям [12]. Парамет-
ризации (16), (17) хорошо согласуются с профи-
лями потоков концентрации (рис. 6b, 6c). Это со-
гласие говорит о том, что перенос пузырьков в
горизонтальном направлении обусловлен Стоксо-
вым дрейфом, в то время как волновые движения
практически не влияют на вертикальный перенос,
который контролируется силой плавучести.

Сравнение амплитуд пульсаций в воде в од-
нофазном и двухфазном случаях (рис. 6d–6f) по-

= − + δ
τ

(Re )0 2 ,b
t iz

f V g

= νRe /b tV d

казывает, что пузырьки эффективно усиливают
вертикальные, индуцированные поверхностной
волной, флуктуации скорости водной среды.
Это усиление происходит благодаря развитию
следов за всплывающими пузырьками (см. рис. 4).
Рис. 6f показывает, что усиление пульсаций в
водной среде растет с увеличением диаметра пу-
зырьков.

4. ВЫВОДЫ

Проведено прямое численное моделирование
(DNS) приповерхностного водного слоя, насы-
щенного воздушными пузырьками, в присут-
ствии стационарной поверхностной волны. Пол-
ные, трехмерные уравнения движения водной среды
(Навье-Стокса) решаются в Эйлеровой формули-
ровке одновременно с Лагранжевыми уравнениями
движения пузырьков с учетом их воздействия на не-
сущую фазу. Диаметры пузырьков в DNS рассмат-

Рис. 6. Вертикальные профили: концентрации пузырьков [C] (a), горизонтальной и вертикальной компонент её пото-
ков, [CVx] (b) и [CVz] (c), нормированных на [C], и среднеквадратичных флуктуаций скорости воды  (d, e, f).
Цвета (синий, красный и сиреневый) соответствуют диаметрам пузырьков 200, 300 и 400 μm. Параметризации потоков
концентрации (16), (17) (панели b, c) показаны штриховыми линями. На панелях (d–f) профили флуктуаций скорости
воды в однофазном случае обозначены сплошной кривой черного цвета.
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риваются в интервале от 200 до 400 микрон, что поз-
воляет пренебречь их деформацией.

Результаты показывают, что всплывающие пу-
зырьки эффективно усиливают мелкомасштаб-
ные турбулентные пульсации в водной среде бла-
годаря формированию за ними вихревых следов.
Показано также, что определяющую роль в дина-
мике пузырька играют силы плавучести, вязкого
трения и Лагранжевого ускорения, в то время как
подъемная сила, определяемая завихренностью
несущей фазы и относительной скоростью пу-
зырька, остается пренебрежимо малой. Показа-
но, что горизонтальный перенос пузырьков кон-
тролируется скоростью Стоксового дрейфа, в то
время как вертикальный поток определяется ско-
ростью всплывания пузырьков в покоящейся
водной среде. На основе полученных данных
предложены параметризации вертикального и го-
ризонтального потоков объемной доли воздуш-
ной фазы в приповерхностном водном слое.

Следует отметить, что в настоящей работе по-
верхностная волна считается заданной. Рассмот-
рение самосогласованной задачи (с учетом моди-
фикации поверхностной волны приповерхност-
ной турбулентностью и пузырьками) остается
предметом будущих исследований.
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On Microbubbles Transfer by Surface Waves
O. A. Druzhinin*

Instiute of applied physics RAS, Nizhny Novgorod, 46 Ulyanov St., 603950 Russia
*e-mail: druzhinin@ipfran.ru

Direct numerical simulation (DNS) is performed and the dynamics of a near-surface water layer populated
by air bubbles in the presence of a stationary surface wave is investigated. Full, 3D Navier-Stokes equations
for the carrier f low are solved in a Eulerian frame simultaneously with the Lagrangian equations of the bub-
bles motion taking into account the impact of the bubbles on the carrier f low. The bubbles diameters are con-
sidered in the range from 200 to 400 microns, and the effects related to the bubbles deformation are neglected.
The simulations results show that rising bubbles enhance the carrier-flow turbulence due to their vortex
wakes. The results also show that bubbles dynamics are governed by buoyancy, the surrounding f luid accel-
eration force and the drag force whereas the impact of the lift force based on the surrounding f low vorticity
and bubble relative velocity remains negligible. Parameterizations of the vertical and horizontal f luxes of the
void fraction are obtained which show that the horizontal transport of bubbles is controlled by the Stokes drift
whereas the vertical f lux is determined by the terminal bubble velocity in an acquiescent water.

Keywords: surface waves, air bubbles, turbulence, numerical simulation
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