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В приближении Буссинеска рассматриваются свободные инерционно-гравитационные внутренние
волны при учете турбулентной вязкости и диффузии в плоскопараллельном течении, перпендику-
лярном к направлению распространению волны. Для однородной стратификации и при постоян-
ном сдвиге скорости течения аналитически решается краевая задача для амплитуды вертикальной
скорости и находится дисперсионное соотношение. Мнимая часть частоты волны отрицательная,
т.е. волна затухает. Определяются вертикальные волновые потоки импульса и скорость стоксова
дрейфа частиц жидкости. Учет турбулентной вязкости и диффузии несколько увеличивает верти-
кальный волновой поток импульса, а скорость стоксова дрейфа, наоборот, уменьшает.
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Вертикальный обмен в океане играет ключе-
вую роль в функционировании экосистемы, по-
этому исследования механизмов обмена является
актуальной задачей. Традиционно процессы пе-
реноса по вертикали связывают с мелкомасштаб-
ной турбулентностью. Механизмы ее генерации
самые разнообразные: обрушение поверхност-
ных и внутренних волн, гидродинамическая не-
устойчивость течений и приливов, донное тре-
ние. Внутренние волны вследствие гидродинами-
ческой неустойчивости могут передавать энергию
более мелкомасштабным внутренним волнам [1],
которые, в свою очередь, вследствие нелинейных
взаимодействий передают ее еще в более мелкие
масштабы и в конце концов в турбулентность.
Так реализуется каскадный механизм передачи
энергии от внутренних волн в мелкомасштабную
турбулентность. В натурном эксперименте это
проявляется в присутствии пятен турбулентности
в областях с пониженным числом Ричардсона,
меньшим критического [1–5]. Однако турбулент-
ность может поддерживаться внутренними вол-
нами и при отсутствии гидродинамической не-
устойчивости за счет действия сдвига скорости
течения [6]. Это более мягкий режим поддержа-
ния турбулентности без обрушения внутренних
волн. Захват внутренних волн горизонтальными
неоднородностями стратификации и течений
приводит к фокусировке внутренних волн, ам-

плитуда волны подрастает вплоть до проявления
нелинейных эффектов и диссипации энергии в
турбулентность [7]. Аналогичный эффект имеет
место при захвате внутренних волн на шельфе,
когда волна распространяется в область умень-
шения глубины.

Плотностная стратификация в пикноклине
сильно подавляет мелкомасштабную турбулент-
ность, в то время как пикноклин является волно-
водом для внутренних волн. Поэтому актуальным
является исследование вклада внутренних волн в
вертикальный обмен. Нелинейные эффекты при
распространении пакетов внутренних волн прояв-
ляются в генерации средних на временном масшта-
бе волны течений [8, 9]. Вертикальная составляю-
щая этих течений на переднем и заднем фронте па-
кета имеет разные знаки, поэтому интегрального
вертикального переноса не происходит. В страти-
фицированной среде мелкомасштабная турбулент-
ность имеет перемежаемый характер и можно гово-
рить об “эффективном” коэффициенте турбулент-
ного обмена.

Внутренние волны при учете турбулентной
вязкости и диффузии затухают [10–13]. Верти-
кальные волновые потоки импульса ,  при
этом отличны от нуля [14]. При учете вращения
Земли и среднего течения, у которого компонента
скорости, перпендикулярная направлению рас-
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пространения волны зависит от вертикальной ко-
ординаты, вертикальные волновые потоки им-
пульса отличны от нуля даже при отсутствии тур-
булентной вязкости и диффузии [15]. При этом
мнимая часть частоты волны отлична от нуля и
может быть как положительной, так и отрица-
тельной в зависимости от частоты волны и номе-
ра моды [15]. В настоящей работе рассматривает-
ся влияние турбулентной вязкости и диффузии на
эти эффекты. Для этого используется аналитиче-
ски разрешимая модель однородной стратифика-
ции с постоянным сдвигом скорости течения и
постоянными коэффициентами турбулентного
обмена. Без учета турбулентной вязкости и диф-
фузии ранее было получено в [16], что уравнение
для амплитуды вертикальной скорости имеет
комплексные коэффициенты, собственная функ-
ция комплексная, а частота волны действитель-
ная в случае, когда волна распространяется нор-
мально к потоку. Вертикальные волновые потоки
импульса отличны от нуля. Компонента скорости
стоксова дрейфа, перпендикулярная направле-
нию распространению волны также отлична от
нуля [16]. Ниже будет рассматриваться влияние
турбулентной вязкости и диффузии на эти эф-
фекты, т.к. турбулентная вязкость и диффузия без
учета среднего течения также приводит к верти-
кальному переносу импульса [14]. Поскольку ко-
эффициенты горизонтального турбулентного об-
мена на три-четыре порядка больше коэффици-
ентов вертикального турбулентного обмена, то
последними пренебрегается.

Постановка задачи. Рассматриваются свобод-
ные инерционно-гравитационные внутренние
волны на плоскопараллельном стратифициро-
ванном течении с вертикальным сдвигом скоро-
сти в безграничном бассейне постоянной глубины
при учете горизонтальной турбулентной вязкости и
диффузии. Коэффициенты горизонтальной турбу-
лентной вязкости  и диффузии  предполагают-
ся не зависящими от пространственных коорди-
нат и времени. Горизонтальным изменением по-
ля средней плотности и скорости течения на
рассматриваемых масштабах пренебрегается.
Скорость течения  зависит от вертикальной
координаты. В линейном приближении решается
краевая задача для амплитуды вертикальной ско-
рости и находится дисперсионное соотношение.
Во втором порядке по амплитуде волны опреде-
ляются скорость стоксова дрейфа и вертикальные
потоки импульса. Система уравнений гидродина-
мики в приближении Буссинеска для волновых
возмущений имеет вид:
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где  – две горизонтальные и вертикальная
координаты, ось  направлена вертикально вверх,

 – соответственно две горизонтальные и
вертикальная компоненты волновой скорости те-
чения,  и  – волновые возмущения давления и
плотности,  – профиль невозмущенной
средней плотности,  – скорость среднего те-
чения, направленная вдоль оси , – ускорение
свободного падения,  – параметр Кориолиса;

действие оператора  раскрывается по формуле

.

Граничные условия на поверхности моря
( ) – условие “твeрдой крышки”, которое от-
фильтровывает внутренние волны от поверхност-
ных волн [17] и отсутствие тангенциальных на-
пряжений [15, 18]
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(7)

Граничные условия на дне – условие непроте-
кания и отсутствие тангенциальных напряжений
(условие “гладкого скольжения” [9]):
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где  – глубина моря.
Линейное приближение. Решения в линейном

приближении представляются в виде:
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где  – комплексно сопряженные слагаемые,
A – амплитудный множитель,  – фаза волны;

,  – горизонтальное вол-
новое число,  – частота волны. Предполагается,
что волна распространяется вдоль оси .

Подставляя (10) в систему (1)–(5) находим
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Функция  удовлетворяет уравнению

(14)

где 

здесь  – квадрат частоты Брента–

Вяйсяля.
Граничные условия для  следуют из (6), (8):
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(16)

Граничные условия (7), (9) выполняются автома-
тически.

Нелинейные эффекты. Скорость стоксова
дрейфа частиц жидкости определяется по форму-
ле [19]:

(17)

где  – поле волновых эйлеровых скоростей; чер-
та сверху означает осреднение по периоду волны.
Горизонтальная компонента скорости стоксова
дрейфа, направленная вдоль волнового вектора, с
точностью до членов, квадратичных по амплиту-
де волны, имеет вид
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где ,  – мнимая часть
частоты.

Поперечная к направлению распространения
волны горизонтальная компонента скорости
стоксова дрейфа определяется по формуле

(19)

Используя (10) найдем вертикальные волно-
вые потоки импульса  и .

(20)

(21)

При учете горизонтальной турбулентной вязко-
сти и диффузии волновые потоки импульса (20),
(21) и поперечная к направлению распространения
волны компонента скорости стоксова дрейфа (19)
отличны от нуля.

Если турбулентную вязкость и диффузию не

учитывать, то при  волновой поток им-

пульса  и поперечная к направлению распро-
странения компонента скорости стоксова дрейфа

 при учете вращения Земли отличны от нуля.
Поток импульса  при этом отличен от нуля и
при отсутствии течения, но при учете вращения
Земли.

Если не учитывать ни вращение Земли, ни тур-

булентную вязкость и диффузию, то при 

волновые потоки импульса (20), (21) нулевые, а
поперечная к направлению распространения
компонента скорости стоксова дрейфа Vs (19) от-
лична от нуля.

Нормирующий множитель  находится по
известной величине максимальной амплитуды
вертикальных смещений. Для этого выразим вер-
тикальное смещение , используя соотношение

:
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Отсюда следует

где .Таким образом, амплитуда верти-
кальных смещений пропорциональна .

Результаты расчетов. Уравнение (14) допускает
точное аналитическое решения для частного слу-
чая однородной стратификации и постоянного
сдвига скорости, который мы и рассмотрим. В

этом случае , ,

,  Уравнение (14) упроща-
ется к линейному однородному дифференциаль-
ному уравнению второго порядка с постоянными
коэффициентами:

(22)
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.

Решение краевой задачи (15), (16), (22) имеет
вид:

(23)

ζ=
ω

max
1

10

,
2 max /

A
w

ω = ω0 Re( )
ω10/w

= constN = =0
00 constdV V

dz
= +0 00( ) ( )V z V z H > 0H

+ + =
2

10 10
1 1 102 0,d w dwia b w

dzdz

( )
=

ω + −
00

1 22 2

fkVa
ik K f

( )= ω + ×2 2
1b k ik K

( ) ( )
−   × − ω + ω + −    ω + 

12 22 2 2
2

N ik K ik K f
ik M

−
= ×

    
× + − − +            

1

2
10

2 2
1 1

1 1

( )

exp exp .
4 4

ia z

w z e

a aiz b iz b

При этом справедливо дисперсионное уравне-
ние, вытекающее из граничного условия (16) при

:

(24)

где  – номер моды. При  из (24)
следует дисперсионное соотношение, получен-
ное в работе [16]:

(25)

При  дисперсионное соотношение (25)
переходит в известное соотношение для однород-
ной стратификации [10, 17]:

Коэффициент горизонтальной диффузии  зави-
сит от масштаба явления по закону “4/3” [20, 21]:

Здесь под масштабом  подразумевается длина
волны.

Дисперсионное уравнение (24) решается чис-
ленно для фиксированного волнового числа и но-
мера моды. Находится действительная и мнимая
часть частоты волны при  цикл/ч,  м,

 с , . Число Ричардсо-

на  равно 1.5. При турбулентном чис-
ле Прандтля  из соотношения (7) работы
[22] следует, что параметр анизотропии ,
что соответствует рассматриваемому случаю, ко-
гда горизонтальный масштаб турбулентности
много больше вертикального [22]. Коэффициент
турбулентной вязкости  связан с коэффициен-
том турбулентной диффузии  соотношением

, отсюда . Зависимость дей-
ствительной части частоты  от волно-
вого числа  для первых двух мод показана на
рис. 1. На этом же рисунке показаны дисперсион-
ные кривые первых двух мод, когда турбулентная
вязкость и диффузия не учитываются, т.е. при

. Из рис. 1 следует, что учет турбулент-
ной вязкости и диффузии на дисперсионные вли-
яния практически не оказывает. Зависимость
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Рис. 1. Дисперсионные кривые: 1 – первая мода, 2 –
вторая мода.
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мнимой части частоты волны  от вол-
нового числа для первых двух мод показана на
рис. 2. Мнимая часть частоты волны при учете
турбулентной вязкости и диффузии отрицатель-
ная, т.е. волна затухает, а  – декремент затуха-
ния волны. У второй моды декремент затухания
по модулю выше, чем у первой при фиксирован-
ной действительной части частоты волны.

Сравнение волновых потоков импульса  (20),
 (21) приводится на рис. 3 для внутренней вол-

ны низшей моды при  рад/м,  м.
Волновой поток  превышает по абсолютной
величине поток . На рис. 4 делается сопостав-
ление волнового потока импульса  (20) при
учете (сплошная кривая) и без учета турбулент-
ной вязкости и диффузии при одной и той же
максимальной амплитуде волны низшей моды

 м при  рад/м. Из рис. 4 следует,
что при учете турбулентной вязкости и диффузии
волновой поток  больше.

На рис. 5 делается сопоставление волнового
потока импульса  при учете (сплошная кривая)
и без учета турбулентной вязкости и диффузии
для низшей моды при  рад/м,  м.
Волновой поток импульса  при учете турбу-
лентной вязкости и диффузии преобладает над
потоком без их учета в верхнем 40-метровом слое.
Глубже, наоборот, преобладает поток без учета
турбулентной вязкости и диффузии.

Вертикальные профили скорости стоксова
дрейфа  показаны на рис. 6 при учете турбулент-

δω = ωIm( )

δω

uw
vw

= 0.01k ζ =max 0.5
vw

uw
uw

ζ =max 0.5 = 0.01k

uw

vw

= 0.01k ζ =max 0.5
vw

su

ной вязкости и диффузии (сплошная кривая) и
без их учета для внутренних волн низшей моды
при  рад/м. Из рис. 6 следует, что компо-
нента скорости стоксова дрейфа  практически
не зависит от турбулентной вязкости и диффузии.

= 0.01k
su

Рис. 2. Зависимость мнимой части частоты волны от
действительной части частоты: 1 – первая мода, 2 –
вторая мода.
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Рис. 3. Волновые вертикальные потоки импульса
(1),  (2) для первой моды внутренних волн.
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Рис. 4. Профили вертикального потока импульса 
при учете турбулентной вязкости и диффузии и без их
учета.
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Вертикальные профили компоненты скорости
стоксова дрейфа  показаны на рис. 7 при учете
турбулентной вязкости и диффузии (сплошная
кривая) и без их учета. Сравнение компоненты
скорости стоксова дрейфа , поперечной к на-

vs

vs

правлению распространения волны при учете и
без учета турбулентной вязкости и диффузии по-
казывает, что отличие очень слабое. Для иссле-
дования влияния турбулентной вязкости и диф-
фузии на скорость стоксова дрейфа увеличим
коэффициенты горизонтального турбулентного
обмена в 5 раз, т.к. имеет смысл говорить об ин-
тервале значений коэффициентов обмена. Верти-
кальные профили компонент скорости стоксова
дрейфа при учете (сплошная линия) и без учета
турбулентной вязкости и диффузии показаны на
рис. 8, 9. Из рис. 8 следует, что учет турбулентной
вязкости и диффузии при увеличенных коэффи-
циентах обмена несколько уменьшает максиму-
мы модуля скорости стоксова дрейфа . Верти-
кальные профили поперечной к направлению
распространения волны компоненты скорости
стоксова дрейфа  при учете увеличенных коэф-
фициентах турбулентного обмена и без их учета
показаны на рис. 9. Сплошная линия соответ-
ствует случаю учета турбулентной вязкости и
диффузии. Сравнение поперечной к направле-
нию распространения волны компоненты скоро-
сти стоксова дрейфа  при учете увеличенных ко-
эффициентов турбулентного обмена и без их уче-
та показывает, что учет турбулентной вязкости и
диффузии уже более значительно уменьшает мак-
симальные по модулю значения этой компонен-
ты скорости, чем у .

su

vs

vs

su

Рис. 5. Профили вертикального потока импульса 
при учете турбулентной вязкости и диффузии и без их
учета.
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Рис. 6. Вертикальные профили скорости стоксова
дрейфа  при учете и без учета турбулентной вязко-
сти и диффузии.
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Рис. 7. Вертикальные профили скорости стоксова
дрейфа  при учете и без учета турбулентной вязко-
сти и диффузии.
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ВЫВОДЫ
1. У инерционно-гравитационных внутренних

волн в сдвиговом потоке мнимая поправка к ча-
стоте при учете горизонтальной турбулентной
вязкости и диффузии отрицательная, т.е. волна
затухает.

2. Вертикальный волновой поток импульса 
у первой моды внутренних волн при учете гори-
зонтальной турбулентной вязкости и диффузии
превышает поток без их учета в верхнем 40-метро-
вом слое, глубже, наоборот этот поток меньше по-
тока без учета турбулентной вязкости и диффузии.

3. Вертикальный волновой поток импульса 
при учете турбулентной вязкости и диффузии
превышает этот поток без их учета.

4. Турбулентная вязкость и диффузия слабо
влияет на скорость стоксова дрейфа. Увеличение
коэффициентов турбулентного обмена в пять раз
приводит к тому, что продольная составляющая
скорости стоксова дрейфа  незначительно
уменьшается, у поперечной компоненты скоро-
сти стоксова дрейфа  уменьшение максимумов
модуля скорости более значительное.

Работа выполнена в рамках государственного
задания по теме: 0555-2021-0004 “Фундаменталь-
ные исследования океанологических процессов,
определяющих состояние и эволюцию морской
среды под влиянием естественных и антропоген-
ных факторов, на основе методов наблюдения и
моделирования” (шифр “Океанологические ис-
следования”).
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Vertical Momentum Transfer by Internal Waves in a Shear Flow, 
Taking Into Account Turbulent Viscosity and Diffusion

A. A. Slepyshev*
Marine Hydrophysical Institute of the Russian Academy of Sciences, st. Kapitanskaya, 2, Sevastopol, 299011 Russia

*e-mail: slep55@mail.ru

In the Boussinesq approximation, free inertia-gravity internal waves are considered taking into account tur-
bulent viscosity and diffusion in a plane-parallel f low perpendicular to the direction of wave propagation. For
homogeneous stratification and with a constant f low velocity shear, the boundary value problem for the ver-
tical velocity amplitude is analytically solved and the dispersion relation is found. The imaginary part of the
wave frequency is negative, i.e. the wave is fading. The vertical wave momentum fluxes and the velocity of the
Stokes drift of liquid particles are determined. Accounting for turbulent viscosity and diffusion somewhat in-
creases the vertical wave momentum flux, while the Stokes drift velocity, on the contrary, decreases it.

Keywords: internal waves, wave momentum flux, Stokes drift
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