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Теоретически исследуется взаимодействие различных форм конвекции с устойчиво стратифициро-
ванными задерживающими слоями в атмосфере. Рассмотрены три различные постановки задачи.
1) Линейная задача с заданными возмущениями температуры и вертикальной скорости на нижней
границе устойчиво стратифицированной среды. 2) Проникновение в такую среду изолированного
турбулентного термика. 3) Воздействие на задерживающий слой интенсивной конвективной турбу-
лентной струи. Найдены аналитические решения соответствующих модельных задач. Обсуждается
возможность связи рассмотренных моделей с сигнатурами интенсивной конвекции, в частности, с
куполообразными выступами над наковальней кучево-дождевого облака (или кластера конвектив-
ной системы), представляющими собой вторжение мощного восходящего потока в устойчиво стра-
тифицированную среду.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Для тропосферы весьма характерны ситуации,
в которых горизонтальный слой воздуха, охва-
ченный конвекцией (с неустойчивой или близкой
к нейтральной стратификацией плотности) ограни-
чен сверху устойчиво стратифицированным “задер-
живающим” слоем. По многим причинам, пред-
ставляет интерес взаимодействие конвективных
элементов с такими слоями. Важно представлять,
до какой степени задерживающий слой деформи-
руется конвекцией, в частности, в каких случаях
он может быть “пробит”. Один из важных приме-
ров – “пробивание” тропопаузы над мощными
конвективными системами, которые нередко яв-
ляются генераторами опасных конвективных яв-
лений (см., например, [Chernokulsky et al., 2023;
Bedka, 2011; Marion et al., 2019] и библиографию в
этих изданиях). Происходящие в этих системах
интенсивные конвективные процессы иногда
проявляются в виде определенных диагностиче-
ских признаков (индикаторов, паттернов) – так
называемых сигнатур интенсивной конвекции.
Эти признаки обнаруживаются в дистанционных
данных различного типа: спутниковых, радар-
ных, грозопеленгационных и др. и, по результа-
там некоторых исследований, установлена стати-

стическая связь наблюдаемых сигнатур с реги-
страцией опасных конвективных явлений. К
таким сигнатурам относится, в частности, Over-
shooting Top (ОТ) – куполообразный выступ над
наковальней кучево-дождевого облака (или кла-
стера конвективной системы), представляющий
собой вторжение мощного восходящего потока в
устойчиво стратифицированную среду. Такие
сигнатуры могут нести важную диагностическую
и прогностическую информацию. Например, OT
демонстрирует заметную корреляцию с интен-
сивностью торнадо. Поэтому важно научиться
связывать наблюдаемую картину (например, вы-
соту упомянутого “купола”, наблюдаемую глуби-
ну проникновения восходящего потока в устой-
чиво стратифицированную среду) со свойствами
восходящего потока (скоростью, плавучестью). В
настоящей работе предложены некоторые анали-
тические модели подобных процессов. В следую-
щем разделе в качестве первого шага рассмотрена
задача о деформации устойчиво стратифициро-
ванной среды слабыми (линейными) стационар-
ными возмущениями на нижней границе. Затем
рассмотрены нелинейные задачи. В разделе 3 ис-
следовано интенсивное нестационарное воздей-
ствие изолированного термика, а в разделе 4 –
турбулентной конвективной струи.
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2. ЛИНЕЙНЫЙ СТАЦИОНАРНЫЙ ОТКЛИК 
УСТОЙЧИВО СТРАТИФИЦИРОВАННОЙ 
СРЕДЫ НА ОТКЛОНЕНИЯ ПЛАВУЧЕСТИ 

И ДИНАМИЧЕСКИЕ ВОЗДЕЙСТВИЯ 
НА НИЖНЕЙ ГРАНИЦЕ

Рассматривается устойчиво стратифициро-
ванная полуограниченная среда в области 
(ось  направлена вертикально вверх). Используя
приближение Буссинеска, предполагаем, что
плотность среды линейно зависит от возмущений
температуры (в задачах физики атмосферы в ка-
честве соответствующей переменной удобно ис-
пользовать отклонения потенциальной темпера-
туры [Гилл, 1986]) 

(1)
Здесь  – плотность,  – фоновое (отсчетное)
значение плотности,  – термический коэффи-
циент расширения среды.

В данном разделе рассматриваются термиче-
ские и динамические неоднородности с горизон-
тальными масштабами не более нескольких де-
сятков километров, так что кориолисовы ускоре-
ния не учитываются. Линеаризованная система
уравнений динамики и переноса тепла для стаци-
онарной двумерной задачи имеет вид [Гилл, 1986;
Stommel, Veronis, 1957; Ингель, Макоско, 2020]:

(2)

(3)

Здесь  – составляющие вектора скорости 
вдоль горизонтальной оси  и вертикальной оси 
соответственно;   – возмущение давле-
ния;  – ускорение свободного падения;  –
коэффициенты обмена;  –
двумерный оператор Лапласа; температурная
стратификация предполагается устойчивой, так
что фоновый градиент потенциальной темпера-
туры 

Предполагается, что на нижней границе зада-
ны гармонические по горизонтали термические и
динамические возмущения, а для горизонталь-
ной скорости – условие скольжения:

(4)

Формулировка задачи с гармоническими гранич-
ными условиями позволяет получить прозрачные
аналитические решения, и это широко использу-
ется, начиная, по меньшей мере, с работы [Stom-
mel, Veronis, 1957]. Что касается условия скольже-
ния, оно в данной задаче не принципиально и мо-
жет быть без качественных изменений заменено,
например, более общим краевым условием тре-
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тьего рода. Предполагается, что вдали от нижней
границы (при ) все возмущения затухают.

Ищем гармонические по горизонтальной ко-
ординате решения в виде:

Система уравнений для амплитуд имеет вид

(5)

(6)

(7)

Исключая из последней системы все неизвест-
ные кроме  получаем уравнение

(8)

Здесь введены частота плавучести N, безразмер-
ная переменная  и безразмерный параметр

 являющийся некоторым аналогом числа
Рэлея.

Решение уравнения (8) стандартным образом
ищем в виде линейной комбинации экспонент
типа  Характеристическое уравнение
имеет вид

(9)

С учётом затухания при  решение для
вертикальной скорости представляет собой ли-
нейную комбинацию трёх экспонент

(10)

где отобраны корни  с отрицательными дей-
ствительными частями (здесь предполагается,
что эти корни различны); постоянные интегриро-
вания  определяются из краевых условий.

Расчеты заметно упрощаются с учетом того,
что при рассматриваемых значениях параметров
обычно  Например, при 

 (эффективные коэффициенты

турбулентного обмена),  (что соот-
ветствует длине горизонтальной полуволны око-
ло 3 км)  С учетом больших значений 
горизонтальные производные в рассматриваемой
системе уравнений малы по сравнению с верти-
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кальными, абсолютные значения входящих в (10)
корней характеристического уравнения велики;
их приближенные значения:

Для коэффициентов  с учетом краевых усло-
вий получается приближенная система алгебраи-
ческих уравнений:

где введено обозначение

Ее решение:

Для полей скорости, температуры и давления по-
лучаем приближенное решение:
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Все возмущения затухают на вертикальных мас-

штабах порядка  много меньших гори-

зонтального масштаба возмущений  Иными
словами, при  возмущения проникают в от-
носительно тонкий слой устойчиво стратифици-
рованной среды. Для приведенных выше числен-
ных значений параметров толщина такого слоя не
превышает первых сотен метров.

Величины  обусловлены заданными от-
клонениями вертикальной скорости и температу-
ры на нижней границе рассматриваемой области
соответственно. Их безразмерное отношение

определяет соотношение вкладов “термическо-
го” и “динамического” источников возмущений.

На рис. 1, 2 представлены примеры профилей
вертикальной скорости и отклонений температу-
ры на вертикали  для различных значений

 и приведенных выше численных значений
параметров. Чисто динамический форсинг (

) приводит к подъему относительно холодных
объемов среды, адиабатическому охлаждению – это
демонстрирует толстая кривая на рис. 2. При нагре-
ве на нижней границе плавучесть сначала положи-
тельна, вертикальная скорость возрастает. Но за-
тем, вследствие адиабатического охлаждения,
плавучесть убывает, становится отрицательной, и
восходящее движение прекращается.
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Рис. 1. Примеры профилей вертикальной скорости

на вертикали  при  

 для различных краевых условий:
 м/c,   (отсутствие температурных

возмущений на нижней границе, толстая линия);
 м/c,   (на нижней границе зада-

ны как “динамические”, так и “термические” возму-
щения, тонкая сплошная линия);  

 (на нижней границе задано только отклонение
температуры, штриховая линия).
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3. ПРОНИКНОВЕНИЕ 
ИНТЕНСИВНОГО ТУРБУЛЕНТНОГО

ТЕРМИКА В УСТОЙЧИВО 
СТРАТИФИЦИРОВАННУЮ СРЕДУ

В предыдущем разделе рассматривался случай
слабого воздействия на устойчиво стратифициро-
ванную среду (малые скорости и слабый перегрев
на нижней границе). В настоящем разделе рас-
сматривается задача о внедрении в среду доста-
точно интенсивного конвективного элемента –
изолированного турбулентного термика.

Воспользуемся имеющимися в литературе ре-
зультатами теоретических исследований динами-
ки турбулентных термиков (см., например, [Ин-
гель, 2021] и библиографию в этой работе). Соглас-
но упомянутой работе, рассматриваем систему
уравнений

(11)

Здесь  – время;  – радиус, скорость всплы-
вания и удельная плавучесть термика соответ-
ственно. Последняя имеет размерность ускоре-
ния и выражается соотношением  где

 – отклонение плотности (в [Ингель, 2021] в
этом равенстве содержится описка – пропущен
отрицательный знак). На нижней границе 
заданы значения  соответственно. Через

 обозначены безразмерные константы. Пер-
вая из них определяется интенсивностью вовле-
чения окружающей среды; в литературе рекомен-
дуются, в частности, значения  

В процессе монотонного вертикального движе-
ния термика, имеет место взаимно-однозначное со-
ответствие между его вертикальной координатой 
(уровнем его условного центра) и временем. По-
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этому можно вместо времени использовать пере-
менную  имея в виду, что

(12)

С учетом (12), из второго и третьего уравне-
ний (11) нетрудно получить выражения [Ингель,
2021]:

(13)

Из первого уравнения (11) следует

(14)

В общем случае это решение приводит к до-
вольно громоздким явным выражениям. Они не-
сколько упрощаются если ограничиться случаем
не зависящей от  стратификации 
Примем еще одно упрощение. Если начальный
радиус рассматриваемого конвективного элемент

 достаточно большой (например, порядка 1 км),
то в процессе ограниченного по высоте проник-
новения термика в задерживающий слой, согласно
(14), его размеры существенно не изменятся. По-
этому при относительно небольших перемещениях
термика можно пренебрегать изменением его раз-
меров. В этом приближении решение имеет вид

Плавучесть (перегрев) термика в этом приближе-
нии линейно убывает с высотой. Подъем прекра-
щается на высоте

(15)

где  обращается в ноль. Пусть, например, на-
чальная скорость термика  м/c, его на-
чальный перегрев 3 К, а  с. Начальная
плавучесть  в этом случае порядка 0.1 м/с2, и все
слагаемые в (15) одного порядка. Механический
импульс и перегрев вносят примерно одинако-
вый вклад в высоту проникновения термика 
которая при рассматриваемой умеренной страти-
фикации составляет примерно 2 км.
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Рис. 2. Профили отклонений температуры для тех же
краевых условий, что на рис. 1.
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4. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ИНТЕНСИВНОЙ 
КОНВЕКТИВНОЙ ТУРБУЛЕНТНОЙ 

СТРУИ С ЗАДЕРЖИВАЮЩИМ СЛОЕМ
Воспользуемся теорией конвективных турбу-

лентных струй, развитой в [Вульфсон и др., 1987].
С использованием приближения пограничного
слоя, вытянутого вдоль оси струи, и гипотезы по-
добия профилей вертикальной скорости и темпе-
ратурного возмущения в интенсивной струе вы-
ведена система уравнений

(16)

Здесь  – радиус струи (эта функция опреде-
ляется интенсивностью вовлечения),  и  – вер-
тикальная скорость и отклонение температуры на
оси струи соответственно;  – безразмерные ко-
эффициенты, значения которых выражаются че-
рез интегралы от предполагаемых радиальных
профилей  и . В [Вульфсон и др., 1987] из эмпи-
рических данных приняты радиальные зависимо-

сти типа  для которых 

На нижней границе  предполагаются за-
данными скорость  и отклонение темпера-
туры  Зависимость  в [Вульфсон и др.,
1987], как и в предыдущем разделе, предполагается
линейной. Снова будем предполагать, что к началу
взаимодействия струи с устойчиво стратифициро-
ванной средой она достаточно широкая и до ее
остановки в этой среде она не успевает существен-
но расшириться. Пренебрегая изменением  по-
лучаем более простую систему уравнений:

(17)

Из первого уравнения (17),

(18)

Подставив (18) во второе уравнение (17), при
 приходим к уравнению

(19)

Если  то независимая переменная  не
входит в явном виде в (19), и это уравнение допус-
кает понижение порядка. Для переменной

 получаем уравнение первого порядка

( ) ( )= α θ θ = − γ2 2 2 22 4

1 3

, .a ad dwR g R w R wR
dz a dz a

( )R z
w θ

ia

w θ

( )( )− 21 ,r R z = =1 3 1/4,a a
= =2 4 1/3.a a

= 0z
>0 0w

θ0. ( ),R z

,R

( ) ( )= α θ θ = − γ2 2 4

1 3

, .a ad dw g w w
dz a dz a

θ =
α
1

2

2 .a w dw
a g dz

≠ 0w

 + = − ≡ 
 

22
2 2 4

2
1 3

2 , .
2
a ad w dww AN A
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= const,N z

χ ≡ dw dz

χχ + χ = −2 22 ,dw AN
dw

линейное относительно 

Последнее уравнение, очевидно, имеет част-
ное решение  так что, общее реше-
ние можно записать в виде

(20)

где  – постоянная интегрирования. Приняв при-
веденные выше значения постоянных  можно за-
писать

(21)

Из (18) следует, что

С учетом этого, из (20) при указанных значениях
постоянных  находим

Теперь (21) можно записать в виде

(22)

Остановимся на вопросе о выборе знака в (22).
Как видно из (18), для восходящих струй 
знак  должен совпадать со знаком отклоне-
ния температуры. Следовательно, если на ниж-
ней границе задан положительный перегрев

 то сначала (до некоторого уровня) в (22)
следует выбирать положительный знак. Вводя
обозначения

(23)

(22) можно переписать в виде

(24)

Согласно вышеизложенному, на нижних уровнях
при  когда  в (24) следует выбрать по-

χ2:
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ложительный знак, так что в этой области неяв-
ное решение в квадратурах можно записать в виде

(25)

Благодаря начальному нагреву, струя ускоряется
и при

(26)

достигает максимальной скорости  В про-
цессе подъема происходит адиабатическое охла-
ждение, температура струи понижается, и при

 перегрев, как и  обращаются в ноль.

( )
∗

∗

ξ ξ∗=
− ξ
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2

1 24

3 .
2 1

w w

w w

w dz
N

( )∗

ξ ξ∗= ≡∗ − ξ


0

1 2

1 24

3
2 1w w

w dz z
N

= ∗.w w

= ∗z z dw dz

Дальнейший замедляющийся подъем происходит
по инерции при отрицательной плавучести, и в
равенствах (21), (22), (24) следует выбирать отри-
цательный знак. Неявное решение в этой области
имеет вид

(27)

Полная высота подъема струи от нижней грани-
цы задерживающего слоя:

(28)

Интегралы в (25)–(28) выражаются через эл-
липтические интегралы  и  [Справочник по
специальным функциям, 1979] и подробно про-
анализированы и табулированы в [Вульфсон и
др., 1987]. Значение интеграла на максимальном
интервале:

Таким образом, полная высота подъема струи по-
рядка . Если, например,  м/c,

  К/м, то второе слагаемое в

скобках в (23) равно единице и  м/с,
а вертикальный масштаб  приближается к
2 км. На рис. 3, 4 приведены примеры зависимо-
стей скорости и отклонения температуры струи
от высоты при различных значениях параметров.
Рисунки дают представление о том, в какой сте-
пени увеличение устойчивости стратификации
уменьшает достигаемую струей высоту, а началь-
ный перегрев способствует ее увеличению. Сле-
дует иметь в виду, что рассматриваемая модель
[Вульфсон и др., 1987] предполагает достаточно
большие скорости подъема струи, так что реше-
ния вблизи уровней остановки струи не претенду-
ют на адекватность.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрено взаимодействие различных ти-
пов конвекции с расположенным выше устойчи-
во стратифицированным слоем среды. Найдены
аналитические выражения для высоты проник-
новения возмущений. Высота проникновения
интенсивной турбулентной струи согласуется по
порядку величины с наблюдаемыми сигнатурами
интенсивных конвективных явлений типа Over-
shooting Tops. Модели допускают дальнейшее
развитие и уточнения. В частности, может быть

( )
∗ ξ ξ∗= −∗ − ξ


2

1 24
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3 .
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w ww dz z
N
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1 2

1 24
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Рис. 3. Зависимости скорости восходящей конвек-
тивной струи в устойчиво стратифицированной среде

от высоты при  м/c,   К/м
(толстая линия), при тех же значениях параметров за

исключением  К/м (тонкая сплошная ли-

ния), при  м/c,   К/м
(штриховая линия).
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Рис. 4. Зависимости отклонения температуры восхо-
дящей струи при тех же значениях параметров, что и
на предыдущем рисунке.
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учтено расширение с высотой рассматриваемых
конвективных элементов – струй и термиков.

Автор признателен рецензенту за полезные за-
мечания и предложения.
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Analytical Models of the Interaction of Convection with Intercepting Layers 
in the Atmosphere

L. Kh. Ingel1, 2, *
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2Obukhov Institute of Atmospheric Physics, Russian Academy of Sciences, Pyzhevskii per., 3, Moscow, 119017 Russia
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The interaction of various forms of convection with stably stratified barrier layers in the atmosphere is theo-
retically investigated. Three different formulations of the problem are considered. 1) A linear problem with
given perturbations of temperature and vertical velocity at the lower boundary of a stably stratified medium.
2) Penetration of an isolated turbulent thermal into such a medium. 3) Impact on the intercepting layer of an
intense convective turbulent jet. Analytical solutions of the corresponding model problems are found. The
possibility of connecting the considered models with signatures of intense convection, in particular, with
dome-shaped protrusions above the anvil of a cumulonimbus cloud (or a cluster of a convective system),
which represent the intrusion of a powerful updraft into a stably stratified medium, is discussed.

Keywords: atmospheric convection, intercepting layers, stable stratification, tropopause, jets, thermals, ana-
lytical models, nonlinearity
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