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1. ВВЕДЕНИЕ

В ряде публикаций последних лет обращается
внимание на неоднородности подстилающей по-
верхности как фактор, который может способ-
ствовать зарождению и интенсификации смерчей
[Frazier et al, 2019; Kellner, Niyogy, 2014; Lyza,
Knupp, 2018; Markert et al, 2019; Muncy, 2021;
Wheatley, Trapp, 2008]. Один из возможных физи-
ческих механизмов заключается в том, что при
взаимодействии горизонтального течения с неод-
нородной подстилающей поверхностью эффек-
тивное сопротивление может быть неоднородным
в поперечном к потоку направлении. Это должно
приводить к возникновению горизонтального
сдвига, и, следовательно, генерации вертикальной
завихренности, которая, как известно, является
важнейшим фактором, способствующим зарожде-
нию и интенсификации смерчей (см., например,
[Dotzek et al, 2010; Miglietta, 2019]). В настоящей за-
метке рассмотрена относящаяся сюда простейшая
аналитическая модель. Отметим, что некоторые
эффекты неоднородного трения исследовались в
недавней работе [Ингель, Макоско, 2023], но в ней
рассматривались неоднородности поверхности и
связанные с этим процессы относительно боль-
ших горизонтальных масштабов, для которых

важную роль играет, в частности, учет кориоли-
совых ускорений. В настоящей работе рассматри-
ваются процессы меньших масштабов с суще-
ственно иной динамикой.

2. ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
В качестве фонового горизонтального течения

рассматриваем некоторое обобщение плоского
течения Куэтта [Ландау, Лифшиц, 1986], описы-
ваемого уравнением

(1)

Здесь ось  направлена вверх,  – скорость те-
чения (ограничиваемся рассмотрением плоско-
параллельного течения вдоль одной из горизон-
тальных осей ),  – эффективный коэффици-
ент турбулентного обмена. Рассматривается
горизонтальный слой среды на верхней границе
которого  задана скорость  Восполь-
зуемся моделью пограничного слоя с квадратич-
ным трением на нижней границе  [Галушко,
Орданович, 1978; Ингель, Михайлова, 1990; Ingel,
2005]. В таких моделях предполагается, что уро-
вень  соответствует не подстилающей по-
верхности, а, например, верхней границе призем-
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ного (приводного) слоя или уровню стандартных
метеорологических наблюдений, так что на этом
уровне допускается некоторое “проскальзывание”.
Краевое условие на нижней границе имеет вид

(2)

где  – безразмерный коэффициент сопротивле-
ния. Из (1) следует

(3)

где  – постоянная интегрирования. Из (3) и гра-
ничного условия на поверхности  следует

(4)

С учетом (2), (3), (4), получаем уравнение для
определения постоянной 

(5)

где черта означает осреднение по  Отсюда

(6)

где безразмерный параметр  Для про-
филя скорости получаем выражение

(7)
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Решение формально оказалось неоднознач-
ным. Но из физических соображений в (6) и (7)
следует выбрать решение с отрицательным зна-
ком перед корнем. (Решение с положительным
знаком приводит к отрицательным значениям
скорости в нижней части слоя. Это несовместимо
с тем, что рассматриваемый слой приводится в
движение положительным “форсингом”  на
верхней границе). На нижней границе слоя 

(8)

На рис. 1 представлены эти функции пара-
метра  В простейшем частном случае 
получаем   и решение
имеет вид

(9)

Пусть теперь трение горизонтально-неодно-
родно – коэффициент сопротивления  зависит
от поперечной к потоку горизонтальной коорди-
наты  Следовательно, от  зависит и параметр 
и горизонтальная скорость  что означает воз-
никновение завихренности 

Очевидно,

(10)

В частности, при 

(11)

Если, например, принять значения парамет-
ров    
то  Это значение может заметно увеличи-
ваться в более реальных моделях с  учи-
тывающих существенное ослабление турбулентного
обмена у подстилающей поверхности и, следова-
тельно, большие значения параметра  Остановим-
ся, например, на модели [Гутман, 1969]:

Эта модель предполагает рост  от относи-
тельно малого значения  при  до неко-
торого значения  на уровнях, существенно вы-
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Рис. 1. Нормированные на  зависимости от пара-
метра  скорости  (сплошная линия), производ-
ной  (пунктир) и  (штри-
ховая линия).
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ше некоторого уровня  В этом случае входя-
щий в решение интеграл

(12)

Если коэффициент обмена  сильно убы-
вает у нижней границы ( ), то значение ин-
теграла  в (12) может быть заметно больше величи-
ны  отвечающей случаю 

Например, если  м2/с,  м2/с,
 м,  м, то  Пропорцио-

нально увеличивается и оценка параметра  Та-
ким образом,  при рассматриваемых значениях
параметров больше или порядка единицы. Как
видно из рис. 1, функция  в рассматриваемой
области слабо меняется и принимает значения
около 0.2.

Оценим генерацию завихренности. Если U =
  и последняя величина убывает

вдвое на горизонтальных масштабах  м,
то, согласно (10), у нижней границы генерируется
завихренность  порядка  с–1 – вели-
чина на полтора порядка большая скорости пла-
нетарного вращения. Этот эффект будет еще зна-
чительнее при уменьшении  Но при меньших
горизонтальных масштабах неоднородностей на-
стоящая модель менее применима, поскольку не
учитывает “горизонтальной” вязкости.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Априори можно было предположить, что ре-
зультат может сильно зависеть от ряда произволь-
ных допущений, например, от значения высоты

 на которой считается заданной скорость ,
или от предполагаемого профиля коэффициента
обмена  Но оказалось, что результат носит
весьма простой, прозрачный и универсальный
характер. Параметры задачи входят в безразмер-
ный параметр  зависимость решения от которо-
го оказалась слабой. В частности, входящий в 
размерный параметр  может меняться в доволь-
но ограниченных пределах. Фактически генера-
ция завихренности существенно зависит лишь от
двух параметров: фоновой скорости и горизон-
тального градиента сопротивления (производной

).
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Analytical Model for the Generation of Vorticity Due to Inhomogeneous Friction
on the Underlying Surface

L. Kh. Ingel1, 3, * and A. A. Makosko2, 3
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2Russian Academy of Sciences, Leninskii pr., 14, Moscow, 119991 Russia

3Obukhov Institute of Atmospheric Physics, Russian Academy of Sciences, Pyzhevsky per., 3, Moscow, 119017 Russia
*e-mail: lev.ingel@gmail.com

In a number of recent publications, attention is drawn to the heterogeneity of the underlying surface as a factor
that can contribute to the initiation and intensification of tornadoes. The paper proposes an analytical model
for the generation of vorticity under the influence of horizontally inhomogeneous friction. The resulting vor-
ticity is proportional to the background flow velocity and to the horizontal gradient of the drag coefficient
transverse to this f low; dependence on other factors is relatively weak. Numerical estimates show the possi-
bility of efficient vorticity generation.

Keywords: atmospheric currents, vorticity, inhomogeneous friction, atmospheric vortices, analytical model
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