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Рассмотрены примеры фазовых диаграмм с двумя двухкомпонентными или двухкомпонентным и
трехкомпонентным соединениями. Перечислены основные особенности строения рассматривае-
мого класса фазовых диаграмм. Показано, что фазовые диаграммы пятикомпонентных систем без
твердых растворов при постоянных давлении и температуре представляют собой правильные сим-
плексы в 4D-пространстве, разделенные на элементарные симплексы (пентатопы). Вершины сим-
плексов помечены символами компонентов и соединений. Элементами диаграммы являются реб-
ра, треугольные грани, тетраэдрические гиперграни и пентатопы. Отмечено, что проекция фазовой
диаграммы на плоскость является графом смежности вершин, а топология разбиения исходного
симплекса описывается графом смежности пентатопов. Эти два графа описывают строение фазо-
вой диаграммы, т.е. позволяют перечислить все элементы фазовой диаграммы и их относительное
расположение в 4D-пространстве.
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Процессы в многокомпонентных системах ис-
пользуются для синтеза новых соединений, при-
готовления материалов с привлекательными
свойствами, получения многофазных компози-
ций. Прогресс в исследовании таких процессов и
в их использовании для создания новых техноло-
гий в существенной степени основан на результа-
тах теоретических и экспериментальных исследо-
ваний фазовых диаграмм. Знание фазовых диа-
грамм многокомпонентных систем или их
фрагментов необходимы также для интерпрета-
ции геохимических наблюдений, моделирования
процессов образования горных пород и место-
рождений полезных ископаемых и решения дру-
гих проблем, для которых необходимы знания
условий фазовых равновесий в многокомпонент-
ных химических системах. Основное количество
информации в этой области относится к одно-,
двух- и трехкомпонентным системам [1–5]. Су-
щественно менее изучены четырехкомпонентные
системы и, тем более, системы, образованные из
пяти и большего числа компонентов. Отметим,
что такие системы представляют собой геометри-
ческие конструкции в многомерном простран-
стве и для их описания не подходят традицион-

ные подходы, ориентированные на использова-
ние 2D- и 3D-пространств [6, 7].

Пространство изобарной фазовой диаграммы
t-компонентной системы представляет собой ги-
перпризму, основанием которой является (t – 1)-
мерный симплекс, а боковым ребром – темпера-
турная ось. Симплекс разделен на интервалы су-
ществования фазовых комплексов (совокупно-
стей фаз, находящихся в термодинамическом
равновесии), содержащих от одной до t фаз. То-
пология этого разбиения одинакова внутри ин-
тервала, а на его границе протекает инвариантная
фазовая реакция, приводящая к изменению то-
пологии разбиения симплекса на соседнем тем-
пературном интервале [8, 9]. При использовании
распространенного способа описания строения
фазовых диаграмм в виде схемы фазовых реакций
необходимо дополнить ее схемой строения одно-
го изобарно-изотермического сечения [10]. По-
этому конструирование таких сечений фазовых
диаграмм многокомпонентных систем и исследо-
вание их свойств является одной из ключевых за-
дач физико-химического анализа.

Например, в [11–14] нами разработан тополо-
гический подход для описания строения фазовых

УДК 541.123.3

ХИМИЧЕСКАЯ ТЕРМОДИНАМИКА
И ТЕРМОХИМИЯ



ЖУРНАЛ ФИЗИЧЕСКОЙ ХИМИИ  том 93  № 11  2019

ОСОБЕННОСТИ ИЗОБАРНО-ИЗОТЕРМИЧЕСКИХ ФАЗОВЫХ ДИАГРАММ 1653

диаграмм, который был использован для постро-
ения изобарно-изотермических фазовых диа-
грамм тройных, тройных взаимных, четверных и
четверных взаимных систем с фазами постоянно-
го состава, основанный на применении теории
графов. В работах [11–14] описаны алгоритмы
программ решения задач генерации фазовых диа-
грамм, их перечисления, программирования экс-
перимента для трехкомпонентных, трехкомпо-
нентных взаимных, четырехкомпонентных и
четырехкомпонентных взаимных систем. Приме-
нение такого подхода позволило решить задачи
генерации фазовых диаграмм, их классифика-
ции, планирования экспериментов, разработки
стандартизованного описания фазовых диа-
грамм.

В настоящей работе разработан аналогичный
алгоритм для построения фазовых диаграмм пя-
тикомпонентных систем. Отметим, что при необ-
ходимости топологическое описание строения
фазовых диаграмм многокомпонентных систем
несложно дополнить геометрическими или коли-
чественными образами фазовых диаграмм или их
фрагментов в виде формальных или содержатель-
ных моделей. Важность топологического подхода
растет при усложнении строения фазовых диа-
грамм и, особенно, при необходимости изобра-
жения диаграмм в пространстве с размерностью
выше трех.

Изобарно-изотермические фазовые диаграм-
мы пятикомпонентных систем являются кон-
струкциями в 4D-пространстве, для которых тра-
диционное представление в виде совокупности
двумерных сечений или проекций на координат-
ные плоскости [1–7] теряет свою наглядность,
некомпактно и неудобно для восприятия особен-
ностей их строения. Это осложняет решение клю-
чевой проблемы – разработки такого способа
описания строения фазовых диаграмм пятиком-
понентных систем, который удобно использовать
для генерации новых типов диаграмм и решения
других задач. В [15] предложен метод описания
строения субсолидусных изобарно-изотермиче-
ских фазовых диаграмм пятикомпонентных си-
стем с единственным соединением. Рассматрива-
лись системы с фазами постоянного состава. Ос-
новой диаграммы является четырехмерный
симплекс – многогранник с пятью вершинами
(пентатоп), которые соответствуют компонен-
там, и десятью ребрами (конодами) [16]. Допол-
нительными элементами симплекса являются де-
сять треугольных граней и пять тетраэдрических
гиперграней. Пентатоп является геометрическим
образом простейшей фазовой диаграммы пяти-
компонентной системы без химических соедине-
ний. Проекцию пентатопа на плоскость можно
рассматривать как граф смежности вершин такой
диаграммы (далее просто граф диаграммы). Диа-
граммы с соединением построены из нескольких

пентатопов, соединенных общими тетраэдриче-
скими гипергранями. Разделение исходного пен-
татопа на элементарные является частным случа-
ем полиэдрации многогранников. Граф смежно-
сти пентатопов позволяет перечислить все
элементы изобарно-изотермической фазовой
диаграммы и определить их взаимное расположе-
ние в 4D-пространстве.

В настоящей работе разработанные в [15] под-
ходы применены для описания строения изобар-
но-изотермических фазовых диаграмм пятиком-
понентных систем с двумя соединениями. Рас-
сматриваются системы с фазами постоянного
состава. Полученные результаты могут быть рас-
пространены и на большинство систем, содержа-
щих фазы с узкими областями гомогенности.

Диаграммы с двумя двухкомпонентными 
соединениями

Двухкомпонентные соединения соответству-
ют вершинам, расположенным на ребрах пента-
топа. На рис. 1а вершины пентатопа k1k2k3k4k5 по-
мечены символами компонентов. Две вершины
А1 и А2, символизирующие соединения, размеще-
ны на ребре k4k5. На рис. 1б показано, что диа-
грамма построена из трех пентатопов k1k2k3k4А1,
k1k2k3А1А2, и k1k2k3k5А2. Они соединены в цепоч-
ку, соседние пентатопы имеют общую гипергрань
(на рис. 1б это тетраэдры k1k2k3А1 и k1k2k3А2).
Граф смежности пентатопов позволяет опреде-
лить все элементы фазовой диаграммы, количе-
ство которых дано на рис. 1в, и их относительное
расположение в 4D-пространстве. Приведем
полный список элементов диаграммы:

вершины  = 7 = {k1,k2,k3,k4,k5, А1, А2};
ребра е = 18 = {k1k2,k1k3, k1k4, k1k5, k2k3, k2k4,

k2k5, k3k4, k3k5, k1А1, k1А2, k2А1, k2А2, k3А1, k3А2, k4А1,
k5А2, А1А2};

грани f = 22 = {k1k2k3, k1k2А1, k1k3А1, k1k2А2,
k1k3А2, k2k3А1, k2k3А2, k1k2k4, k1k3k4, k2k3k4, k1k4А1,
k1А1А2, k2А1А2, k3А1А2, k1k2k5, k2k4c1, k3k4c1, k1k3k5,
k2k3k5, k1k5А2, k2k5А2, k3k5А2};

гиперграни (тетраэдры) t = 13 = {k1k2k3k4,
k1k2k4А1, k1k3k4А1, k2k3k4А1, k1k2А1А2, k1k3А1А2,
k2k3А1А2, k1k2k3k5, k1k2k5А2, k1k3k5А2, k2k3k5А2,
k1k2k3А1, k1k2k3А2};

пентатопы q = 3 = {k1k2k3k4А1, k1k2k3А1А2,
k1k2k3k5А2}.

Количество вершин графа диаграммы задается
при постановке задачи, а дополнительные огра-
ничения позволяют определить количество ребер
и составить их перечень. Из перечня пентатопов
на рис. 1б несложно перечислить все тетраэдри-
ческие гиперграни, из которых две, отмеченные
курсивом, находятся внутри диаграммы, а 12
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остальных принадлежат гиперповерхностям пен-
татопов, (они соответствуют четырехкомпонент-
ным подсистемам). Из списка тетраэдров легко
составить список треугольных граней. Отметим,
что в 3D-пространстве в любой конструкции, об-
разованной из “склеенных” тетраэдров, суще-
ствуют внешние грани, каждая из которых при-
надлежит одному тетраэдру, и внутренние грани,
общие для двух тетраэдров. В диаграммах в про-
странстве 4D, построенных в [15], показано, что
треугольные грани принадлежат двум или трем
тетраэдрам. В приведенном списке элементов
рассматриваемой диаграммы по-разному обозна-
чены грани, принадлежащие двум, (прямой
шрифт) трем (жирный шрифт) и четырем (кур-
сив) тетраэдрам.

В рассмотренном варианте графу диаграммы
соответствует единственный вариант графа
смежности пентатопов. Ниже будут даны приме-
ры, когда одному графу диаграммы соответствует
несколько графов смежности пентатопов. Поэто-
му задача генерации диаграмм сводится к постро-
ению их графов, составлению возможных спис-
ков пентатопов, конструированию их графов
смежности, перечислению списков элементов
диаграмм. Сложность этой задачи обусловила не-
обходимость разработки специальной програм-
мы, с помощью которой были построены приме-
ры диаграмм, приведенные в этой статье.

На рис. 2а показаны графы диаграмм, в кото-
рых точки соединений А1, А2 расположены на
ребрах k3k4 и k4k5, имеющих общую вершину. Со-
ответствующие схемы графов смежности и коли-
чество элементов диаграмм приведены на рис. 2
б,в. Оказалось, что существуют два графа диа-
граммы, удовлетворяющих этому условию. В пер-
вом варианте, в графе отсутствует ребро k5А1. При
этом граф смежности пентатопов подобен графу
на рис. 1б, но они различаются маркировкой вер-
шин и ребер. Во втором варианте в графе присут-

ствует ребро k5А1, что приводит к увеличению
числа ребер графа диаграммы на единицу. Этому
варианту отвечают две разновидности графов
смежности (рис. 2б). В первом случае диаграмма
образована из четырех пентатопов, во втором –
из пяти.

Диаграмма с двумя бинарными соединениями,
расположенными на несмежных ребрах, показана
на рис. 3. Графу диаграммы на рис. 3а соответству-
ет единственный граф смежности пентатопов в ви-
де четырехугольника. Интересно, что диаграммы,
образованные из четырех пентатопов на рис. 2 и 3,
имеют одинаковые количества ребер е, треуголь-
ных граней  f и тетраэдрических граней t.

Примеры фазовых диаграмм с бинарным
и тройным соединениями

Рассмотрим три примера более сложных диа-
грамм. Точка, соответствующая тройному соеди-
нению, расположена внутри треугольной грани.
Наши расчеты показали, что существует 24 не-
изоморфных графа диаграмм этого класса, кото-
рым соответствует десять неизоморфных графов
смежности пентатопов. Приведем простейшую
диаграмму с 22 гранями (рис. 4), и две более слож-
ных диаграммы (рис. 5, 6) с 29 и 30 гранями.

Простейшая диаграмма показана на рис. 4.
Она содержит 22 треугольные грани. Ее граф
смежности образован из трех пентатопов, соеди-
ненных в цепь. Он подобен графам на рис. 1б и 2б.
Количество элементов диаграммы можно опре-
делить из списка пентатопов. Очевидно, что для
однозначной характеризации строения диаграм-
мы необходимо и достаточно привести ее граф
смежности пентатопов.

На рис. 5 (I) показана одна из диаграмм с 29
гранями. Всего имеется 6 таких диаграмм. Приве-
денная диаграмма образована из шести пентато-
пов и имеет 21 тетраэдрическую грань.

Рис. 1. Топологическое представление фазовой диаграммы с двумя бинарными соединениями, расположенными на
ребре k4k5: графдиаграммы (а), графсмежности пентатопов (б), количество элементов диаграммы (в).
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Самая сложная диаграмма (рис. 5 (II) содер-
жит 30 граней. Она построена из 7 пентатопов,
имеет 23 тетраэдрические гиперграни. Графы
диаграмм I и II имеют одинаковое количество ре-
бер – по 20.

Перечислим основные свойства фазовых диа-
грамм пятикомпонентных систем с фазами по-
стоянного состава при Р, Т = const, представлен-

ных в виде графов, по результатам, приведенным
в настоящей работе и в статье [15].

1. Диаграммы являются конструкциями в 4D-
пространстве, образованными из вершин, симво-
лизирующих компоненты и соединения, и ребер,
попарно связывающих вершины фаз, находя-
щихся в термодинамическом равновесии.

Рис. 2. Фазовая диаграмма с двумя бинарными соединениями, расположенными на смежных ребрах k3k4 и k4k5. Графы
диаграмм (а), графы смежности пентатопов (б), количество элементов диаграмм (в).
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Рис. 3. Графы фазовой диаграммы с двумя двухкомпонентными соединениями А1 и А2, расположенными на несмеж-
ных ребрах k3k4 и k4k5; граф диаграммы (а), граф смежности пентатопов (б), количество элементов диаграмм (в).
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2. Пространство составов пятикомпонентной
системы ограничено четырехмерным симплек-
сом – пентатопом. На его ребрах и гранях содер-
жатся вершины, соответствующие бинарным и
тройным соединениям, внутри симплекса распо-
лагаются вершины, соответствующие четверным
и пятерным соединениям.

3. Фазовая диаграмма представляет собой раз-
биение этого симплекса на элементарные пента-
топы.

4. Фазовая диаграмма состоит из следующих
деталей: вершин, двухфазных комплексов (ре-
бер), треугольных трехфазных комплексов (гра-
ней), тетраэдрических четырехфазных комплек-
сов (гиперграней), пентагональных пятифазных
комплексов (пентатопов).

5. Вершины помечены символами компонен-
тов и соединений. Символы фазовых комплексов
сформированы из символов вершин.

Рис. 4. Граф фазовой диаграммы с двухкомпонентным А и трехкомпонентным В соединениями и 22 гранями (а), граф
смежности пентатопов (б), количество элементов диаграммы (в).
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Рис. 5. Фазовые диаграммы с двухкомпонентным А и трехкомпонентным В соединениями с 29 гранями: графы диа-
грамм (а), графы смежности пентатопов (б), количество элементов диаграммы (в).
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6. Граф диаграммы является ее проекцией на
произвольную плоскость.

7. Топология разбиения исходного симплекса
на элементарные пентатопы описывается графом
смежности пентатопов, вершины которого поме-
чены символами пентатопов. Два соседних пен-
татопа имеют общую гипергрань, ребро между
вершинами двух соседних пентатопов помечено
символом этой грани.

8. Исчерпывающая информация о строении
фазовой диаграммы содержится в графе смежно-
сти пентатопов. Этот граф позволяет перечислить
все элементы диаграммы и определить порядок
их относительного расположения в 4D-простран-
стве.

9. Одному графу диаграммы могут соответ-
ствовать несколько графов смежности пентато-
пов.
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