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Рассмотрен вопрос о точности расчета свободной энергии F парожидкостной системы на основе
модифицированных моделей флюида в квазихимическом приближении (КХП) модели решеточно-
го газа. Обсуждают два пути модификации модели флюида: учет мягкости решеточной структуры,
меняющей величину средневзвешенного параметра решетки в зависимости от плотности флюида,
а также совместный учет трансляционного и колебательного движения молекул на жесткой реше-
точной структуре. Проанализировано влияние модели введения средневзвешенного параметра на
мягкой решетке на рассчитываемые характеристики. Сопоставлены расчеты свободной энергии по
аналитической формуле КХП (в которой отсутствуют указанные модификации) и по термодинами-
ческим связям через значения химического потенциала, который учитывает эти модификации. По-
лучено, что обе модификации модели флюида приводят к отличиям между двумя указанными спо-
собами расчета свободной энергии, которые увеличиваются по мере увеличение плотности систе-
мы. Это различие наглядно проявляется при высоких значениях плотности, а также на
концентрационной зависимости давления. При малых вкладах модификаций моделей аналитиче-
ское выражение для КХП дает количественную оценку значений F.
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Расчеты термодинамических функций прово-
дятся по измеряемым характеристикам изучае-
мых систем методами классической термодина-
мики [1–5] или на основе молекулярных моделей
статистической термодинамики [1, 6–10]. Мето-
ды статистического писания парожидкостных
систем считаются давно известными. Они осно-
ваны на теории неидеальных газов [9, 11–13] и
жидкого состояния [14–18]. Однако в работе [19]
было показано, что эти теории [11–18] неявно ос-
нованы на предположении о пренебрежении
вклада колебательных движений, связаных между
собой групп молекул как в паровой фазе, так и
внутри жидкости.

Работы [14–19] основаны на применении ме-
тода корреляционных функций (КФ) к расчету
молекулярных распределений в жидкой фазе.
С помощью метода КФ развита вся современная
теория жидкого состояния на базе интегральных
уравнений (ИУ) [14–18], а также теория сильно
неоднородных (адсорбционных, границ раздела

фаз и т.д.) систем [10, 20]. Метод КФ является
альтернативным методу статсумм для нахожде-
ния молекулярных распределений, и он обходит
расчет статсуммы системы Q, которая напрямую
связана с расчетом свободной энергии F =
= . Исключение этапа построения
статсумм делает метод КФ более гибким, что во
многих случаях облегчает решение задачи, и он
активно используется как в континуальном (для
ИУ [14–18]), так и дискретном (для модели реше-
точного газа (МРГ)) [10–20] описаниях простран-
ственного распределения частиц. С другой сторо-
ны, отсутствие прямой связи между КФ и стат-
суммой системы Q ставит вопрос о том, какие
есть пути для расчета F через КФ.

В теории ИУ на данный вопрос был дан следу-
ющий ответ [15]: метод КФ по найденным моле-
кулярным распределениям позволяет непосред-
ственно рассчитать внутреннюю энергию U и дав-
ление по механическому определению на основе
теоремы вириала Рvir. А для расчета энтропии S и

B– l ( )nk T Q
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свободной энергии F (F = U – TS) по молекуляр-
ным распределениям необходимы дополнитель-
ные связи, которые могут быть либо термодина-
мическими, либо на основе молекулярных рас-
пределений [15]. Первый путь расчета энтропии S
связан с расчетом внутренней энергии U или дав-
ления P ≡ Рvir через парную функцию распределе-
ния (ФР) g(r) при условии того, что известна за-
висимость этой ФР от температуры, из которых
энтропия может быть подсчитана путем интегри-
рования одного их известных термодинамиче-
ских соотношений  или

.
Второй путь основан на том, что энтропия мо-

жет быть получена через молекулярные распреде-
ления лишь только через самую старшую корре-
ляционную функцию , относящуюся ко всей
системе из N частиц [15]: , где
S0 – означает энтропию идеального газа, а угло-
вые скобки – усреднение по распределению Гибб-
са. Данное выражение формально отражает все
корреляции в системе. Но на практике приходится
иметь дело с конкретным приближением. В про-
стейшем случае однородного объема имеем вклад
только от парных корреляций . Тогда
расчет F может быть также выполнен через внут-
реннюю энергию (как обратная операция к получе-
нию величины U из F: ),
либо через S, так как .

В силу приближенности получаемых решений
на молекулярные распределения конечные зна-
чения ТФ (термодинамических функций) по
двум способам могут быть разными. Это вопрос
практически не обсуждался в литературе из-за
сложности решений ИУ на молекулярные рас-
пределения.

При дискретном описании молекулярных рас-
пределений в МРГ расчеты проводятся более
просто, чем при континуальном распределении,
и здесь также был введен метод КФ, который ис-
пользуется при любых плотностях: малые плот-
ности (аналог разреженного газа) и средние и вы-
сокие плотности (аналог жидкости). Этот метод
был введен в работах [21–24]. В МРГ было пока-
зано, что КФ и метод статсумм дают эквивалент-
ные результаты в объемной фазе в приближениях
среднего поля (без учета эффектов корреляции) и
квазихимическом (КХП), который учитывает
прямые корреляции между взаимодействующи-
ми частицами. Одновременно было продемон-
стрировано, что метод КФ позволяет получить
новые приближения, которые отсутствуют в ме-
тоде статсумм. Метод КФ был расширен на лю-
бые неоднородные решеточные систем с помо-
щью кластерного подхода (КП), оперирующего
полным спектром локальных конфигураций ча-

( ) ( )∂ ∂ = ∂ ∂/ /V VT S T U T
( ) ( )∂ ∂ = ∂ ∂/ /T VS V P T

θN

= − θ0 ln NS S k

= ( ( ))S S g r

( )( )− ∂ ∂2
,/ / V NU = T F T T

( )− ∂ ∂ ,/ V NS = F T

стиц [10, 25] и показана его связь с кинетическим
подходом [26, 27]. Эквивалентность метода КФ с
прямым расчетом статсуммы в КХП для произ-
вольно неоднородных решеток и с сильным лате-
ральным взаимодействием частиц была показана
в работе [28]. Однако в КП, как и методе КФ для
ИУ, также отсутствует прямой способ расчета
свободной энергии, и возможны два пути для ее
расчета, указанные выше.

В МРГ имеется возможность использовать как
метод статсумм, так и метод КФ в двух версиях:
версия аналогичная ИУ в теории жидкости с по-
следовательно зацепляющимися уравнениями
для корреляторов [29], и кластерный подход (КП)
на базе полного набора всех корреляторов раз-
мерности равной размеру кластера [10, 25]. Это
позволяет сопоставить общие свойства ИУ и КП.
Полученные решения на молекулярные распре-
деления в методе КФ дают возможность рассчи-
тать “промежуточные” ТФ, которыми являются
U и давление P (при использовании теоремы ви-
риала) по способу аналогичному ИУ, либо в слу-
чае использования в КП – это U и химический
потенциал μ.

В данной работе проводится анализ методов
расчета свободной энергии для моделей в КХП.
Напомним, что в исходной постановке МРГ
формулировалась для жесткой решетки с пар-
ным потенциалом взаимодействия между со-
седними компонентами при условии независи-
мости одночастичных вкладов молекул от их
конфигурационного состояния [6, 18]. Это
означает, что в системе не учитываются межмо-
лекулярные колебания (хотя и допускаются
внутримолекулярные колебания, не связанные с
межмолекулярными) и допускается “свободное”
трансляционное движение без учета блокировки
соседями части объема. Для простоты обсужде-
ния ограничимся учетом взаимодействия между
ближайшими соседями и бинарной смесью, в ко-
торой один компонент отвечает молекулам, а вто-
рой – вакансиям, взаимодействия с которыми
молекул равно нулю, как и между соседними ва-
кансиями.

Ниже рассматриваются две модификации
МРГ: учет мягкости средневзвешенной решетки
и учет взаимного влияния внутренних движений
молекул в плотной фазе друг на друга (исключен-
ный объем за счет блокировки соседями части
МРГ ячейки [3, 20] и колебаний в связанных со-
стояниях групп молекул [20]). Учет мягкости ре-
шетки [30] отражающей изменение постоянной
решеточной структуры от плотности (при этом
также меняются взаимодействия между соседями
молекулами), и взаимное влияние соседей на их
конфигурационное состояние [19] выводят моде-
ли флюида за рамки исходной постановки МРГ.
Эти модификации приводят к изменению моле-
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кулярных распределений, которые описываются
уравнениями в КП, но способ расчета свободной
энергии, как следует из вышеизложенного, оста-
ется неопределенным [31]. Для конкретности бу-
дем обсуждать влияние способа расчета F через μ
по уравнениям на ФР в КХП.

УРАВНЕНИЯ МОДЕЛИ В КХП
С МЯГКОЙ РЕШЕТКОЙ

Рассмотрим уравнения исходной модели МРГ
и уравнения при учете модификаций моделей, ко-
торые меняют уравнения на μ и на парные ФР [10].

Уравнения на ФР в КХП на жесткой решетке:

(1)

(2)

где  и Qi – статсуммы молекулы i (=А) в газовой
фазе и в исследуемой системе, ,

,  – вероятность нахождения частиц ij
на соседних узлах решетки. Формула (2) может
быть переписана как ;

 – энергия взаимодействия пары частиц ij, взаи-

модействия с вакансиями равны нулю, .
Свободная энергия в объемной фазе в КХП

имеет выражение (нормированное на один узел
системы) [28]

(3)

где величина  есть одночастичный
вклад компонента i (включая вакансии V) в сво-
бодную энергию, .

Мягкая средневзвешенная решетка. Величина
параметра решетки λ на мягкой решетке меняется
вместе с плотностью, и это вызывает изменение
энергии взаимодействия соседей. Традиционно
для поиска локального значения параметра ре-
шетки λ твердого тела привлекается термодина-
мическое условие  [1–5]. Однако
для парожидкостных систем в МРГ данное усло-
вие недостаточно. Исходное разбиение объема
системы V в МРГ на элементарные ячейки  =
= V/M, делает все унарные и парные ФР (1) и (2),
зависящими от способа разбиения объема с ша-
гом λ. Т.е. все выражения модели содержат в ка-
честве параметров модели размер ячеек λ
( , γs – фактор формы). Использование

θβ =
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= + −βε
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дискретных ячеек в МРГ приводит к необходимо-
сти определений условий на размер ячеек λ, вели-
чина λ представляется как средний параметр

 (где  – парная ФР, и  – расстоя-
ние между компонентами i и j). Если,

, то . Мягкие решет-
ки использовались для парожидкостных систем
[32, 33] как с условием , так и со средне-
взвешенной величиной λ, когда для однокомпо-
нентной системы необходимо доопределение
значения  для вакансий при малых плотностях
θ → 0. Обычно считается , где

 – параметр твердой сферы частицы А, так как
сближение частиц в паре характеризуется разме-
ром связи в димере А2. Условие на концентраци-
онное поведение величины  определяет
зависимость объема ячейки от плотности .

Формально для мягкой решетки сохраняются
выражения для унарной (1) и парной (2), поэтому
сохраняется также и выражение (3), если считать,
что изменение  слабо влияет на условия
построения аналитических выражений КХП.
В этом случае можно говорить об одной формуле
(3), как для жесткой, так и для мягкой (при усло-
вии дополнительного уравнения на λ) решеток.

Если изменения  существенно влияют
на состояние системы, то необходимо использо-
вать интегральную формулу расчета F = F(μ), так
как уравнения (1) и (2) определяют химический
потенциал как  = .
Термодинамические соотношения определяют
свободную энергию (отнесенную на ячейку) как
обратную процедуру от последней дифференци-
альной связи:

(4)

где С означает незамкнутый контур  от на-
чальной  до конечной  точки криволи-
нейного интеграла. Здесь символом Р обозначено
РGD – давление из уравнения Гиббса–Дюгема

, так как в процессе поиска свобод-
ной энергии определенной величиной является
только уравнение Гиббса–Дюгема. Это давление
определяется интегрированием по тому же конту-
ру как

λ = λ θ ij ijij
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(5)

Отметим, что согласно анализу [34], химиче-
ский потенциал (5) в МРГ относится к конфигу-
рационной части химического потенциала моно-
мерных частиц А в термостате. Путь интегрирова-
ния может быть выражен из дифференциального
уравнения Гиббса–Дюгема (Г−Д) в следующем
виде

(6)

что определяет концентрационную зависимость
объема ячейки от плотности.

Напомним, что для свободной энергии воз-
можны два способа записи F = μN – PV =U – TS,
которые отвечают использованию разных ансам-
блей. Эти выражения имеют разные математиче-
ские выражения, но являются эквивалентными.
Точно также для давления имеются эквивалент-
ные формы записи через теорему вириала и через
термодинамическое определение  [9,
14]. В целом, давление в системе может быть
описано разными математическими выражени-
ями: ,  и , так как уравнение Г−Д

 следует из полного дифференциа-
ла dF наряду с его записью через естественные пе-
ременные . Уравнение
Г–Д выражает связь между изменениями давле-
ния в системе и химпотенциала. Уравнения КП
дают уравнения на молекулярные распределения,
которые связаны с химпотенциалом μ. Таким об-
разом, для минимизации энергии Гельмгольца
системы F  так, чтобы удовлетво-
рялось условие механического равновесия систе-
мы необходимо привлечения другого независи-
мого определения давления. В работе [34] показа-
но, что в качестве такого дополнительного
определения давления может быть механическое
определение давления по теореме вириала 
или по уравнению Гиббса–Дюгема .

В данной ситуации величина F является неиз-
вестной, поэтому ее производная 
также неизвестна, и не может быть использована
для расчета F. Следовательно, в формуле (6) нуж-
но использовать равенство . Из данного
обсуждения также следует, что для определения
параметра мягкой решетки вместо уравнения (6)
можно непосредственно использовать разные ма-
тематические выражения из равенств разных
определений давления.
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УСЛОВИЯ РАСЧЕТА

В работе исследовались концентрационные
зависимости термодинамических характеристик
(парной ФР, изотермы, давления и свободной
энергии) при трех температурах τ = Т/Тcrit = 0.65,
1.15 и 1.65 объемной фазы атомов аргона с энерги-
ей парного взаимодействия 238 кал/моль [9] (τ =
= 1.15 отвечает βε = 0.317), трехмерная решетка с
числом ближайших соседей z = 12. Для мягкой ре-
шетки дополнительно анализировалась концен-
трационная зависимость среднего параметра ре-
шетки λ и расстояние между соседними молеку-
лами λАА.

Сопоставлялись три способа расчета свобод-
ной энергии: по формулам КХП, построенным
для жесткой решетки, по термодинамическому
способу расчета F и при использовании аналити-
ческих выражений КХП для молекулярных функ-
ций распределений, полученных для мягкой ре-
шетки. Сопоставление кривых, полученных по
аналитическому выражению КХП и термодина-
мическому расчету, иллюстрирует отличия между
жесткой и мягкой решетками, а сопоставление
между двумя вариантами расчета на мягкой ре-
шетке иллюстрирует возможность использования
аналитических выражений КХП при модифика-
циях МРГ.

Ключевую роль для мягкой решетки играют
понятия о величинах λAA и λVV. Первая величина
отвечает среднему расстоянию между соседними
молекулами, вторая величина для вакансий имеет
формальный смысл, вытекающий из существова-
ния решеточной структуры, и должна опреде-
ляться через свойства молекул. При нулевой
плотности, когда взаимодействиями между моле-
кулами можно пренебречь, величина λVV(0) долж-
на быть доопределена, чтобы она соответствовала
концентрационному поведению λAA(θ). Сама ре-
шеточная структура определяется взаимодей-
ствиями между реальными молекулами, поэтому
величина λVV не может быть больше λAA, так как
теряется устойчивость решетки.

Единственным естественным размером при
малой плотности является расстояние между дву-
мя молекулами А в димере А2. Поэтому λVV(0)
должна быть доопределена, как λVV(0) = 21/6σ, где
σ – параметр твердой сферы потенциала Лен-
нард-Джонса . В зависимости от допуще-
ний о поведении λVV(θ) будут меняться модели
мягкой решетки. В работе рассмотрены два вари-
анта А) λVV(θ) = const = 21/6σ, и Б) λVV(θ) = λAA(θ)[1 –
‒ ηθ], где 0 ≤ η ≤ η1; параметр η характеризует
уменьшение расстояния между бивакансиями в
плотной фазе (для простоты принята линейная
интерполяция). Предельное значение η1 ~ 0.06
при θ → 1 может быть естественным образом свя-

ε ( )LD r
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зано с дилатометрическими измерениями и/или
молекулярными расчетами [35].

На рис. 1 а показаны типовые концентрацион-
ные зависимости параметров решетки λАА и λ (в
единицах σ) для τ = 1.15. Кривая 1 воспроизводит
типовые кривые старых расчетов в работах [32,
33]. Постоянное значение λVV(θ) дает кривую для
λАА(θ) без максимума, такой вид кривых был в
старых работах при условии сохранения объема
ячейки и вариации расстояний между молекула-
ми. Такое поведение кривых связано с высокой
чувствительностью решения для величины λАА(0)
в области малых плотностей. Кривые 3 и 5 отвеча-
ют разным изменениям длин связей бивакансий
при переменных длинах связей между молекула-
ми. Средние значения параметра решетки λ очень
слабо зависят от модели мягкости.

Предельные значения полученных кривых на
рис. 1а отличают от традиционного представле-
ния о параметре решетки равном расстоянию
между атомами димера при нулевой температуре
λdimer = 21/6σ. Это факт был отмечен ранее в рабо-
тах [32, 33], однако не был объяснен. Чтобы по-
нять отличие между λdimer и λAA(0) были рассмот-
рены температурные зависимости нулевых значе-
ний λAA(0), полученные приравниванием
давления по теореме вириала (

) [33] и давление расширения
 в МРГ, равного химическому потенциалу ва-

кансий в КХП [28, 36]: 
, (рис. 1б). Кривая имеет макси-

мум в области τ порядка τ = 0.8. Отклонение от
максимума приводит к сближению λAA(0) с λdimer,
которое реализуется при нулевой температуре
(Т = 0 К) τ = 0 и τ = 4.5 отвечающего высоким
температурам – идеальному газу. Это означает,

β = θ −v0virP
− θ ∂ε ∂( )/ /6AA LDz r r r
π

βπ = − θ −v0 ln( )V

− θ θ 2ln[ / ]/2VV Vz

что в широкой области температур кинетическая
энергия поступательного движения частиц при-
водит к расширению решеточного параметра
МРГ по сравнению с величиной λdimer, отвечаю-
щей минимуму потенциальной энергии димера.

На рис. 2 представлены значения безразмер-
ного давления, отнесенного к единичному объе-
му ячейки, отвечающие разным моделям мягко-
сти решетки: жесткой решетке λ = const, мягкой
решетке по схеме А и три варианта по схеме Б с η
= 0, 0.02 и 0.06. Отметим, что давления, рассчи-
танные по аналитической формуле КХП для
жесткой и мягкой решеток, практически совпада-
ют между собой и с величиной давления, рассчи-
танного по термодинамическому расчету мягкой
решетки.

Рис. 1. Концентрационные зависимости (а) связи λАА (сплошные кривые) между ближайшими молекулами и средним
параметром решетки λ (пунктирны кривые) для τ = 1.15. Кривые 1, 3, 5 соответствуют значениям λАА при: постоянном
значении λVV(θ) = 21/6σ(1); при переменных значениях λVV(θ) = λAA(θ)(1 – ηθ) для η = 0.02 и 0.06 (3 и 5). На вставке
показаны кривые в увеличенном виде. Средние значения параметра λ на кривых 2, 4, и 6 отвечают соответственно
кривым 1, 3, 5. Температурная зависимость (б) нулевых значений λAA(0), ось ординат в единицах λdimer.
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ТОВБИН, ВОТЯКОВ

КОНЦЕНТРАЦИОННЫЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ СИСТЕМЫ

С МЯГКОЙ РЕШЕТКОЙ

Рассчитанные концентрационные зависимо-
сти парных ФР, изотерм и свободной энергии
при трех температурах τ = 0.65, 1.15, 1.65, показа-
ны на рис. 3. Все кривые относятся к двум вари-
антам расчетов для жесткой (1, 3, 5) и мягкой (2,
4, 6) решеток – в данном масштабе они практиче-
ски совпадают за исключением свободной энер-
гии (рис. 3в) при больших плотностях. Модели мяг-
кости практически не влияют на поведение кривых
для парных ФР (рис. 3а) и изотерм (рис. 3б).

Температура τ = 1.65 относится к далекой
сверхкритической области, в которой слабо про-
являются межмолекулярные взаимодействия, τ =
= 1.15 немного превышает критическую темпера-
туру, и τ = 0.65 относится к нижней части области
подкритических температур. Указанные тенден-
ции влияния модели мягкости реализуются в ши-
рокой области парожидкостных систем для пар-
ных ФР и изотерм.

Для свободной энергии более детальный ана-
лиз представлен на рис. 4 – даны разности значе-
ний свободных энергий ΔF = Fther – FQCA, рассчи-
танных по формулам КХП на жесткой (пунктир-
ные линии) и мягкой (сплошные линии)
решетках относительно расчета по термодинами-
ческому определению величины F. Поле 4а отве-
чает τ = 1.15, а поля 4б и 4в отвечают соответ-
ственно полям τ = 0.65 (подкритическая темпера-
тура) и τ = 1.65 (сверхкритическая температура).
Эти кривые наглядно демонстрируют темпера-
турные зависимости изменения отличий для раз-
ных способов расчета свободной энергии.

На рис. 4а показаны разности свободных энер-
гий относящие к разным моделям мягкости ре-
шетки: кривые соответствуют схеме А (кривые 1 и
2) и трех значениям для схемы Б η = 0 (кривые 3 и
4), 0.02 (кривые 5 и 6) и 0.06 (кривые 7 и 8).
Сплошные кривые 1, 3, 5, 7 отвечают аналитиче-
ской форме КХП для мягкой решетки, а пунктир-

ные кривые 2, 4, 6, 8 отвечают жесткой решетке.
На полях б и в приведены расчеты разности сво-
бодных энергий при η = 0.04 (сплошные кривые
1 для мягкой и пунктирные кривые 2 для жесткой
решетки).

Сопоставление масштаба осей ординат для
трех полей рис. 4 по сравнению с рис. 3в показы-
вает, что отличия достигают примерно одного–
двух порядков. То есть в целом, анализ влияния
модификации модели МРГ за счет учета мягкости
решеточной структуры показывает, что за исклю-
чением области высоких плотностей, аналитиче-
ские формулы КХП дают приемлемые значения
различий величин свободной энергии по сравне-
нию с величинами, получаемыми на основе тер-
модинамических соотношений, в широком диа-
пазоне температур.

УЧЕТ ИСКЛЮЧЕННОГО ОБЪЕМА
И КОЛЕБАНИЙ НА ЖЕСТКОЙ РЕШЕТКЕ

В качестве второй модификации МРГ рас-
смотрен учет внутренних степеней свободы моле-
кул на жесткой решетке. Эти модели описывают-
ся уравнениями [19, 30, 31]. В КХП все вклады со-
седей k равновероятны, это упрощает уравнения
[30] на молекулярные ФР в КХП, определяющие
химический потенциал. Уравнение на унарные
ФР

(7)

и уравнения на парные ФР

(8)

где РА – парциальное давление молекул А в термо-

стате,  – статсумма частиц А в идеальном газе

=
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Рис. 3. Концентрационные зависимости парной ФР ( а), изотермы (б) и свободной энергии (в) для трех температур:
τ = 0.65 (5, 6), 1.15 (3, 4), 1.65 (1, 2) для жесткой (1, 3, 5) и мягкой (2, 4, 6 – пунктир) решеток.
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термостата. Сомножители  от-
ражают присутствие соседей j в конфигурацион-
ном интеграле, в поле которых реализуются внут-
ренние движения центральной частицы А;  от-
ражает парный потенциал взаимодействия
центральной частицы А для кластера  со свои-
ми соседями j. Как и выше, энергии взаимодей-
ствия частиц с вакансиями равны нулю

. Символ  означает, что в первой
к.с. сфере центральной частицы А находится ров-
но k частиц А, вес конфигурации равен коэффи-
циенту , где  – число сочета-
ний из z по k. Функция  представляет собой
условную кластерную функцию распределения
порядка (1 + z): , в КХП имеем

 [10], где ,  – ве-
роятность нахождения на соседних узлах двух ча-
стиц i и j ; условия нормировки на унарные и пар-

ные ФР имеют вид  и .

Для частиц А выделены поступательное и ко-
лебательные движения: . Ста-
тистические суммы отдельных вкладов зависят от
средних значений чисел степеней свободы 
для каждого из типов движения (индекс type указы-
вает на тип движения) так, что 
(здесь опущены вращения ассоциата – централь-
ной частицы и ее k соседей) [31]. Исключенный

= −βε( ) exp( )Aj AjE k
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объем за счет блокировки соседними частицами
определен в работах [20, 30, 31]. В данной работе в

 использовался прямой расчет объема ячей-
ки, блокированной соседями, по методу разбие-
ния объема на микроячейки как в работе по кон-
тинуальному описанию распределения молекул в
ячейке (см. работу авторов в этом журнале за 2020
год). Колебательные движения в  определе-
ны в работах [20, 31]. Оба вида движения, входя-
щих в статсумму , влияют на локальную изо-
терму (7) и на все другие равновесные характери-
стики при любых плотностях.

Выражение для свободной энергии в данной
модели записывается в виде

(9)

где ,  –
эффективный кинетический вклад частицы i в
свободную энергию. Для вакансии вклад 
равен нулю. Формула (9) отражает внутренние
движения молекул в ячейках при сохранении
парного потенциала взаимодействия между мо-
лекулами.
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Рис. 4. Разности значений свободных энергий, рассчитанных по формулам КХП на жесткой (пунктирные линии) и
мягкой (сплошные линии) решетках относительно расчета по термодинамическому определению величины F для трех
температур: τ = 1.15 (а), 0.65 (б), 1.65 (в). Пояснения в тексте.
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Как и выше (d = 3, z = 12), рассмотрены термо-
динамические характеристики: парные ФР (рис.
5а), изотермы (рис. 5б), давления (рис. 5в) и сво-
бодные энергии системы (поле 5г) при зафикси-
рованных соотношениях вкладов  и  и
тех же трех температурах τ = 0.65, 1.15, 1.65. Для
сравнения на всех полях приводятся характери-
стики, отвечающие рассмотренному выше слу-
чаю учета только трансляционного движения без
учета исключенного объема и колебаний. Сплош-
ные линии (1, 3, 5) отвечают расчетам без учета
исключенного объема и колебаний, а пунктир-
ные линии (2, 4, 6) – с учетом учета исключенного
объема и колебаний при τ = 0.65 (5, 6), 1.15 (3, 4),
1.65 (1, 2).

Для свободной энергии дополнительно сопо-
ставлены кривые (номера 1, 4, 7 на поле 5г) для
аналитического выражения в КХП и для расчета F
по термодинамическому определению (4), (5) (на
жесткой решетке формула (6) не используется).
Кривые 2, 5, 8 отвечают расчету по формуле (9), а

( )tr
AQ k ( )vib

AQ k

кривые 3, 6, 9 отвечают расчету по термодинами-
ческому способу (4) и (5).

В рассматриваемой модели флюида концен-
трационные зависимости парных ФР относи-
тельно слабо меняются с температурой – их зна-
чения для моделей с учетом только трансляций и
с полным учетом внутренних движений достаточ-
но близки друг к другу.

Для кривых изотерм (поле б) учет внутренних
движений (исключенного объема и колебаний)
достаточно сильно влияет на ход кривых. Этот
факт хорошо известен [20]. Так кривая 5 из немо-
нотонной, характерной для двухфазной системы,
становится монотонной. Соответственно смеща-
ют к более высоким значениям химпотенциала
кривые для двух других температур τ = 1.15 и 1.65.
Аналогичное поведение демонстрируют и кривые
для давления на поле (в).

Кривые для свободной энергии в случае одно-
го трансляционного движения (1, 4, 7) без учета
исключенного объема и колебаний совпадают с

Рис. 5. Концентрационные зависимости флюида с учетом влияния исключенного объема и колебаний на жесткой ре-
шетке для трех температур τ = 0.65, 1.15, 1.65 для парных ФР (а), изотерм (б), давления (в) и свободной энергии (г).
Пояснения в тексте.
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вариантом для жесткой решетки, рассмотренным
выше вместе с мягкой решеткой, как в случае ис-
пользования аналитического выражения КХП и
термодинамического способа расчета. При нали-
чии учета внутренних движений с моделями ис-
ключенного объема и колебаний кривые (2 и 3),
(5 и 6), (8 и 9) для разных температур резко отли-
чаются друг от друга. Это демонстрирует, что раз-
личие между разными способами расчета свобод-
ной энергии при одинаковых молекулярных рас-
пределениях может сильно влиять на значения
свободной энергии.

В определенном смысле данный пример явля-
ется показательным – он дает завышенные значе-
ний отличий между двумя способами расчетов F,
так как для учета колебаний требуется учет мягко-
сти решетки. В отсутствие мягкости решетки, по-
лучаемые частоты могут сильно отличаться от ча-
стот системы, находящей в равновесии, в силу ис-
кусственного априорного задания величины
параметра жесткой решетки, вместо требуемого
по теории условия равновесного ее состояния.
Этот пример с существенным отличием между
двумя способами расчета свободной энергии по-
казателен также тем, что демонстрирует суть про-
блемы нахождения F только на основании моле-
кулярных ФР без контроля за состоянием строго
равновесия.

ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Решеточная структура МРГ позволяет исполь-
зовать оба метода (статсумм и КФ), что использо-
ваны в данной работе для анализа методов расче-
та свободной энергии на основе метода КФ для
МРГ в версии КП и через термодинамическое
определения F. Это позволило рассмотреть ука-
занную проблему в более широкой постановке
вопроса, чем в работе [15].

Оба типа моделей указывают на возможность
неоднозначности расчета F при использовании
молекулярных ФР в аналитических формулах
КХП – они не являются полностью эквивалент-
ными с расчетом через термодинамическое опре-
деление F.

Получено, что в обе модификации модели
флюида приводят к отличиям между двумя ука-
занными способами расчета свободной энергии,
которые увеличиваются по мере увеличения
плотности системы. Это различие наглядно про-
является при высоких значениях плотности, а
также на концентрационной зависимости давле-
ния. При малых вкладах модификаций моделей
аналитическое выражение для КХП дает прием-
лемую оценку значений F. Расчет для модели с ис-
ключенным объемом и колебаниями на жесткой
решетке показал сильное отличие аналитики
КХП и интегрального способа расчета из-за неяв-

ного влияния неравновесности (т.е. важным яв-
ляется физическая корректность модели). Необ-
ходимость использования термодинамического
определения величины свободной энергии F =
= F(μ) распространяется на совместное исполь-
зование модификаций по учету мягкости решет-
ки и внутренних движений молекул.

Знание F и точное его определение требуется
не только для описания экспериментальных дан-
ных, но и для прогнозов, а также для расчета по-
верхностного натяжения двухфазных систем как
избыточной величины F. Поэтому рассмотрен-
ный вопрос является общим для статистической
термодинамики при использовании любых моле-
кулярных моделей. Проблема анализа учета мо-
дификаций МРГ показала ограниченность ис-
пользования аналитических выражений КХП, и
необходимость контроля за их применением при
расчетах величин F. Здесь анализ выполнен для
связи между F и μ. Аналогичным образом можно
анализировать связи F и внутренней энергии U
(т.е. между первичными и вторичными ТФ по
связи с молекулярными ФР). Полученный вывод
в полной мере относится и к теории ИУ жидкого
состояния.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследова-
ний (код проекта 18-03-00030а).
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