
1781

ЖУРНАЛ ФИЗИЧЕСКОЙ ХИМИИ, 2021, том 95, № 11, с. 1781–1784

НОВОЕ ЭМПИРИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ФУНКЦИЙ 
ОГРАНИЧЕННОГО РОСТА

© 2021 г.   Т. С. Якубовa, Э. С. Якубовb,*
a Свинбурнский технологический университет, Хоторн 3122, Австралия

b Российская академия наук, Институт физической химии и электрохимии им. А.Н. Фрумкина,
Москва, 119071 Россия

*e-mail: edjakub@mail.ru
Поступила в редакцию 11.04.2021 г.

После доработки 11.04.2021 г.
Принята к публикации 13.04.2021 г.

Предложено новое эмпирическое уравнение для функций ограниченного роста. Описательная спо-
собность уравнения проиллюстрирована на примере кинетических кривых таких процессов, как
капиллярное поднятие жидкости в неупорядоченном слое частиц неправильной формы и адсорб-
ция газов и жидкостей в пористых твердых телах. На основании полученных результатов сделан вы-
вод, что это уравнение может стать полезным инструментом для широкого круга применений в при-
кладных науках.
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Потребность в гибком эмпирическом уравне-
нии с высокой описательной способностью оста-
ется актуальной для прикладных наук и техноло-
гии. Особенно в случае отсутствия строгих теоре-
тических уравнений или, если последние
основаны на грубых приближениях. Наличие под-
ходящего эмпирического уравнения позволяет об-
рабатывать экспериментальные данные аналити-
чески, что наряду с удобством обеспечивает более
высокую точность расчетов. Существенные харак-
теристики любого эмпирического уравнения (по-
мимо хорошей описательной способности):

– малое число эмпирических подгоночных па-
раметров (обычно не более четырех);

– все параметры должны быть статистически
значимыми;

– параметры должны быть однозначно связа-
ны (по крайней мере, частично) с величинами с
ясным физическим смыслом.

Кроме этого, функция ограниченного роста
должна удовлетворять двум физическим условиям:

– конечный начальный наклон функции;
– наклон в ее конечной точке должен быть ра-

вен нулю.
Следует отметить, что многие хорошо извест-

ные эмпирические уравнения, используемые до
сих пор для этой цели, несовместимы со всеми
или с некоторыми из приведенных критериев.

В частности, для функций роста Ричардса [1],
фон Берталанффи [2], Гомпетца [3] и логистиче-
ской модели Ферхулста [4] наклон в конечной
точке не равен нулю, в то время как модель ММФ
[5] и уравнение Вошбурна [6] не удовлетворяют
обоим физическим условиям. Эти уравнения ис-
пользуются по настоящее время. Таким образом,
потребность в уравнениях, не имеющих указан-
ных недостатков, очевидна.

Предлагаемое в настоящей работе уравнение
есть результат наших усилий найти соответствую-
щую функцию, описывающую кинетику капил-
лярного поднятия жидкости в слое гидрофобных
частиц, в котором максимальная высота подня-
тия жидкости  достигается за конечное время

. Основой уравнения служит псевдоэллипс

где  – вещественное, но не обязательно целое и
положительное число. Чтобы удовлетворить при-
веденным выше условиям проведем следующее
преобразование координат (см. рис. 1). Новое на-
чало координат 01 поместим в старой системе ко-
ординат в точке [– tmax, b – hmax]. Посредством
этого получаем: при любом s = a – tmax > 0 началь-

ный наклон  конечен (по аналогии на-
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чальный наклон можно назвать коэффициентом
Генри), а в конечной точке  наклон равен

. После преобразования координат и пе-

регруппировки получаем наше уравнение:

(1)

Здесь s и n – эмпирические подгоночные пара-
метры. Первая производная функции  имеет
вид

(2)

Коэффициент Генри (первая производная функ-
ции  в точке ) может быть представлен в
виде

(3)

где . Введя следующие обозначения

 и , уравнение (1) можем пред-
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Начиная с этого места функцию  будем рас-
сматривать как представляющую любую величи-
ну ограниченного роста. Рисунки 2–4 иллюстри-
руют потенциальные возможности уравнения (1)
и влияние регулирующих параметров s и n на
форму кинетических кривых. В частности, подго-
ночные параметры s и n позволяют менять форму
кривой без изменения ее начального наклона.
Уравнение (1) демонстрирует превосходные ре-
зультаты при описании процессов различной
природы, но имеющих ту же самую логическую
структуру. Эти результаты представлены на
рис. 5–8.

Таким образом, предложено гибкое эмпири-
ческое уравнение для фиттирования функций
ограниченного роста, которое позволяет анали-
зировать экспериментальные данные аналитиче-
ски в противоположность численным расчетам.
Точное фиттирование также позволяет с уверен-
ностью проводить математические преобразова-
ния с производными исходной функции. Тот
факт, что значения двух параметров уравнения
( ) близки к оптимальным и известны из экс-
перимента, значительно облегчает процедуру
фиттирования. Наш опыт применения предло-
женного уравнения позволяет уверенно рекомен-
довать нашим коллегам использовать его.
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Рис. 1. Иллюстрация к преобразованию координат.
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Рис. 2. Семейство кривых, описываемых уравнением
(4), для указанных значений параметра n. Во всех слу-
чаях параметр η = s/tm = 0.03 одинаков; θ = h/hm и τ =
= t/tm – относительные высота и время соответственно.

0.2

0.4

0.6

0.8
n = �0.5
n = �0.3
n = �0.1
n = 0.2
n = 0.5

1.0

�

0
0.2 0.4 0.6

�
0.8 1.00



ЖУРНАЛ ФИЗИЧЕСКОЙ ХИМИИ  том 95  № 11  2021

НОВОЕ ЭМПИРИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ 1783

Рис. 3. Семейство кривых, описываемых уравнением
(4), для указанных значений параметра η. Во всех слу-
чаях параметр n = –0.5 одинаков. θ = h/hm и τ = t/tm
являются относительными высотой и временем соот-
ветственно.
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Рис. 4. Семейство кривых, демонстрирующих зависи-
мость KH/(hm/tm) от набора параметров n и η = s/tm.
По оси ординат нанесено отношение максимального
наклона KH к среднему наклону hm/tm.
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Рис. 5. Кинетическая кривая капиллярного поднятия
воды в слое гидрофобных частиц. Черные кружки –
эксперимент, сплошная кривая – результат фиттиро-
вания с помощью уравнения (1): hm = 0.038 м, tm =
1013 сек, n = – 0.38733, s = 13.7371 с (Измерения про-
ведены доктором П. Муругараджом).
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Рис. 6. Кинетическая кривая адсорбции красного
конго на бентоните [7]. Черные кружки – экспери-
мент, сплошная кривая – результат фиттирования с
помощью уравнения (1): qm = 98.84 мг/г, tm = 120 с,
n = – 0.78574, s = 1.3816927 с.
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Рис. 7. Кинетическая кривая адсорбции красителя
оранжевый 16 активным углем [8]. Черные кружки –
эксперимент, сплошная кривая – результат фиттиро-
вания с помощью уравнения (1): θm = 100%, tm =
100.096 мин, n = 0.261357, s = 0.948873 мин.
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Рис. 8. Кинетическая кривая адсорбции NH3 цеоли-
том Y [9] при T = 473 K. Черные кружки – экспери-
мент, сплошная кривая – результат фиттирования с
помощью уравнения (1): am = 6.653 молекул/элемен-
тарная ячейка, tm = 90.5 ч, n = 0.097338, s = 0.07781564 ч.
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