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Для расчета термодинамических функций в модели решеточного газа (МРГ) предложено использо-
вать комбинацию фрагментного метода (ФМ), который дает точное описание конфигурационных
состояний малых систем, и квазихимического приближения (КХП), учитывающего только прямые
корреляции между взаимодействующими частицами. ФМ формирует полный спектр конфигура-
ций на малом числе узлов, но в силу малости системы не обеспечивает появление фаз. Соседние уз-
лы, локальная плотность которых рассчитывается в КХП, создают внешнее поле для узлов фрагмен-
та, и это меняет их состояния занятости и может привести к расслаиванию во всей системе. Такой
подход расширяет точность использования МРГ, в которой распределение частиц описывается с
учетом эффектов непрямых корреляций. Формальная делокализация узла КХП позволяет иметь
одинаковые локальные плотности на всех узлах фрагмента, поэтому его можно рассматривать как
аналог калибровочной функции, параметры которой могут быть найдены по известному точному
значению критической температуры. Обсуждаются возможные версии использования комбиниро-
ванного ФМ + КХП метода для разных ситуаций на неоднородных поверхностях, в объемных фа-
зах, и на границе расслаивающихся фаз.
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Проблема точного расчета физико-химиче-
ских свойств является одной из самых актуаль-
ных в статистической термодинамике. Наиболее
просто точные решения получаются в случае иде-
альных смесей компонентов. Это отвечает высо-
ким температурам и низким плотностям смесей.
При понижении температуры и увеличении плот-
ности системы становятся неидеальными и необ-
ходимо учитывать межчастичные взаимодей-
ствия [1–3]. Хорошо известно, что неидеальные
системы являются задачами многих тел, которые
за редким исключением имеют точные решения
[4–8]. В подавляющем большинстве приходится
использовать приближенные методы описания
систем и точные решения составляют основу
контроля за приближенными решениями.

В последнее время было показано (см., напри-
мер [9]), что наиболее общим подходом к описа-
нию физико-химических систем является модель
решеточного газа (МРГ) [5, 10–13]. МРГ работает
в полном диапазоне плотностей от нуля до еди-
ничных (в мольных долях), что позволяет ей отра-

жать как три агрегатных состояния, так и их гра-
ницы раздела фаз, а также учитывает движения
компонентов во всех фазах [8, 12, 13]. Альтернати-
вой МРГ являются стохастические методы Мон-
те-Карло (МК) и молекулярной динамики [12,
14–21]. Однако и их использование требует кон-
троля со стороны как точных методов, так и экс-
перимента. Очевидно, что стохастические мето-
ды не могут считаться точными, т.к. имеется до-
статочно примеров, когда они не в состоянии
обеспечить выход на экспериментальные данные
и не отвечают точным результатам [12]. Ниже
ограничимся вопросом сопоставления точных и
приближенных способов описания распределе-
ния частиц на примере традиционной постанов-
ки МРГ.

Среди разных приближенных методов наи-
большее распространение получили одночастич-
ные приближения (среднего поля и хаотическое),
в которых не учитываются эффекты корреляции,
квазихимическое приближение (КХП), в котором
учитываются прямые корреляции, и кластерные
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методы более высокого порядка, в которых учи-
тываются корреляции для трех и более частиц [5,
22, 23]. Среди этих методов, описывающих эф-
фекты непрямых корреляций, следует отметить
вариационный кластерный подход [24–26], в ко-
тором выработаны определенные правила после-
довательного уточнения вкладов корреляций. Их
недостатком является трудоемкость вычислений
и быстрое увеличение времени счета по мере уве-
личения точности корреляций.

Для учета непрямых корреляций было предло-
жено использовать так называемый фрагментный
метод (ФМ) [27–29]. Этот метод расширяет об-
ласть точного описания физико-химических
свойств в широких диапазонах температур и
плотностей, так как ФМ представляет собой пря-
мой расчет статсуммы малой системы. Рассмат-
риваемый фрагмент представляет собой участок
макроскопической поверхности. Его внутренняя
топография может быть произвольной. В нем от-
сутствуют какие-либо приближения, но в силу
малости числа узлов системы он не в состоянии
описывать фазовые переходы, которые являются
следствием макроскопического числа частиц в
системах. Ближайшим аналогом ФМ является
всем известный матричный метод [4–8, 10, 27–
29], который, однако, менее удобен при рассмот-
рении сложных неоднородных систем, и поэтому
он был заменен ФМ. Вне критической области
матричный метод и ФМ дают одинаковые резуль-
таты, с которыми очень хорошо (порядка 1%) сов-
падают расчеты с использованием КХП [30–32].

В качестве альтернативы этому направлению
был сформулирован другой путь уточнения опи-
сания молекулярных распределений в окрестно-
сти критической области, так как вдали от нее как
в сверхкритической области (τ > 1.3, τ = T/Tcr, где
Tcr – критическая температура), так и для низких
температур порядка 0.5 ≤ τ ≤ 0.7, кластерные при-
ближения удовлетворительно выполняются. Что-
бы повысить точность описания в окрестности
критической области было предложено ввести
калибровочные функции [33–35], которые поз-
воляют описать кривые расслаивания вблизи Tcr.
Эти функции отражают дальние корреляции,
точное описание которых заменено на аппрокси-
мацию известных точных теоретических или экс-
периментальных данных. Калибровочные функ-
ции позволили не только описать эксперимен-
тальные данные в объемной фазе, но и дать
корректное описание для двумерных фазовых пе-
реходов на открытых гранях и внутри пористых
тел, которые не смогли описать стохастические
методы [12]. В частности, было получено описа-
ние экспериментальных данных по расслаиванию
газов в цилиндрических порах МСМ-41 [36–39].

Для неидеальных систем постоянно приходит-
ся искать компромисс между точностью расчетов

и возможностью их реализации из-за сложности
использования подходов статфизики. Одним из
путей компромисса является комбинированное
использование разных статистических методов.
Простейшим примером (1-й тип) комбинирован-
ного подхода является совместное использование
аппроксимаций в виде дискретного учета бли-
жайших соседей, и усредненное, более грубое
приближение, следующих соседей [11]. Другим
примером (2-й тип) совместного использования
разных методов является описание кинетики
медленных процессов уравнениями динамики
(или методом МК) и равновесное описание ал-
гебраическими уравнениями распределений
быстрых компонент на оставшейся части объема
или поверхности между медленными компонен-
тами [11, 12, 40].

В данной работе речь идет об аналоге исполь-
зования разных типов аппроксимаций, но не для
любого узла системы, как в первом типе ситуа-
ций, а для распределенной системы узлов рас-
сматриваемой области, как это было раньше во
2-м типе ситуаций. Для разных узлов системы
предлагается использовать разные приближения
для описания равновесного распределения. На
возможность совместного использования точных
методов (матричный метод и ФМ) и КХП было
отмечено в работе [27]. В этой комбинации учи-
тывается специфика разных приближений по ти-
пу неоднородности узлов системы. Она обуслов-
лена влиянием неоднородности узлов на характер
распределения молекул. Если различия между
энергиями связи молекулы на разных узлах вели-
ки, то метод КХП дает результаты такие же по
точности, как и метод молекулярной динамики
[41]. Если же речь идет об однородных областях
значительной протяженности, то разница между
КХП и стохастическими методами становится за-
метной. Это связано с точностью учета эффектов
корреляции между взаимодействующими части-
цами. В КХП учитываются только прямые корре-
ляции, что приводит к завышенной оценке вели-
чины критической температуры: (βε)с = 1.38 вме-
сто 1.76 в точном решении Онсагера для плоской
(d = 2) квадратной решетки [4–6]. Поэтому были
рекомендации по использованию ФМ для одно-
родных областей, а для переходных неоднород-
ных участков использовать КХП [28, 29]. Это
означает, что сосуществующие фазы надо рассчи-
тывать ФМ, однако, для этого надо обеспечить оди-
наковые химпотенциалы в паре и жидкости, что не-
возможно, так как ФМ не дает расслаивания.

Реализация идеи по совмещению использова-
ния ФМ и КХП [27] в данной работе нацелена как
на получение расслаивание в однородной фазе,
так и как общий метод анализа распределений ча-
стиц в системе, состоящей из узлов Nfr фрагмента
и NQCA узлов, описываемых в КХП. Ее решение
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позволит получать квазиточные расчеты в широ-
ком круге неоднородных систем, включая проме-
жуточную переходную область между фазами.

Модель решеточного газа

Состояния занятости узлов задаются с помо-
щью величин :  = 1, если в узле находится мо-

лекула сорта i, иначе  = 0. Вклад латерального

взаимодействия описывается через  – пара-
метр парного взаимодействия частиц i и j находя-
щихся на узлах f и g. Индекс f пробегает по всем
узлам решетки, индекс g – узлам zf вокруг узла f.

Полная энергия решеточной системы в боль-
шом каноническом ансамбле при учете взаимо-
действия ближайших соседей записывается сле-
дующим образом [11, 12]:

(1)

где  = –β–1ln( Pi) – одночастичный вклад в
энергию системы, обусловленный взаимодей-
ствием молекул с решеткой, и отношением стат-
сумм молекул в решеточной системе и в газе (тер-
мостате); Рi – давление молекул i в газовой фазе;

 = βexp(β )/Fi – локальная константа удер-
живания (в адсорбции это константа Лэнгмюра)
для частицы i на узле f; β = 1/kT;  – энергия свя-

зи молекул i на узле с номером f,  – статсумма
частицы i на узле f, независящие от числа соседей
в соседних узлах g, Fi – статсумма молекулы i в га-
зовой фазе, s – число разных состояний занято-
сти любого узла поверхности, включая свобод-
ный узел (вакансия). Ниже ограничимся случаем
однокомпонентной системы, для которой s = 2:
i = A – узел занят и i = V – узел свободен, PV = 1.

Приближенные распределения частиц описы-
ваются выражениями, полученными с помощью
метода статсумм [5, 10, 22] или кластерного под-
хода [11]. Суть подхода [11] состоит в замене рас-
чета статистической суммы задачи решением си-
стемы уравнений относительно кластерных
функций распределений, которые характеризуют
вероятности реализации различных локальных
конфигураций молекул. Получаемая единая си-
стема уравнений, описывающая распределение
молекул по неоднородным узлам всей решетки,
является общей и позволяет отразить любые ло-
кальные особенности неоднородности поверхно-
сти. Замкнутая система уравнений, учитывающая
латеральные взаимодействия соседних молекул в
КХП имеет следующий вид

γi
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(3)

где , θf ≡  – вероятность за-

полнения узла f частицей А,  – локаль-

ная доля вакансий;  – условная вероят-
ность нахождения частицы А рядом с другой ча-
стицей А,  – вероятность нахождения частицы
i на узле f и частицы n на узле g, где 1 ≤ n ≤ 2, g ∈ zf;
число узлов системы равно , 1 ≤ f ≤ .

Условия нормировок на парные и унарные ве-
роятности запишутся как

(4)

Фрагментный метод. В ФМ рассчитывается
статсумма малого числа узлов [27–29]. Совокуп-
ность фиксированного состояния всех узлов
фрагмента отвечает некоторой его конфигурации
k. Каждой конфигурации молекул на фрагменте
можно поставить в соответствие некоторый тип
квазичастицы k (k ↔ { }, где f ∈ Nfr, нумерует все
узлы фрагмента). Полный спектр конфигурации
представляет собой число равное . Ниже
состояние узла фрагмента отображается функци-
ей , равной нулю или единице, если узел f
в данной конфигурации k свободен или занят в
соответствии с величиной .

Вероятность того, чтобы найти k-ю конфигура-
цию молекул на фрагменте, запишется как [27–29]

(5)

где Ek – полная энергия молекул в данной конфи-
гурации k, f и g нумеруют узлы фрагмента,  –
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фигурации k; штрих в сумме по h означает исклю-

∈

θ = θ Λ
Λ = = +∏

,
, 1 ,

f

V
f f f f

f fg fg fg fg
g z

a P

S S t x

= θ θ = θ δ +
δ = + − θ − θ

= δ + θ θ2 1/2

/ 2 /[ ],
1 (1 ),

[ 4 ] ,

AA AA A A
fg fg f g fg fg

fg fg f g

fg fg fg f g

t b
x

b x

= −βε −exp( ) 1fg fgx θA
f

θ = − θ1V
f f

≡ AA
fg fgt t

θin
fg

QCAN QCAN

= =
= θ =θ θ 

1 1
, 1.

s s
iij i
ffg f

j j

γi
f

= 2 frNB

σ( , )k f

γi
f

=
=θ = − ββ −

1
( ) eexp / xp( ,, )

B

kk
k

k Q EE Q

=

−

=

− = σ + +

+ β σ





1

1

1

( , ) (lat)

( , ) ln( ),

fr

fr

N

k f k
f

N

f
f

E k f Q E

k f a P

= =
= ε σ σ

1 1

1(lat) ' ( , ) ( , ),
2

fr frN N

k fh
f h

E k f k h

(lat)kE



ЖУРНАЛ ФИЗИЧЕСКОЙ ХИМИИ  том 95  № 5  2021

УЧЕТ НЕПРЯМЫХ КОРРЕЛЯЦИЙ 721

чение узла f; Q – статистическая сумма системы.
Сумма по f, 1 ≤ f ≤ , в (5) перечисляя все узлы
фрагмента, определяет конфигурацию k в соот-
ветствии с величинами , поэтому вероятность

 характеризует полную функцию
распределения на данном фрагменте размером

. Вероятности θ({ }m) любых локальных
функций распределений для m ≤ Nfr конфигура-
ций молекул вычисляются из полных вероятно-
стей (5), суммируя по занятым состояниям других
узлов (m + 1, …, Nfr) фрагмента: 

.

Концентрация квазичастицы определяется как

(6)

Это подразумевает, что смесь квазичастиц
идеальна, и все термодинамические и кинетиче-
ские функции выражаются уравнениями для иде-
альных смесей [42].

Обозначая число занятых узлов с k-й конфигу-
рацией через nk, вероятность полного заполнения
поверхности принимает вид

(7)

В исходном варианте ФМ [27] допускались две
ситуации: (a) данный фрагмент имеет фиксиро-
ванное окружение и, в частности, оборваны все
связи, связывающие этот фрагмент с решеткой, и
(b), состояния окружающих узлов связаны с тако-
выми из центральных узлов фрагмента периоди-
ческими условиями – тогда фрагмент моделирует
макроскопическую поверхность с периодической
топологией, которая может быть произвольной.
Полный набор топологии данного фрагмента со-
стоит из всех возможных расположений узлов
разного типа с энергиями связи Qf.

Комбинированный метод ФМ + КХП

В комбинации ФМ + КХП учитываются поло-
жительные свойства каждого из методов: наличие
фрагмента повышает учет корреляций в системе,
а наличие КХП смещает распределения плотно-
стей на фрагменте, вызывая появление фаз. Со-
седние узлы g, локальная плотность которых рас-
считывается в КХП, создают внешнее поле для
узлов фрагмента f [27–29], и это меняет их состо-
яния занятости. Зацепление заселенности узлов
ФМ и КХП осуществляется через условные веро-
ятности для парных функций tfg:
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где f, h – узлы фрагмента, g – узлы окаймления,
считается, что соседние узлы g одинаковые, по-
этому введено их число zfg. На самом фрагменте
реализуется полный перебор всех конфигураций
k, и найденное среднее значение заселенности уз-
ла фрагмента f обеспечивает зацепление c узлом g
КХП. Этот случай отвечает варианту (a), указан-
ному выше, но с переменным состоянием окру-
жения g, которое ищется в общей процедуре по-
иска локальных заполнений при фиксированном
химпотенциале системы.

Выражения (5) и (8) можно переписать как

(9)

Дальнейшие операции усреднения по конфи-
гурациям локальных плотностей θf и средняя
плотность фрагмента θfr рассчитываются по тем
же самым формулам (5) для статсуммы, которая
теперь зависит от присутствия частиц в окружаю-
щих узлах, описываемых в КХП, как от внешних
полей

(10)

Следует прокомментировать второе слагаемое
в (9) и его влияние на статсумму (10). Средние (10)
подразумевают полное усреднение по всем кон-
фигурациям 1 ≤ k ≤ B = 2k фрагмента при наличии
КХП частицы в узле g. Если вместо условной ве-
роятности  формально ввести функцию

, относящуюся к текущему состоянию уз-
ла фрагмента f в конфигурации k, то этим нару-
шается понятие средней величины от перемен-
ной , и, как следствие, исключаются эф-
фекты корреляции, так как значения  дают

 и , отсюда следует
 при любых параметрах взаимодействия и

любых плотностях на узле фрагмента.
Средняя плотность системы выражается по

формуле обычных неоднородных систем [11] в
виде

(11)
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Эта запись отражает заполнение каждого узла
системы ( ), хотя среди узлов фраг-
мента и окаймления могут быть часть одинако-
вых по заполнению узлов. В случае  = 0 это
выражение переходит в формулу ФМ (7).

Выражения локальных изотерм для узлов g си-
стемы выписаны выше (2):

(12)

Здесь символ соседнего узла р пробегает всех
соседей zg узла g. Среди узлов р могут быть другие
узлы КХП вне фрагмента и узлы фрагмента f.
В случае p = f имеет место соотношение 

, следующее из естественной

симметрии , что определяет зацепление
между заполнениями узлов f фрагмента и g КХП.

Использование ФМ + КХП приводит к появ-
лению разных локальных плотностей в области
фрагмента и на окружающих узлах, описываемых
КХП, и к появлению расслаивания во всей систе-
ме [43]. Это позволяет описать распределение ча-
стиц как в неоднородных системах (примеры см.
ниже) и фазовые переходы в однородных фазах.
Вопросы численного анализа с помощью данного
подхода рассмотрены в статье [43].

Согласно уравнению (1) свободная энергия
системы F, нормированная на один узел системы,
запишется как , где
вклады от индивидуальных узлов фрагмента  и
узлов КХП , выражаются через соответствую-
щие статсуммы от областей фрагмента  и узлов

: , . Выра-
жение (10) определяет , а  имеет хорошо
известный вид [5, 22, 23], поэтому выражение для
него приведем в виде , где
ЕQCA – энергия и SQCA – энтропия КХП-узлов, ко-
торые выражаются унарными и парными функ-
циями как

где соседние индексы узлов р, описываемые в
КХП, могут относиться, как к узлам фрагмента,
так и к другим КХП-узлам (как в формуле (12)).
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Аддитивная форма записи для свободной энер-
гии системы F имеет формальный вид: это не сум-
ма независимых вкладов, а вклады от конкретных
типов узлов, выраженные через унарные и пар-
ные функции, самосогласованные по всей системе.

Знание свободной энергии системы F позво-
ляет рассчитать термодинамические функции
системы по обычным термодинамическим вы-
ражениям [1–3, 5, 42]: 
и , либо через найденные само-
согласованные унарные и парные функции [5, 12,
13]. Таким же образом можно рассчитать и тепло-
емкости CV при постоянном объеме 

, либо поверхностное натяже-
ние [13, 44, 45]. Также необходимо отметить, что
в новом подходе должно выполняться условие
[11–13, 40] самосогласованности описания рав-
новесных распределений, заданные неявно через
взвешивания с функциями  (5) или (10), и со
скоростями скоростей элементарных стадий про-
цессов адсорбции и десорбции, учитывающие
межчастичные взаимодействия соседей в данной
неидеальной системе (см. Приложение 1).

Расширения ФМ + КХП метода
Комбинированный метод ФМ + КХП допус-

кает расширения на многочастичные потенциа-
лы межчастичного взаимодействия и на учет мно-
гочастичного характера движений частиц в плот-
ной фазе. Формально процедура перебора всех
конфигураций k никак не связана с типами моле-
кулярных параметров, описывающих эти расши-
рения, поэтому полная энергия конкретной кон-
фигурации k может быть представлена как

(13)

где  – локальная константа удержива-
ния, зависящая от расположения частиц на всех
соседних узлах g, фигурные скобки обозначают
полный список соседей g от 1 до zf, для данной
конфигурации k, энергия латерального взаимо-
действия  может включать парные, трой-
ные и т.д. частичные взаимодействия (соответ-
ствующие параметры взаимодействия равны ,
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 и т.д.). В сумме по h исключается узел f, а в
сумме по χ исключаются узлы f и h, и т.д. Локаль-
ные константы удерживания включают в себя
учет движений частиц в рамках квази-димерной
модели колебаний и геометрической модели учета
исключенного объема [12]. Аналогичные измене-
ния КХП уравнений приведены в работах [11, 46].

Другим типом расширения построенных выше
выражений является переход к разным типам со-
седних узлов окаймления, т.е. узел фрагмента мо-
жет иметь связи с несколькими разными (zfg) узлами
КХП. Напомним, что сам фрагмент может быть лю-
бым по степени неоднородности его узлов, они от-
личаются энергетикой связи частица – узел и про-
извольной топографией своего расположения на
фрагменте [11, 47]. В этом случае в формулах (8) (9),

и (12) следует заменить сумму 

на сумму , где, как и выше,
f, h – узлы фрагмента, g – соседние узлы окаймле-
ния относительно узла f, их полное число zfg. Это от-
личие обусловлено отличием локальных заполне-
ний (2), (3) разных типов соседей р, связанных с уз-
лом f .

Распределенный узел КХП

Из формулы (11) следует, что увеличение раз-
мера ФМ должно увеличивать учет непрямых
корреляций, тогда как увеличение доли узлов
КХП должно их уменьшать. В этом отношении
максимальное уменьшение числа узлов КХП
должно дать максимальный учет эффектов не-
прямых корреляций. Минимальное число узлов
КХП может быть равно единице  = 1, поэто-
му этот случай рассмотрим отдельно. Учитывая
аддитивность вкладов от всех узлов системы в
КХП, формально можно предположить суще-
ствование некоторого распределенного (вирту-
ального) узла КХП, который распределен равно-
мерно по всем узлам фрагмента в виде некоторого
внешнего поля. Такая делокализация узла КХП в
случае однородного фрагмента означает, что все
локальные плотности фрагмента будут одинако-
выми: введение узла КХП не будет вызывать раз-
личия в состояниях занятости узлов фрагмента,
как и в случае полного отсутствия данного узла
КХП. В этом отношении введение такого узла
можно считать как присутствие калибровочной
функции, которая позволяет повысить точность
описания распределения частиц в широком диа-
пазоне температур и плотностей [33–35].

Первоначально [33] калибровочные функции
были введены при использовании решеточных
моделей в качестве “интерполяционного” аппа-
рата: решеточные модели обеспечивают расчет в
“промежуточных” областях между известными
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решениями, получаемыми точными численными
методами. Чтобы в точках точных решений эти
решения совпадали с приближенными, вводится
калибровочная (подгоночная) функция. В пер-
вом приближении достаточно ограничиться точ-
ной информацией только о критической точке и в
качестве интерполяционного аппарата использо-
вать КХП: оно позволяет быстро проводить рас-
четы, отражает эффекты прямых корреляций, да-
ет точные результаты в области малых и сильных
взаимодействий и обеспечивает качественно вер-
ное описание в критической области (лучше, чем
в одночастичных приближениях) [33]. Этот под-
ход успешно применялся в разных ситуациях [12,
34–39].

В данном случае трактовка распределенного
узла КХП в качестве калибровочной функции для
уравнений совместного применения ФМ + КХП
позволяет найти ее параметры по известному точ-
ному значению критической температуры. Это
полностью сохраняет выписанные выше уравне-
ния (8)–(13), но меняет смысл значений молеку-
лярных параметров: теперь каждый узел фраг-
мента f имеет виртуальную связь КХП с узлом g.
Если на фрагменте имеется Nfr узлов, то каждый
узел f имеет дополнительный вклад в его энер-
гию. Это вводится через одночастичный вклад в
энергию узла – добавляется величина равная

, где энергетический параметр ε имеет свое
обычное значение, а число “соседей” zfg можно
определить в виде zfg = K/Nfr, где K – некоторый
числовой параметр. Если параметр K имеет смысл
числа соседей узла КХП (К = z), то zfg = z/Nfr . В об-
щем случае значение K можно ассоциировать с
эффективным числом соседей отличным от рас-
сматриваемой решетки. Так при K = 2 мы имеем
аналог одномерной системы, в которой отсут-
ствуют фазовые переходы, а при K = 0 вклады
КХП узлов отсутствуют – получается переход в
выражения исходного ФМ. C учетом указанных
выше свойств окаймления, выражение для локаль-
ной изотермы единственного виртуального узла g
выписывается в прежнем виде уравнения (12), в
котором функция неидеальности запишется как

, в остальном выраже-
ние (12) не меняется. Символ соседнего узла р
пробегает все узлы фрагмента Nfr, поэтому выра-
жение упрощается. Выражения для сомножителя
функции  определены в (2) и (12), а формула 
для соседних пар частиц АА определена в (3).
В результате параметрами системы уравнений
становятся параметры уравнения КХП (12) – ука-
занный выше параметр К (для числа соседей) и
величина энергии связи частицы на узле КХП с
решеткой Qg.
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Неоднородные системы
Предложенный поход также может быть при-

менен к описанию неоднородных двух- и трех-
мерных систем с помощью разных вариантов со-
четаний областей, описываемых ФМ и узлов,
описываемых в КХП. Например, одного большо-
го фрагмента и его КХП-окружения, либо боль-
шего по размеру периодического фрагмента, со-
стоящего из реального фрагмента и КХП-окру-
жения, а также ФМ + КХП может быть
адаптирован для описания неоднородной пере-
ходной области границы раздела фаз. Каждый
случай имеет свои особенности, которые надо
точнее описать, а это связано с разным заданием
топографии решетки. Для учета латеральных вза-
имодействий можно использовать кластерные
ФР, которые характеризуют типы всех узлов
внутри рассматриваемого кластера, либо число
пар связывающих центральный узел с соседями
[11, 12, 29, 47].

Неоднородность системы определяется вели-
чинами энергий связи частиц с решеткой Qq, 1 ≤
≤ q ≤ t, t – число типов узлов системы, состоящей
из N узлов, . КХП традиционно
используется для описания неоднородных систем
[11, 12], поэтому обсудим только его взаимосвязь
с ФМ. Сам ФМ допускает все комбинации распо-
ложений узлов разного типа на малых по размеру
фрагментах с произвольными значениями Qq.
Поэтому следует обсудить два варианта неодно-
родности узлов КХП: общий случай > 1
и  = 1. В первом случае каждый КХП-узел от-
ражает локальное свойство неоднородной систе-
мы и описывается обычными методами [11, 12].
Во втором случае единственный узел должен от-
разить все свойства неоднородной системы. Это
можно сделать, приписав ему усредненные свой-
ства все системы, или, что свойства реальной си-
стемы выражаются через усредненные ее вклады,
отнесенные на один узел. Как обычно вводятся
веса функций распределений узлов Fq типа q и их
пар Fqp для пар узлов типа qp неоднородной систе-
мы, нормированные на один узел системы. Сте-
пень заполнения узлов θ и парные функции 
на неоднородной решетке имеют вид

(14)

где  – числа пар связей в системе. Поэтому
задача сводится к построению функций Fq и свя-
зям между функцией пар Fqp и связями zqp между
долей узла q и узлами фрагмента р, отвечающим
данной топографии неоднородной решетки
фрагмента.

По определению функция Fq в (14) есть вклад
узлов типа q в распределенный КХП-узел, а для

= +fr QCAN N N

QCAN
QCAN

θAA

= = =
θ = θ = θ θ = θ  

1 1 1
/ , ,

pairQCA NN t

g q q AA qp qp
g q qp

N F F

pairN

парных функций описание в рамках слоевых рас-
пределений, которые наиболее удобны для реше-
ния комбинированным методом, сводится к свя-
зи Fqp = Fqdqp или dqp = Fqp /Fq = zqp/zq, где zqp – число
узлов типа р рядом с узлов типа q, zq – число свя-
зей узла типа q. Простейшие примеры построе-
ния функций Fq и Fqp для систем: ступенчатой по-
верхности (100) с моноатомной ступенью и гра-
нице граней (100) и (111), а также упорядоченного
распределения частиц А при низких температу-
рах, приведены в Приложении 2. Также в Прило-
жении 2 изложены принципы расчета ФМ + КХП
неоднородных распределений частиц на грани-
цах раздела сосуществующих фаз, которые необ-
ходимы для расчета поверхностного натяжения.

В полностью анизотропных ситуациях фраг-
менты не могут быть замкнуты, и это резко
усложняет описание распределений частиц в силу
необходимости введения большого числа внеш-
них полей на любой фрагмент, и увеличивает
вклад прямых корреляций в общую систему. По-
этому следует подробно анализировать возмож-
ность использования ФМ + КХП в конкретных
задачах.

Обсуждение и заключение
1. Объединение точного ФМ и приближенного

КХП отталкивается от преимуществ каждого из
методов (универсальность учета прямых корреля-
ций в КХП и повышение точности учета непря-
мых корреляций в ФМ). ФМ не позволяет рас-
сматривать большие по размеру системы. Расши-
рение области фрагмента за счет соседних узлов
КХП и повышение точности описания распреде-
ления частиц с помощью калибровочных функ-
ций направлено на повышение точности расчетов
по сравнению с КХП за счет учета эффектов не-
прямых корреляций. Предложенный подход поз-
воляет более точно учесть корреляции между ча-
стицами за счет включения непрямых корреля-
ций на участках фрагментов, по сравнению с
прямыми корреляциями в КХП.

Совместное их использование позволяет вый-
ти на рассмотрение нового круга задач, которые
обычно смотрятся либо менее точными методами
(только КХП), либо с помощью калибровочных
функций, которые построены на основе инфор-
мации меньшей точности (только на величинах
Тcr), чем совместное применение ФМ + КХП, ис-
пользующее величины Тcr и точные расчеты в
надкритической области.

Данный подход также ограничен по размерам,
как и сам ФМ, тем не менее, даже малые фраг-
менты позволяют заменить КХП более точными
вариантами учета эффектов корреляции. Предло-
женный подход может быть использован при
описании фазовых переходов и границ раздела
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фаз, что невозможно в исходном ФМ. Любые
условия замыкания узлов фрагмента самих на се-
бя сокращают число внешних полей и упрощают
уравнения: неоднородность системы только в од-
ном направлении позволяет значительно шире
использовать ФМ + КХП, чем в случае неодно-
родности в нескольких направлениях. Возмож-
ность калибровки фрагмента, практически любо-
го размера, в ФМ + КХП на точное значение Ткрит
дает преимущества такого подхода по сравнению
с ВКМ за счет резкого увеличения быстродей-
ствия расчетов, что особенно важно для неодно-
родных систем.

2. Области приложений ФМ + КХП продикто-
ваны потребностью замены КХП в задачах равно-
весия и кинетике элементарных стадий. Это по-
требует проверки выполнения условия самосо-
гласованности для двух- и трехмерных систем.
С этой целью в данной работе даны уравнения
скоростей элементарных стадий адсорбции и де-
сорбции в Приложении 1, которые обеспечивают
условие самосогласованности.

Область применения ФМ + КХП ограничена
по своим приложениям по размерам и числу ком-
понентов. Тем не менее, новый метод позволяет
распространить точные результаты по критиче-
ским температурам в виде концентрационных
функций по всему диапазону плотности и вне
критической температуры для s = 2, а также ча-
стично и для s = 3, если пользоваться калибровоч-
ными функциями. По сути, такая информация
необходима для развития любых методов и будет
продолжаться постоянно с развитием вычисли-
тельной техники (для МД и МК есть свои крите-
риальные ситуации [12], в которых они не дают
правильного ответа).

3. Помимо задач с расчетом фазовых перехо-
дов существуют задачи для малого числа частиц,
которым также необходимы точные решения.
Например, для расчета свойств малых кластеров.
Привлечение ФМ и ФМ + КХП для анализа рас-
чета таких систем необходимо, как метод контро-
ля за приближенными методами, также как и в
случае макросистем.

Работа выполнена в рамках государственного
задания ИОНХ РАН в области фундаментальных
научных исследований.

Приложение 1

Скорости адсорбции–десорбции
Вопрос о самосогласованности описания со-

стояния равновесия и скоростей элементарных
стадий был рассмотрен для всех ранее рассмот-
ренных приближений в кластерном подходе [11].
Суть самосогласованности описания состоит в
том, что приравнивая скорости элементарных

стадий в прямом и обратном направлениях долж-
ны получаться локальные изотермы. Естественно
он возникает и в данном приближении, поэтому
необходимо построить выражения скоростей эле-
ментарных стадий процессов адсорбции и де-
сорбции в ФМ + КХП, учитывающие межчастич-
ные взаимодействия соседей. В данном случае
эти локальные уравнения заданы неявно через
взвешивание с функциями  (5) или (10). Чтобы
удовлетворить условию самосогласованности
скорости мономолекулярных (m = 1) адсорбции
молекул на свободный узел f фрагмента, находя-
щегося в конфигурации k, и десорбции с занятого
узла f в той же конфигурации, должны быть выра-
жены следующим образом:

где Р – давление,  и  – предэкс-
поненты констант скорости адсорбции и десорб-
ции на узле f в конфигурации k, аналогично для
энергий  и  – активации процес-
сов адсорбции и десорбции,  – энергия взаи-
модействия активированного комплекса адсорб-
ции в узле f с соседними частицами в узлах h,

 – множество соседних узлов h фрагмен-
та центрального узла f фрагмента,  – мно-
жество соседних узлов h КХП рядом с централь-
ным узлом фрагмента f; tfh – условная вероят-
ность нахождения частицы на узле h КХП.

Средние скорости процессов адсорбции и де-
сорбции, отнесенных на один узел фрагмента,
после усреднения по всем узлам фрагмента Nfr и
всем его конфигурациям (  – вероятности реа-
лизации конфигурации k фрагмента определены
в (6)) запишутся в виде

Таким же образом строятся выражения для
скоростей двухузельных (m = 2) элементарных
стадий: для скорости адсорбции имеем:
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(аналогично для скорости десорбции) и для их
средних значений

Расчет скоростей проводится на базе многоча-
стичных функций распределений , где мно-
жество узлов {f} отражает область взаимодействия
активированного комплекса и их соседей, выпол-
няемых на основе уравнений (10). Отметим, что
эти выражения отражают возможность учета в яв-
ном виде внутренних статсумм реагентов и ис-
пользование многочастичных взаимодействий
[11], обсужденных выше.

Приложение 2
Неоднородные системы. В качестве примеров

неоднородных систем, рассмотрим функции рас-
пределений узлов разного типа: 1) ступенчатую
поверхность, 2) границу граней (100)–(111), 3)
упорядоченное распределение частиц на d = 2 и 3
решетках, и 4) переходную область границы раз-
дела фаз. Для простоты записи используем функ-
ции распределения пар в виде dqp (для данных
примеров их применение эквивалентно исполь-
зованию более точных кластерных функций [11,
29, 47])

Ступенчатая поверхность (100). В качестве
примера линейного несовершенства рассмотрим
поверхность грани (100) с моноатомной ступенью
[11, 12], l – длина террасы. Будем различать узлы,
примыкающие к ступени (1-й тип) и находящие-
ся в первом ряду террасы от ступени (2-й тип),
остальные узлы являются узлами 3-го типа (без
учета краев по длине ступени), t = 3. Узлы каждо-
го типа занимают целый ряд, поэтому их доли ха-
рактеризуются следующими значениями: F1 =
= F2 = 1/l, F3 = 1 – 2/l.

Для узлов 1-го и 2-го типов функции dqp пред-
ставляют долю числа соседних узлов каждого ти-
па к общему числу узлов: d11 = d22 = 2/3, d13 = d23 =
= 1/3, d12 = d21 = 0. Для узлов 3-го типа следует
учесть различия в их расположениях: находятся
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ли они рядом с узлами 1-го и 2-го типов или нет.
Если узел 3-го типа принадлежит слою, соседне-
му с узлами 1-го или 2-го типа, то для него доля
соседних узлов другого типа равна 1/4, а так как
вероятность попасть в такой слой равна величине
(l – 2)–1 то d31 = d32 = [4(l – 2)]–1. Функция d33 оди-
наково определяется из прямого подсчета или ба-

лансового соотношений : d33 = 1 –
‒ [2(l – 2)]–1 .

Граница граней (111) и (100). Другой пример
линейного несовершенства представляет граница
граней (100) и (111) [11, 12], которая влияет на
свойства узлов в соседних слоях с каждой сторо-
ны. Это приводит к пяти типам узлов: 1-й – узлы
на грани (111), z1 = 6; 2-й – узлы грани (111) рядом с
границей, z2 = 6; 3-й – граничные узлы, z3 = 5; 4-й –
узлы грани (100) рядом с границей, z4 = 4; 5-й –
узлы грани (100), z5 = 4. Обозначим отношения
числа узлов границы к числам узлов на гранях
(111) и (100) через 1/b и 1/l, тогда F1 = (b – 1)/σ,
F2 = F3 = F4 = 1/σ, F5 = (l – 1)/σ, где σ = b + l + 1.
В пределах каждого слоя все узлы имеют одина-
ковое окружение.

В каждом слое все узлы имеют одинаковое
окружение. В слоях 2–4, как и выше, функции dqp
представляют отношение чисел соседних узлов
разного типа к общему числу соседних узлов d21 =
d22 = d23 = 1/3, d32 = d33 = 2/5, d34 = 1/5, d44 = 1/2,
d43 = d45 = 1/4. Для узлов 1-го и 5-го типов следует
учесть возможность нахождения рядом узлов ти-
па 2 и 4. Узлы 1-го типа в слое 1 имеют по два со-
седа типа 2, т. е. вероятность равна 1/3, а так как
вероятность попасть в этот ряд, оставаясь среди
узлов 3-го типа, равна (b – 1)–1, то d12 = [3(b – 1)]‒1;
аналогично подсчитывается функция d54 = [4(l –
‒ 1)]–1. Как и выше, несложно определить число
соседних связей “11” и “55”, это дает d11 = (3b –
‒ 4)/(3b – 3), d55 = (4l – 5)/(4l – 4).

Упорядочение двух взаимопроникающих подре-
шеток. Первую подрешетку, узлы которой пре-
имущественно заняты, обозначим через α, вто-
рую подрешетку, узлы которой преимущественно
свободны, обозначим через γ. Каждый узел α-
подрешетки окружен узлами γ-подрешетки, и на-
оборот. Это позволяет задать упорядоченное со-
стояние частиц с помощью введенных в [11]
функций распределений узлов разного типа: Fα =
= Fγ = 1/2, и dαγ = dγα = 1. Обозначим через θσ (σ =
= α,γ) вероятность заполнения узлов типа σ. Пол-
ная изотерма запишется как θ = (θα + θγ)/2, где θσ
определяется из системы уравнений (12):

=
= 1
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t
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где x = exp(–βε) – 1, и tαγ = θαγ/θα, ,

, .
Плоская граница сосуществующих фаз. Граница

раздела фаз представляет собой неоднородную
область, которую будем описывать в виде после-
довательности из κ монослоев [13]. В этом случае
каждый монослой имеет Fq = 1/κ, а функции dqp
выражаются через числа связей между узлами в
слое р и слоем q для каждого монослоя zqp: dqp =

= zqp/z, или . Эта граница находится
между паровой и жидкой фазами, свойства кото-
рых, в том числе и плотности сосуществующих
фаз, считаются известными. Эти фазы формиру-
ют граничные условия для плотностей переход-
ной области, которую будем моделировать
ФМ + КХП. Для торцов решеточной структуры
заданы химический потенциал и плотности. Че-
рез них задаются внешние поля для узлов фраг-
мента, все узлы в торце испытывают одинаковое
влияние внешнего поля. В общем случае величи-
на κ больше размера m, который допускается ФМ
для прямого расчета, поэтому нужно вводить раз-
биение κ на ряд более коротких фрагментов и ис-
кать условия их согласования, чтобы получить
общий профиль границ.

Рассмотрим узлы фрагмента вдоль длинной
оси m, а узлы вдоль короткой оси n = 2 или 3 за-
мкнем циклически с образованием квазицилин-
дрической решеточной структуры. Проиллюстри-
руем процедуру построения профиля на примере
согласования описания длинного фрагмента (n ×
× m) и двух фрагментов (n × m/2). Длинный фраг-
мент рассчитывается по двум граничным услови-
ям, заданным для слоев q = 1 и q = m. Решение на
профиль получается в результате итераций внут-
ренних состояний фрагмента при жестких фик-
сированных граничных значениях θ0 для жидко-
сти и  для пара, формирующих внешние поля
для слоев переходной области, примыкающих к
областям жидкости θ1 и пара θm.

При переходе к коротким фрагментам допол-
нительно появляется необходимость согласова-
ния плотностей между слоями q = m/2 и q = 1 +
+ m/2. В этом случае слой 1 + m/2 служит внеш-
ним полем для слоя m/2, и наоборот слой m/2 слу-
жит внешним полем для слоя 1 + m/2. Общая ите-
рация осуществляется до получения предельного
распределения профилей в двух малых фрагмен-
тах при тех же конечных значениях на границах θ0

для жидкости и  для пара в ходе поиска про-
межуточных плотностей для слоев m/2 и 1 + m/2.

Аналогичным образом осуществляется поиск
профиля при большем числе разбиения области
κ. Начальные приближения в данной итерацион-
ной процедуре можно брать через грубые оценки
или по предварительному расчету профиля в ана-

αγ α γθ = θ θ δ +2 /( )b

α γδ = + − θ − θ1 (1 )x α γ= δ + θ θ2 1/2( 4 )b x

+

= −
= 

1

1

q
qpp q

z z

+θ 1m

+θ 1m

логичной постановке для КХП. Сравнение двух
профилей полного и двух меньших фрагментов
при условии μ = const для внутренних узлов фраг-
ментов в обоих случаях продемонстрирует на-
сколько они будут отличаться между собой. Та-
ким же путем можно рассматривать любые протя-
женные переходные области на границах раздела
фаз через заданные плотности сосуществующих
фаз, если использовать нужно число мелких
фрагментов. Отметим, что здесь одновременно
используются обе версии комбинации ФМ + КХП с
общим виртуальным узлом для сосуществующих
фаз пар–жидкость и через внешние поля в сече-
ниях переходной области границы раздела фаз.
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