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Необходимость учета колебательных движений молекул в связанных состояниях системы пар–жид-
кость для расчета термодинамических функций (ТФ) системы ставит вопрос о возможности их выде-
ления из общего коллективного кинетического вклада и о способах их описания. В работе использо-
вана молекулярно-кинетическая теория на базе кластерного подхода (КП) в модели решеточного газа
(МРГ). Известное для разреженного пара представление о существовании физически связанных групп
частиц флюида, формирующих ассоциаты, расширено на весь диапазон плотностей парожидкостной
системы. Предложена ассоциативная модель флюида, отражающая области существования разрежен-
ного и плотного флюида, разные типы движений молекул, а также эффекты ангармонических колеба-
ний атомов в связанных состояниях. Колебания частиц, начиная от изолированного димера до плот-
ной фазы, рассчитаны в квазидимерной модели, отражающей средние локальные частоты колебаний.
В плотных флюидах представления об ассоциатах характеризуют локальные флуктуации плотности.
Парные потенциалы взаимодействия молекул под влиянием ангармонизма колебаний в связанных ас-
социатах перенормируются в многочастичные потенциалы. Обсуждена проблема расчета ТФ с помо-
щью метода корреляционных функций, активно используемого в теории жидкости и в КП для МРГ.
Суть проблемы состоит в двух возможностях расчета свободной энергии: по молекулярным функциям
распределений и по термодинамическим связям. Для строгого расчета ТФ сформулирован подход за
счет использования модельных свободных энергий. Новый подход вводит в теорию жидкости стат-
сумму и обеспечивает самосогласованность описания равновесия и кинетики.
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Колебательные движения традиционно рас-
сматриваются при обсуждении термодинамики
разреженных газов [1, 2] и в твердых телах [3–5].
Методы решений уравнений для определения ча-
стот гармонических колебаний одинаковы как
для изолированных молекул, так и для твердого
тела, рассматриваемого как большая многоатом-
ная молекула. Но уже для простейшего разупоря-
доченного бинарного сплава симметрия пропада-
ет, и решение задачи сталкивается с большими
вычислительными сложностями [6]. Промежу-
точные плотности отвечают наличию в системе
неидеального газа и жидкости, а также дефектно-
му твердому телу.

В паровой фазе молекулы по мере увеличения
плотности формируют связанные между собой
димеры, тримеры, и т.д. разные ассоциаты (или
кластеры), вплоть до малых капель или аэрозо-
лей. В жидкой фазе все частицы находятся в свя-

занном состоянии, и колебания – один из видов
их теплового движения [7]. Состояние пара тра-
диционно описывают вириальными уравнения-
ми, которые никак не связаны с колебаниями мо-
лекул в силу формального способа построения
членов вириального разложения как чисто мате-
матического приема построения статсумм [8–10].
То же самое относится к работам по теории жид-
кого состояния на базе интегральных уравнений
(ИУ) [11–16]. В более ранних работах обсужда-
лась необходимость учета в неидеальных газах
присутствия реальных физических групп молекул
(ассоциатов) с их внутренними свойствами [17–
20], различные аспекты этой проблемы обсужда-
ются и в настояще время [21].

В модели решеточного газа (МРГ), которая ак-
тивно используется для описания объемных разу-
порядоченных систем (адсорбционных, абсорб-
ционных, твердых и жидких растворов и т.д.),
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традиционно считается [20, 22–29], что внутрен-
ние колебательные движения отделяются от кон-
фигурационных состояний частиц системы. При
таком допущении все межмолекулярные колеба-
ния автоматически исключаются из рассмотре-
ния. Мотивацией для такого разделения служит
различие указанных частот, как правило, на по-
рядок и больше. В работе [30] впервые поставлен
вопрос о необходимости явного учета влияния
межмолекулярных колебаний на конфигураци-
онные состояния частиц смеси, что изменило вид
уравнений в кластерном подходе (КП) на равно-
весное распределение компонентов смеси. Урав-
нения [30] формально учитывают статсуммы всех
внутренних движений молекул однофазной си-
стемы. В данной работе предложена ассоциатив-
ная модель флюида, в которой конкретизируются
модели внутренних движений с помощью пред-
ставления о существовании физически связан-
ных групп частиц флюида во всем диапазоне
плотностей парожидкостной системы.

Новая модель отражает существование разре-
женной и плотной фаз, разные типы движений
молекул, а также эффекты ангармонических ко-
лебаний частиц в связанных состояниях (отсут-
ствующие в других теория флюидов). Для систем
с низкой плотностью новый поход позволяет
учесть связанные состояния между реальными
молекулами с образованием ассоциатов по анало-
гии с ассоциатами в растворах (но здесь раствори-
телем служит вакуум), а для плотных жидкостей
представления об ассоциатах характеризуют ло-
кальные флуктуации плотности. Модель позво-
ляет рассчитать частоты их колебаний, которые
отсутствуют в теории ИУ [11–16] (хотя в ряде книг
[12, 15] указывается на неявный учет колебаний в
этих теориях). Отметим, что эффекты ангармо-
низма колебаний могут играть важную роль в тер-
модинамической устойчивости фаз.

Вопрос о роли вкладов межмолекулярных ко-
лебаний молекул в термодинамические функции
парожидкостных смесей до настоящего времени
не имеет удовлетворительного решения для боль-
шинства систем [31]. Во многом это связано с тем,
что для расчета молекулярных распределений в
ИУ используется метод корреляционных функ-
ций (КФ), который обходит этап построения
статсумм для их расчета. Получающиеся молеку-
лярные распределения не связаны напрямую с
построением статсуммы и, следовательно, со сво-
бодной энергий F. Поэтому возникают вопросы о
соответствиях между точностями расчета молеку-
лярных распределений и термодинамических
функций (ТФ), и о том, как они связаны с учетом
эффектов корреляции в пространственном рас-
пределении молекул. Возможность различий в
расчетах ТФ была отмечена в [12], но до настояще-
го времени нет обсуждения и решений этой про-
блемы вследствие сложности использования ИУ.

Дуализм МРГ позволяет использовать оба ме-
тода (статсумм и КФ). В данной работе использо-
ван метод КФ для МРГ в версии КП, что позволи-
ло рассмотреть указанную проблему в более широ-
кой постановке вопроса, чем в работе [12].
Неоднозначность расчета свободной энергии про-
демонстрирована на примере квазихимического
приближения (КХП), учитывающего только пря-
мые корреляции. Для строгого расчета ТФ сфор-
мулирован подход с использованием модельных
свободных энергий. Новый подход вводит в тео-
рию жидкости статсумму и обеспечивает самосо-
гласованность описания равновесия и кинетики.

АССОЦИАТИВНАЯ МОДЕЛЬ ФЛЮИДА
Основные положения

Притяжение молекул пара приводит к образо-
ванию связанных групп димеров, тримеров и т.д.
вплоть до расслаивания фаз, в зависимости от
температуры и давления. В связанных ансамблях
молекул (это – ассоциаты и сама жидкая фаза) че-
рез колебания с разными амплитудами смещений
реализуется их тепловое движение. Формально
все эти перечисленные состояния отражаются
традиционным гамильтонианом [8–14, 20]:

(1)

где pi и mi – импульс и масса i-й частицы, 1 ≤ i ≤ N,
N – число частиц системы, εij – энергия парного
взаимодействия частиц с координатами ri и rj.

Построение уравнений для неидеального газа
проводится путем интегрирования по импульсам
всех частиц и отделения конфигурационного ин-
теграла , что в итоге, приводит к следую-
щей записи статистической суммы системы QN:

(2)

(3)

где h – постоянная Планка, β = (kT)–1, k – посто-
янная Больцмана; сомножитель  в
степени числа частиц N представляет собой ре-
зультат интегрирования по импульсам каждой
поступательно движущейся частицы в объеме си-
стемы V, при заданной температуре Т; фигурные
скобки {…} означают полную совокупность вели-
чин. После отделения импульса конфигурацион-
ный интеграл  не может содержать коле-
бания, так как они описываются тем же исход-
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ным гамильтонианом (1) при разложении
смещений в окрестности положений равновесия
частиц. Аналогично для жидкости при построе-
нии цепочки уравнений Боголюбова–Борна–
Грина–Кирквуда–Ивона (ББГКИ) априори про-
водится усреднение по всем импульсам системы
[11–16]. Поэтому для учета связанности частиц
необходимо перегруппировать слагаемые га-
мильтониана, чтобы внутренние связи в ассоциа-
тах были учтены явным образом. Данный факт
имеет значение для учета числа степеней свободы
частиц, находящихся в системе. Молекулы пара
участвуют в трех типах движения (поступатель-
ном, вращательном и колебательном), и каждое
из них вносит свой вклад в термодинамические
функции. По времени релаксации эти типы дви-
жений также отличаются. Это легко заметно для
газа: характерное время составляет 10–13–10–12 с
для колебательного движения и 10–10–10–9 с – для
поступательного движения. Для жидкости харак-
терное время колебательного движения сохраня-
ется, а для поступательного движения оно увели-
чивается на 3–5 порядков.

Будем рассматривать ассоциаты, находящиеся в
газовой и жидкой фазах. Ассоциаты газовой фазы
Аn, где n – число исходных мономеров А, характе-
ризуются своими размерами и формой. Каждый
ассоциат рассматривается как независимый сорт
частиц общей смеси [32], имеющий свои степени
свободы, зависящие от числа n. Малые ассоциаты
имеют поступательную степень свободы центра
масс, вращательную степень свободы ассоциата и
остальные 3n – 6 степеней свободы являются коле-
бательными (для линейных ассоциатов число сте-
пеней свободы равно 3n – 5, но кроме n = 2 и 3 они
не будут устойчивыми). Ассоциаты в жидкой фазе
рассматриваются с позиции инверсии фаз, и ма-
лые ассоциаты вакансий Vn формируют аналогич-
ные типы конфигурации. Сами вакансии не имеют
ни массы, ни момента инерции, ни колебаний.
Они участвуют во внутренних локальных конфигу-
рациях частиц А плотной фазы, которая может ме-
няться в широких пределах, поэтому колебатель-
ные движения мономеров А реализуются в ассоци-
атах на разных пространственных шкалах. Для
жидкости естественно не учитывать поступатель-
ное и вращательное движения фазы как целого.

Статсуммы, относящиеся к изолированным
частицам, хорошо известны [13, 33–35]. Движе-
ния ассоциатов как целого описываются уравне-
ниями свободного движения и вращения и зада-
ются своими молекулярными параметрами: мас-
сой и моментом инерции. Увеличение размера
ассоциата меняет массу и момент инерции. Коле-
бательные движения внутри ассоциата зависят от
энергии межчастичного взаимодействия, связан-
ной с мгновенными распределениями соседей, и
которые формируют локальные механические

модули через вторые производные от потенци-
альной функции. Теория колебательного движе-
ния также изложена в работах [1–4], поэтому ниже
остановимся только на вопросах связи колебаний
с локальными конфигурациями компонентов
смеси (A + V).

Уточним отличие данной схемы от традицион-
ной модели ассоциированных растворов [32], ак-
тивно используемой в термодинамике для смесей
с произвольным числом компонентов во всех фа-
зах. В [32] рассматриваются системы с много-
атомными молекулами, для которых важна вза-
имная ориентация, и которые имеют большую
энергию связи, чем взаимодействия с другими
молекулами смеси или их функциональными
группами. Образование ассоциата меняет харак-
тер вращений и колебаний по сравнению с исход-
ными мономерами. Ниже рассматриваются только
сферически-симметричные молекулы (типа мета-
на) или атомы инертного газа, в которых отсут-
ствуют эффекты, связанные с разными ориента-
циями молекул. Тогда наиболее четко проявляют-
ся обсуждаемые свойства димеров, тримеров и n-
меров, формирующихся из одинаковых мономе-
ров (атомов или молекул). Эти межмолекулярные
колебания мономеров – внутримолекулярные ко-
лебания ассоциата, как в паре, так и в объемной
фазе. (В системах [32] частоты внутримолекуляр-
ных колебаний до одного-двух порядков больше
частот межмолекулярных колебаний.)

Каждый ассоциат имеет статистическую сум-
му, состоящую из статсумм отдельных движений
Q = QtranQrotQvib (поступательного, вращательного
и колебательного), которая зависит от фазы, со-
держащей ассоциат. Для большей наглядности
изложения упростим систему – будем смотреть
взаимодействия ближайших соседей Rlat = 1, и
ограничимся типами ассоциатов для некоторого
мономера и его z ближайших соседей, где z – число
соседних молекул первой координационной сфе-
ры (к.с.), т.е. до ассоциата размера (1 + z). Соответ-
ственно полное число импульсов в (1) распределя-
ется на импульсы движения центров масс разных
ассоциатов, импульсы вращений относительно
центров масс каждого ассоциата и на импульсы ко-
лебательного движения внутри каждого ассоциата.

Гамильтониан ассоциативной модели флюида

Исходный гамильтониан (1) для парожидкост-
ной системы разбивается на группы ассоциатов
разного размера:

(4)
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здесь Нn – гамильтониан ассоциата размера (n –
число частиц мономера), Hphase – гамильтониан
жидкой фазы; nmax – максимальный размер ассо-
циата (nmax = 1+ z) , учитываемых в дискретном
виде. Слагаемые , ,  представ-
ляют собой соответственно вклады поступатель-
ного, вращательного и колебательного движений
ассоциата n;  – реше-
точный вклад в полную энергию ассоциата К, со-
стоящий из межчастичных потенциалов, нижний
символ 0 означает, что рассматривается только ос-
новное состояние системы при Т = 0 К. Отдельные
вклады равны: ,  и  – им-
пульс и масса кластера n, 

– главный момент инерции, δ = х, у, z;  – ком-
понента δ угловой скорости;  – классиче-
ский гамильтониан колебательного движения ас-
социата К, состоящий из членов кинетической и
потенциальной энергии частиц.

Обозначим через N – полное число частиц мо-
номеров в системе, на него проводится норми-
ровка всех ассоциатов и плотности частиц систе-
мы с учетом баланса

(5)

где Nn – число ассоциатов размера n,  – число
дискретно рассматриваемых ассоциатов, Nphase –
число частиц в жидкой фазе, которая объединяет
любые иные ассоциаты с размером n > nmax. Об-
щая доля ассоциатов в системе Nass может менять-
ся от нуля до единицы.

В газовой фазе изолированные частицы совер-
шают поступательное и вращательные движения,
зависящие от массы и формы ассоциата. Расчет
статсумм таких движений проводится по извест-
ным стандартным формулам [13, 33–35]. Выпол-
няя интегрирование по импульсам для всех ча-
стиц системы (1) получим

(6)
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где  – статсумма ассоциата Nn, 
 – статсумма жидкой фазы.

Усреднение в (6) по импульсу проводится от-
дельно для разных степеней свободы изолирован-
ных ассоциатов и по колебательным движениям
связанных частиц. Вместо одной величины

 в полной статсумме системы (2)
при усреднении по импульсу любой частицы полу-
чается спектр различных вкладов поступательных
движений ассоциатов, зависящих от их масс

, где  – масса ассоциата n, и враща-
тельных степеней свободы ,
зависящих от массы и момента инерции ассоциа-
та. Для колебательных движений внутри ассоциа-
та n импульсы порождают спектр частот {ν}, а
усреднение по ним приводит к формированию
функции распределений частот в ассоциате
g(ν, n). Для нахождения спектра частот ω = 2πν
требуется решение уравнений движения Ньюто-
на при разложении смещений в (1) в окрестности
положений равновесия частиц [1–5]. В общем
случае для системы из Nn частиц решение дина-
мической задачи на определение частот гармони-
ческих колебаний дает 3Nn разных частот, 1 ≤ j ≤
≤ 3Nn, которые приводят к статистической сумме
колебательных движений 

(7)

где  – потенциальная энергия ассоциата,
отвечающая состоянию равновесия. Для плотной
фазы все выражения, характеризующие колеба-
тельные движения, выписываются аналогично с
заменой величины Nn на Nphase.

В работе [30] показано, что для дискретной мо-
дели усреднение по импульсам приводит к появ-
лению статсумм движений молекул внутри ячеек
f вместо импульсных слагаемых в выражении (4):

(8)

где  =  – локальная константа
удерживания (это – константа Генри для задач
адсорбции и абсорбции при дополнительном уче-
те потенциала ад- или абсорбента) частицы i в
ячейке f. Здесь учтено, что μi – химический по-

тенциал молекулы i, связанный с 
 парциальным давлением Pi не-

диссоциирующейся молекулы i,  – точка отсче-
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та для химического потенциала:  = 0 для сво-
бодной частицы в газовой фазе или  = εi для ад-

и абсорбированного состояния;  – статсумма
частицы в газе. Выражения (8) отражают зависи-
мость внутренних состояний частицы i от кон-
кретного типа расположения всех соседей α. Из-
менение состояния занятости любого из соседних
узлов α меняет потенциал, в котором движется
центральная частица i, и соответственно меняют-
ся ее три типа эффективных движений [30]:

(9)

Выражение (8) позволяет применить КП [29],
чтобы построить уравнения на ФР, через которые
строится вся термодинамика. Прежде чем по-
строить эти уравнения для ассоциативной моде-
ли, рассмотрим статсуммы молекул в исследуе-
мой системе.

Статсуммы внутренних движений

Модель трансляций для ассоциатов. Свободные
трансляционные движения молекул реализуются
в газовой фазе, такой же тип движения в поле со-
седей переносится на движение молекул в жидко-
сти. Поступательное движение характеризуется
статсуммой , отражающей тепловое дви-
жение молекул флюида  [36–38] (символ α заме-
няется , где k – число соседних мономеров,
σ – номер неприводимой конфигурации для k со-
седей [13, 22]). Главное отличие новой модели за-
ключается в учете возможности переноса ассоци-
ата (или группы мономеров) как целого. В этом
случае после интегрирования по импульсам ассо-
циатов размера K = (1 + k) появляется коэффици-
ент . Для газа это – очевид-
ный результат, но формально та же схема транс-
ляции может реализоваться и в жидкости в виде
так называемой коллективной диффузии. Для та-
кого переноса необходимо соответствующее раз-
режение среды, вероятность которого резко
уменьшается с ростом плотности, и чтобы кон-
тролировать размер ассоциата, необходимо вво-
дить вакансионное окаймление кластера, которое
заключается во введении вакансий вокруг всего
кластера, чтобы гарантировать его полную изоли-
рованность от других частиц системы. Возможно-
сти такого пути были продемонстрированы в ра-
боте [39], в которой рассчитывались вероятности
образования вакансионного окаймления вокруг
кластеров малого размера. Аналогичные схемы
могут быть использованы и для схемы коллектив-
ной диффузии без вакансионного окаймления,
но с учетом минимального объема разрежения,
необходимого для прохождения ассоциата.

μ0
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iQ
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π + 2 3 /2(2 ( ) / )1 KNmkT hk

Второй вопрос в расчете  – знание до-
ступного (или, наоборот, исключенного) объема,
в котором может двигаться центр масс ассоциата.
Этот объем вводится как доля объема ячейки, не
блокируемая соседними частицами в зависимо-
сти от конфигурации соседей . Данный во-
прос подробно изложен в работах [36, 40]. Соседи
блокируют часть объема ячейки, поэтому вместо
полного объема ячейки ν0 = V/M, где V – объем
системы, M – число ячеек, для движения центра
масс остается меньшая часть ν(θ) (<ν0), завися-
щая от плотности θ системы. Было принято допу-
щение о возможности использования геометри-
ческой модели на базе схемы пирамид, окружаю-
щей связи, для оценки зависимости ν(θ) как
функции локальных конфигураций  и их
объемов . В геометрической модели прини-
мается, что соседи находятся в центрах своих яче-
ек. В зависимости от способа расположений сосе-
дей средняя величина ν(θ) выражается как

, где  и

 – весовой фактор и вероятность появле-
ния конфигурации . В геометрической моде-
ли величина  зависит от многочастичной
конфигурации соседей, т.е. статсумма трансля-
ционного движения ассоциата  явля-
ется многочастичным параметром модели МРГ
[36, 40].

Обсуждаемая модель оперирует только ло-
кальными распределениями соседних молекул, и
для корректного отражения свойства фазы необ-
ходимо ввести дополнительный ее признак. Это
достигается путем введения корректирующей
функции, связывающей локальную плотность с
величиной доступного/исключенного объема,
или признака фазы. Данная корректирующая
функция должна отражать свободное перемеще-
ние ассоциатов в газовой фазе (условно для k <
< z/2) и уменьшение вероятности трансляции в
плотной жидкости (при k ≥ z/2) с постепенным пе-
реходом в геометрическую модель [40]. Также кор-
ректирующая функция может быть сформулиро-
вана как переход от вакансионного окаймления к
окаймлению из частиц мономера, формирующего
фазу. Отметим, что введение признака фазы при-
сутствует во всех двухфазных теориях [12].

Модель колебаний – квазидимерная модель. Что-
бы обойти многочисленные сложности расчета
частот в разупорядоченных системах была пред-
ложена оценка для расчета средней частоты коле-
баний в рамках так называемой квазидимерной
модели, отражающая влияние температуры и ло-
кального расположения соседей [36, 41–43]. Эта
модель обобщает модель Ми для жидкой фазы
[33] (которая в свою очередь служит аналогом мо-
дели Эйнштейна для твердого тела [3–5]) на слу-
чай произвольных плотностей вплоть до пара.
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Модель представляет собой эффективный димер,
у которого первая частица представляет собой
центральную частицу ассоциата, а вторая частица
– всю первую координационную сферу (к.с.) со
своими массами mA, расположенными в неприво-
димой конфигурации . Из узлов к.с. выделе-
на частица А, которая представляет собой димер,
реализующийся при малых плотностях, когда

 (для изолированного центра при  коле-
бания отсутствуют). Остальные частицы к.с. по
мере роста плотности  играют роль
фактора, изменяющего эффективную массу ди-
мера. Случай  формально отвечает твердому
бездефектному телу. Квазидимерная модель от-
ражает локальное колебание центральной части-
цы в поле фиксированных соседей.

Пусть рассматривается кластер с одной цен-
тральной молекулой и его к.с. Полную совокуп-
ность конфигураций соседей будем характеризо-
вать числами частиц соседей k и их конфигурации
σ. Приведенная масса эффективного димера
определяется [42] как

(10)

где нижние индексы указывают на положение со-
седей g в к.с. центрального узла f; символ α* озна-
чает, что указанный ближайший узел g(1) исклю-
чен из полного перечня соседних конфигураций

, он относится к димеру, соответствующему
.

Соответственно с изменением эффективной
массы димера меняется его механический модуль
деформации для конфигурации , состав-
ленный из вкладов от взаимодействий со всеми
соседними частицами

(11)

где каждое из слагаемых представляет собой вто-
рую производную от соответствующей потенци-
альной энергии функции Ми (n – m) [33] как

(12)

Аналогичные выражения отвечают параметру m
вместо n.

Частота колебаний  в квазидимерной
модели равна

(13)

где функция  представляет собой
корректировочную функцию, описывающую пе-
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реход от димера к объемной фазе в выражении
для частоты колебаний,  – условная вероят-
ность нахождения частицы А рядом с другой ча-
стицей А. При использовании КХП она в первом
приближении может быть заменена на

.

Через частоту , усредненную по осям,
рассчитывается величина статсуммы колебатель-
ного движения

(14)

где функция  характеризует число колебатель-
ных степеней свободы молекулы i в узле f [44].
В простейшем случае оно зависит от числа сосед-
них молекул как . По по-
строению Qvib(k, σ) зависит от многочастичной
конфигурации z соседей для каждой центральной
частицы в группе связанных мономеров.

Квазидимерная модель дает простейшую воз-
можность иметь аналитическое выражение для
частоты в зависимости от плотности, длины пара-
метра решетки и температуры системы.

Влияние колебаний на латеральные взаимодействия
Колебательные движения постоянно меняют

относительные расстояния между двумя частица-
ми А–А, и это в среднем приводит к изменению
латерального взаимодействия. Явная зависи-
мость частоты колебаний от длины параметра ре-
шетки позволяет учесть эффекты ангармонизма
[45–47]. В этом случае используются эффектив-
ные механические модули, которые относятся к
текущему расстоянию между атомами при дан-
ной температуре, но которые формально сохра-
няют квадратичную зависимость от относитель-
ного смещения частиц. При понижении темпера-
туры данная процедура приводит к переходу к
обычным гармоническим колебаниям. Переходя
к одномерному относительному смещению пары
частиц в узлах f и g и вводя веса относительных
смещений (функция ) для каждого кластера
(k, σ), будем иметь [48]

(15)

где  –
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fk (нижний символ указывает на число соседей),

функция  – условная парная корреляци-
онная ФР нахождения двух частиц АА рядом на
расстоянии , выраженная в континуальном

КХП [29]: , где 

, 

, , 

. Колебательные сме-
щения идут относительно текущего положения
локального центра масс молекулы .

Функция  для каждого кластера (kА,σ)
представляет собой механический модуль в ква-
зидимерной модели колебаний. Весовая функция
колебательных смещений в объеме трехмерной
ячейки имеет вид: , где

. Норми-

ровка функции  проводится на объем фи-
гуры, образованной двумя полусферами с радиу-
сами  и , нижнее значение b– ~ 0.2 . Вели-
чина b+ ~ 0.5  для жидкости [48] (для твердого

тела  =  = 0.1 ).

Уравнение (15) показывает, что для каждого
кластера  имеется своя частота колебаний

, и исходный потенциал Ми или Лен-
нард-Джонса (Л-Д) по-разному перенормируется
внутри своего кластера. По этой причине в дан-
ном разделе внизу символа центрального узла fk
находится индекс числа соседей k. Указанное
влияние колебаний на энергию взаимодействия
частиц АА меняет локальное среднее расстояние
между частицами АА  и локальную длину по-
стоянной мягкой решетки  вследствие эффек-
тов ангармонизма. Этот эффект одинаково важен
как для малых плотностей, так и для больших,
особенно по мере увеличения температуры. Пе-
ренормированная величина  входит во
все выражения на унарные и парные ФР, и во все
термодинамические функции вместо исходной
величины , формируя единый итерационный
процесс поиска как функций унарных и парных
ФР, указанных выше, так и параметров . Та-
ким образом, ассоциативная модель флюида при
учете влияния колебаний на энергетические вза-
имодействия приводит к тому, что энергии лате-
рального взаимодействия имеют эффективный
многочастичный характер. Истинная энергия
парного взаимодействия значительно больше, и
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она ослабляется за счет влияния ангармониче-
ских колебаний.

Уравнения МРГ для ассоциативной модели флюида
Ограничиваясь учетом парного взаимодей-

ствия между ближайшими соседями бинарной
системы, и дословно повторяя текст [29, 30], по-
лучим следующие уравнения, связывающие меж-
ду собой корреляторы первого типа, отличаю-
щиеся сортом центральной частицы i = А и i = B,
и имеющие одинаковое число узлов координаци-
онной сферы, занятых частицами А, обозначен-
ных через n = nAA , и конфигурации соседей, бу-
дем описывать символом σ (т.е. функции ,
функции определены в (8)):

(16)

где  – энергия взаимодействия центральной
частицы i со своими соседними частицами А в
конфигурации . Здесь допускается исполь-
зование любого типа потенциальной функции вза-
имодействия в соответствии с влиянием ангармо-
низма на перенормировку потенциальных взаимо-
действий (15): вместо исходного парного
потенциала имеем многочастичный энергетиче-
ский параметр. Если , то
это случай парного потенциала взаимодействия
[29, 30]. При 
имеем случай многочастичного потенциала с
энергетическими характеристиками, полученны-
ми квантово-химическими методами.

На основе уравнений (16) с использованием
принципа включения–исключения коррелято-
ров разной размерности можно получить уравне-
ния на корреляторы второго типа (они характери-
зуют вероятности выделенных групп частиц без
информации об оставшихся частицах, по узлам
которых проведено усреднение по состояниям их
занятости), через которые выражаются термоди-
намические средние системы:

(17)

Величины  элементарно подсчитываются по
виду “неприводимых” конфигураций [29, 30] и
полностью аналогичны хорошо известным не-
приводимым диаграммам Майера для неидеаль-
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ных газов [9, 13]. Задавая разные варианты рас-

цеплений функций , находящихся в пра-
вых частях (17), получим замкнутые системы
уравнений на локальные распределения частиц.

Важная особенность уравнений (17) – все ло-
кальные конфигурации выражаются через раз-
ность величин , формирующих
выражение для химического потенциала молекул
μА в случае рассматриваемой парожидкостной си-
стемы, когда компонент В отвечает вакансиям
(i = V) с нулевыми энергетическими параметрами
взаимодействия и отсутствием внутренних дви-
жений, т.е. узел занят частицами А или V (свобо-
ден).

Приведем для конкретности выражения для
системы уравнений (17) в простейшем случае уче-
та прямых корреляций в КХП. В КХП символ σ не
играет роли, и все числа соседей k равновероят-

ны: , где  – чис-
ло сочетаний из z по k. Тогда уравнение на ло-
кальные заполнения узлов (или изотермы) запи-
шутся как

(18)

где РА – парциальное давление молекул А в термо-

стате,  – статсумма частиц А в идеальном газе тер-
мостата. Сомножители 
отражают присутствие соседей j в конфигураци-
онном интеграле, в поле которых реализуются
внутренние движения центральной частицы А;

 – эффективный многочастичный потен-
циал взаимодействия центральной частицы А для
кластера со своими соседями j, энергии вза-
имодействия частиц с вакансиями равны нулю

. Функция  представляет со-
бой условную кластерную функцию распределе-
ния порядка (1 + z): , в КХП
имеем  [22], где

,  – вероятность нахож-
дения на соседних узлах двух частиц i и j в конфи-
гурации ; условия нормировки на унарные и

парные ФР:  и .

Уравнения на парные ФР имеют вид

(19)

Для частиц А выделены все типы движений:
, поэтому ста-

тистические суммы отдельных вкладов должны
соответствовать средним значениям чисел степе-
ней свободы  для каждого из типов дви-
жения (индекс type указывает на тип движения)
так, что .

Формулы (18) и (19) явно отражают влияние
внутренних степеней свободы всех типов движе-
ния ассоциата на уравнения равновесного рас-
пределения частиц А при любых плотностях.
В них следует конкретизировать вид статсумм в
разных фазах и явным образом выделить фазу, в
которой находится данный ассоциат.

Мягкая решетка
Классическая постановка МРГ [13, 20, 22] опе-

рирует с фиксированным размером решеточной
структуры λ, что отвечает условию постоянства
параметра парного потенциала взаимодействия

ε = εАА(λ). Учет изменения λ необходим при рас-
чете механических свойств твердых тел [27, 49–
51]. В этом случае используется так называемая
средневзвешенная решетка, когда величина λ
представляется как средний параметр

 (где – парная ФР, и  – расстоя-
ние между компонентами i и j). Если

, то . Аналогичные
подходы использовались и для парожидкостных
систем [52, 53] как с условием  и со сред-
невзвешенной величиной λ, когда для одноком-
понентной системы необходимо доопределение
значения  для вакансий при малых плотностях
θ → 0. Обычно считается ,
где  – параметр твердой сферы частицы А.
Этот подход позволяет рассматривать парожид-
костные системы в разнообразных сложных по-
ристых системах [44].

Для поиска локального значения параметра
решетки λ твердого тела привлекается термоди-
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намическое условие  [3–5]. Одна-
ко для парожидкостных систем в МРГ данного
условия недостаточно. Разбиение объема систе-
мы V на элементарные ячейки ν = V/M, делает все
унарные и парные ФР зависящими от способа
разбиения объема с шагом λ, т.е. построенная вы-
ше система уравнений (8)–(15) содержит в каче-
стве параметров модели размер ячеек ν0 = γsλ3,
γs – фактор формы. Использование дискретных
ячеек в МРГ приводит к необходимости опреде-
лений условий на размер ячеек λ.

С этой целью следует минимизировать энер-
гию Гельмгольца системы F так, чтобы удовле-
творялось условие механического равновесия си-
стемы. Для этого необходимо привлечение друго-
го независимого определения давления. В работе
[54] показано, что в качестве такого дополнитель-
ного определения давления может быть механи-
ческое определение давления по теореме вириала

или по уравнению Гиббса – Дюгема .
Уравнение Гиббса–Дюгема есть независимая

связь между давлением  и химическим потен-
циалом [55, 56]. Оно не зависит от конкретных
молекулярных моделей и может быть использова-
но для нахождения параметра λ, если приравнять

, точно так же, как . Выра-
жение для давления по уравнению Гиббса–Дюге-
ма  или давления “расширения”, которое иг-
рает в объемной фазе роль уравнения состояния
[36, 57, 58], имеет вид: Мd( ) = SdT +
+ NАdμА(conf), где μА(conf) – конфигурационная
часть химического потенциала мономерных ча-
стиц А,  – объем ячейки, или в интегральной
форме записи при T = const (Р ≡ РА):

(20)

где μА(conf) – конфигурационная часть химиче-
ского потенциала мономерных частиц А в термо-
стате.

Теорема вириала при аддитивной схеме учета
влияния трансляций и колебаний, в соответствии
с (9) и (19), формально запишется в виде

(21)

Первое слагаемое отражает поступательное дви-
жение всех ассоцитов, . Коле-
бания внутри ассоциатов перенормируют лате-
ральные взаимодействия по формуле (15). Теоре-
ма вириала [11, 13] обычно применяется с единой
шкалой временных усреднений по смещениям

= −∂ ∂ ,/ T NP F V

virP −G DP

−G DP

−=vir G DP P −=ther G DP P

−G DP

− ν0G DP

ν0

θ

− = θ νG D 0 A
0

( / ) μ ( ),P d con

=

=

θ
= Λ ϕ θ −

∂θ− Λ
∂





virial 0
0

A
0

0

( ) ( )
v

( | ,σ)
( ) .

6v
k

k

k

z
f

f k
kf

AA AAz
AA fh f h
f h AA

kf f h

P kT k

ε r k
k k r

r

ϕ θ = ν θ ν ≤0( ) ( )/ 1k

частиц во внешних полях и внутренних межча-
стичных взаимодействиях. Здесь учитывается
разномасштабность шкал для описания распре-
деления частиц в ходе трансляций и колебаний
[59]. Возможные уточнения (21) требуют отдель-
ного рассмотрения.

ПРОБЛЕМЫ РАСЧЕТА 
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

С УЧЕТОМ КОЛЕБАНИЙ
Исходная постановка МРГ связана с учетом

парного потенциала взаимодействия и условием
отделимости статсумм компонентов от конфигу-
рационных состояний смеси [20, 22–27]. Ассоци-
ативная модель флюида отражает поступатель-
ное, вращательное и колебательное движения ча-
стиц в плотной фазе, а также влияние колебаний
на межчастичное взаимодействие. Эти факторы
приводят к появлению многочастичных молеку-
лярных параметров в МРГ. Уравнения модели
получены на основе применения КП [22, 60], ко-
торое является методом КФ в МРГ. Молекуляр-
ные распределения из КП, как и все другие урав-
нения статфизики, полученные методом КФ, не
связаны напрямую с расчетом свободной энергии
F или со статсуммой системы Q (F = ). Из
изложенного возникают две проблемы расчета
ТФ, связанные: 1) с необходимостью учета мно-
гочастичных эффектов, и 2) с расчетом свобод-
ной энергии F с помощью молекулярных распре-
делений в КП.

Многочастичные эффекты

Для первой проблемы есть общее правило ра-
боты в статфизике с многочастичными корреля-
торами: если в системе появляются корреляторы
более высокого порядка, чем использованные для
замыкания цепочки уравнений ББГКИ в конти-
нуальном описании или их аналоги в дискретном
описании распределения частиц, то для них необ-
ходимо построение новых уравнений, описываю-
щих их равновесное или кинетическое состояние.
Соответственно при наличии многочастичных
потенциалов, которые порождают корреляторы
высокой размерности по сравнению с традици-
онными парными потенциалами, также требует-
ся введение новых корреляторов более высокой
размерности. Это положение приводит к следую-
щему выводу: многочастичные параметры МРГ
требуют применения методов, обеспечивающих
учет корреляции порядка k, не меньшего, чем по-
рядок n – многочастичных молекулярных пара-
метров МРГ. В противном случае возможно рас-
согласование при описании ТФ разными метода-
ми, и необходим контроль за использованием
метода КФ с размерностями k < n, или нужно
обосновать корректность их применения.

– lnkT Q
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Таким образом, в ассоциативной модели дол-
жен использоваться принцип расширения раз-
мерностей независимых корреляторов, через ко-
торые должны выражаться вероятности конфигу-
раций кластера в КП. Анализ последовательности
приближений с улучшением учета эффектов кор-
реляции при аппроксимации вероятностей кон-
фигураций кластера нерасцепленными корреля-
торами размерности k ≥ 2 позволит найти значение
k* для оптимального варианта расчета ТФ. На каж-
дом этапе проверки способа замыкания уравнений
для молекулярных распределений в КП естествен-
но использовать термодинамическую связь между
свободной энергией и химпотенциалом, через кор-
реляторы, входящие в выражение для химического
потенциала  из системы уравнений
(17), где  – список независимых корре-
ляторов, описывающих молекулярные распределе-
ния для выбранного уровня точности аппроксима-
ций. Тогда , и этот путь явля-
ется прямым для расчета ТФ при использовании
КФ, так как химпотенциал – базовое понятие
полного равновесия (состоящего из трех частных
равновесий) системы [32, 37, 55, 56].

При учете ангармонизма межмолекулярных
колебаний в связанных ассоциатах во всех фазах
порядок n для Rlat = 1 достигает (1 + z). Для объема
d = 3, z = 12 это дает минимальную размерность
коррелятора, равную 13. Для реализации таких
расчетов можно привлекать вариационный кла-
стерный метод (ВКМ) [61–66], а также комбини-
рованный метод: фрагментный метод (ФМ) [36,
67] – прямой расчет статсумм малых кластеров,
дополненный нерасцепленными корреляторами
размерности k ≥ 2 при его замыкании. (Простей-
ший случай k = 2 для комбинированного метода
ФМ + КХП рассмотрен в работах [67, 68].) Высо-
кая размерность корреляторов создает проблемы
с возможностью расчета ТФ в реальных системах
многофазных системах, так как обсуждаемые раз-
мерности относятся к однородной объемной фазе.

Неоднозначность расчета F
Вторая проблема расчета ТФ связана с неодно-

значностью расчета свободной энергии (энтро-
пии) через молекулярные распределения в методе
КФ, обходящем прямой расчет статсумм. Он свя-
зывает между собой вероятности реализации
групп, состоящих из разного числа частиц К. Ис-
ключение этапа построения статсумм делает этот
метод более гибким, что во многих случаях облег-
чает решение задачи, и он активно используется
как в континуальном (для ИУ), так и в дискрет-
ном (для МРГ) описаниях пространственного
распределения частиц. С его помощью развита
вся современная теория жидкого состояния на
базе ИУ [11–16]. Метод КФ по найденным моле-

θ θ θμ( , , ...)i ij ijk

θ θ θ, , ...i ij ijk

= θ θ λ({ , ,..., })i ij ij
f fg fgF F

кулярным распределениям позволяет рассчитать
внутреннюю энергию U и давление по механиче-
скому определению на основе теоремы вириала
Рvir. Для расчета энтропии S и свободной энергии
F (F = U – TS) по молекулярным распределениям
необходимы дополнительные связи, которые мо-
гут быть либо термодинамическими, либо на ос-
нове молекулярных распределений [12].

Первый путь расчета энтропии S связан с расче-
том внутренней энергии U или давления P ≡ Рvir че-
рез парную функцию распределения (ФР) g(r) при
условии того, что известна зависимость этой ФР

от температуры: 

или , (здесь  – по-

тенциал типа Ми или Л-Д), из которых энтропия
может быть подсчитана путем интегрирования
одного из известных термодинамических соотно-
шений:  или 

.
Второй путь основан на том, что энтропия мо-

жет быть получена через молекулярные распреде-
ления лишь только через самую старшую корре-
лятивную функцию , относящуюся ко всей си-
стеме из N частиц [12]: , где S0 –
энтропия идеального газа, а угловые скобки –
усреднение по распределению Гиббса. Данное
выражение формально отражает все корреляции
в системе. Но на практике всегда приходится
иметь дело с конкретным приближением. В про-
стейшем случае однородного объема имеем сле-
дующий вклад только от парных корреляций [12]:

Расчет F может быть также выполнен через внут-
реннюю энергию (как обратная операция к получе-
нию величины U из F: ),
либо через S, так как . Причем
расчет S также возможен двумя путями: через тер-
модинамические связи между U или Р с энтропи-
ей S, либо напрямую через парную ФР. (При этом
U также выражается через парную ФР.) В силу
приближенности получаемых решений на моле-
кулярные распределения конечные значения ТФ
по двум способам могут быть разными. Это во-
прос практически не обсуждался в литературе
вследствие сложности решений ИУ на молеку-
лярные распределения.

В МРГ молекулярные распределения находят-
ся много проще, и данная проблема проявляется
более отчетливо. Для дискретных распределений
также был введен метод КФ, который допускает
использование при любых плотностях: малые
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g rU NkT r r dr
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плотности (аналог разреженного газа) и средние
и высокие плотности (аналог жидкости). Этот ме-
тод был введен в работах [69–72]. В МРГ было по-
казано, что КФ и метод статсумм дают эквива-
лентные результаты в объемной фазе в приближе-
нии среднего поля (ПСП) и КХП. Одновременно
было продемонстрировано, что метод КФ позво-
ляет получить новые приближения, которые от-
сутствуют в методе статсумм. Связь метода КФ с
прямым расчетом статсуммы для произвольно
неоднородных решеток и с сильным латеральным
взаимодействием частиц была показана в работе
[73]. Позже с помощью КП были построены рас-
ширения МРГ с эффективными параметрами
МРГ: для многочастичных потенциалов [22, 74],
для учета исключенного объема [40], и для эф-
фективных энергий латеральных взаимодействий
при температурной зависимости параметра лате-
рального взаимодействия [75].

Неоднозначность расчета свободной энер-
гии/энтропии присуща не только для парной ФР,
но и всем другим приближениям с более точными
эффектами корреляции. Следует отметить, что
термодинамические связи всегда подразумевают
точные значения всех функций, тогда как в расче-
тах используются приближенные значения моле-
кулярных ФР и соответственно ТФ, получаемых
напрямую на первом этапе расчета ТФ. Вопрос,
при каких условиях оба пути эквивалентны для
расчета F, а когда отличаются и насколько, не раз-
бирался ранее в теории ИУ. (Предполагается, что
использование только g2(r) аналогично использо-
ванию уравнений термодинамики для суперпози-
ционного приближения в ИУ [12]. Для МРГ дока-
зано, что КХП эквивалентно в методах статсумм
и КФ для однородных [69–72] и неоднородных
[73] систем.) Обсуждаемые модификации МРГ не
исследовались ранее на однозначность расчета F.

Термодинамические связи позволяют рассчи-
тать F через любые версии молекулярного описа-
ния системы в объемной фазе, но этого недоста-
точно для описания границ раздела фаз. Поверх-
ностное натяжение (ПН) определяется через
избыточную свободную энергию, но для нее тер-
модинамика не дает своих связей, так как это уже
неоднородная система. Все существующие тео-
рии ПН [76, 77] всегда оперируют только с моле-
кулярными ФР, поэтому они необходимы и для
расчета ТФ в многофазных системах. Точно так-
же остается открытым вопрос о связи ТФ с нерав-
новесными состояниями. Этот аспект необходим
для обеспечения самосогласованности описания
равновесия и скоростей элементарных стадий.

Модельная свободная энергия
Чтобы обойти указанные проблемы, восполь-

зуемся априорным построением выражения для
свободной энергии через корреляторы системы.

В этом случае исключаются сложные комбина-
торные сомножители для статсуммы и допуска-
ются деформационные смещения, что позволяет
совместить разные микроскопические перемен-
ные состояний системы. Наиболее известный
аналогичный подход – так называемый “нерав-
новесный потенциал” Ландау [78–81]. Свободная
энергия Fmod для разных модельных потенциалов
строится в ПСП в полном пренебрежении эф-
фектами корреляции ( ). Этот под-
ход стал основой феноменологической теории
фазовых переходов в кристаллах второго рода и
фазовых переходов первого рода, близких ко вто-
рому [82, 83]. В работах данного направления
учитываются деформационные смещения, но нет
явного учета колебаний. Другой известный при-
мер такого подхода – вариационный принцип
Боголюбова [11], который активно использовался
в теории ангармонических кристаллов [47]. Одна-
ко в работах [11, 47, 78–83] этот принцип исполь-
зовался только для ПСП, в котором отсутствуют
какие-либо эффекты корреляции (т.е. предпола-
гается использование унарных корреляторов).
Кроме того, использование унарных коррелято-
ров не обеспечивает самосогласованности описа-
ния равновесия и скоростей элементарных ста-
дий кинетических процессов [22, 84, 85], поэтому
предлагаемое введение модельной свободной
энергии – не просто расширение использованно-
го ранее подхода, оно налагает новые условия на
построения выражения Fmod, что позволит решить
сформулированные выше проблемы.

Принципы построения Fmod должны удовле-
творять не только условиям равновесия, но и не-
равновесным состояниям системы. Это связано с
тем, что выражения для потенциального вклада
внутренней энергии  и энтропии Smod через
корреляторы (или через КФ) не зависят от состо-
яния системы. Поэтому кинетический вклад 
внутренней энергии должен удовлетворять прин-
ципу самосогласованности описания состояний
системы, который можно учесть в методе КФ, но
не методе статсумм. Тогда выражение для Fmod бу-
дет одинаковым не только для состояния равно-
весия, но и для неравновесных состояний, и его
использование дает более общий подход к описа-
нию свойств системы.

Выражение для Fmod формально запишется как
Fmod = Umod – ТSmod, где Umod – модельная свобод-
ная энергия, Smod – модельная энтропия, здесь

Umod =  +  состоит из потенциального и

кинетического вклада. Слагаемое  предпола-
гает любой вид потенциальных функций, вклю-
чая многочастичные вклады, а слагаемое 
строится на основе КП, обеспечивающего ука-
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занное выше условие самосогласованности. Кро-
ме того, КП ориентирован на микросистемы, и с
ним удобней работать в локальных корреляторах,
вводя веса для микрообластей.

Частные производные от Fmod, определяющие
химпотенциал и давление, становятся примени-
мыми в условиях, близких к равновесию, если
они удовлетворяют кинетическим уравнениям,
которые при выполнении принципа самосогла-
сованности переходят в уравнения для равнове-
сия. При этом естественно выполняются также и
все равновесные соотношения для термодинами-
ческих функций. Поэтому в случае Fmod оба пути
расчета должны автоматически совпадать, так как
построение химпотенциала и давления осуществ-
ляются из единого выражения для свободной
энергии, как в естественных термодинамических
переменных. Такого совпадения нет при произ-
вольных молекулярных параметрах в методе КФ,
хотя в частных ситуациях они могут совпадать,
как это имеет место, например, для обычного
КХП. Указанные свойства построенных выраже-
ний для Fmod важны для описания трехагрегатных
состояний в объемах и на их границах раздела
фаз, так как, как правило, твердое тело находится
в замороженном состоянии (или в состоянии ча-
стичной релаксации), и в его поле (неравновес-
ного потенциала) находятся равновесные между
собой пар и жидкость.

Для реализации предложенной концепции
удобна дискретная основа МРГ, позволяющая
ввести статсумму флюида (что фактически реали-
зовано в ассоциативной модели) и аппроксими-
ровать ее с помощью совместного использования
методик ВКМ и КП, чтобы обеспечить повыше-
ние точности учета эффектов корреляции и само-
согласованности описания равновесия и кинети-
ки. Свойство самосогласованности связано с ос-
новой метода КП, оперирующего полным
спектром локальных конфигураций частиц [22,
60], участвующих в кинетике элементарных ста-
дий [22, 84, 85], поэтому равновесное состояние
возникает как результат равенства скоростей ста-
дий в прямом и обратном направлениях.

Этот путь отличается от традиционного спосо-
ба введения независимых корреляторов разной
размерности в ВКМ только тем, что в нем рас-
сматриваются другие типы кластеров по размеру
и по форме, по сравнению с КП (кластер в КП со-
стоит из одного или двух центральных узлов и
всех их соседей). Таким образом, при работе с не-
расцепленными корреляторами порядка k (2 ≤ k ≤
≤ z) в ВКМ достаточно ориентироваться на кла-
стеры из КП. Это обеспечит учет одновременного
влияния всех соседей на элементарный акт, про-
текающий на центральных узлах. Такое построе-
ние приводит к эквивалентности выражений для
ТФ как в равновесии, так и при выходе в неравно-

весные состояния, точно так же, как и для уравне-
ний в КХП при расчете равновесных и неравно-
весных состояний [37].

Комбинированное использование методик
ВКМ и КП совмещает в себе методы статсумм и
КФ, что позволяет перейти на расчет ТФ через
химический потенциал (в ИУ расчет химпотен-
циала – сложная процедура, которая редко ис-
пользуется), и это напрямую связывает анализ
фазовых переходов с потерей термодинамиче-
ской устойчивости фаз для трех видов агрегатных
переходов, так как реальные твердые тела вблизи
областей фазовых переходов обладают разупоря-
доченностью и ангармонизмом.

Свободная энергия F для модели ассоциатов в КХП

В заключение обсудим изменение структуры
выражения для свободной энергии при введении
Fmod для КХП. В исходном КХП выражение для
свободной энергии (нормированное на один узел
системы) имеет вид [73]

(22)

где величина  есть одночастичный
вклад компонента i (включая вакансии V) в сво-
бодную энергию; QА – статсуммы частицы А на
узле решеточной системы, для вакансии QV = 1,

. Здесь , 
, М – число узлов системы (или

, , и , где
Δij – символ Кронекера,  – вероятность нахож-
дения на соседних узлах двух частиц i и j,

). Минимизация выражения (22) по

числу частиц Ni и по числу пар Nij:  и
 приводит к упрощению уравнений

(18) и (19):

(23)

(24)

Формула (24) может быть также записана в виде:
. В случае малого влия-

ния многочастичных параметров МРГ выраже-
ния (23), (24) меняются, но формула (22) дает по-
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лезные оценки величины F с новыми молекуляр-
ными распределениями.

В общем случае ассоциативной модели флюи-
да многочастичные параметры могут быть нема-
лыми, тогда требуются более точные выражения
для F. КП не дает явного выражения для энтро-
пии в ассоциативной модели флюида, и прихо-
дится использовать либо исходное выражение
для S, либо модификации F и S, либо термодина-
мические связи, поэтому для нее существует мно-
жественность вариантов расчета F по ФР.

В качестве модельной свободной энергии в
КХП естественно выбрать следующее выраже-
ние, которое представляет собой усредненные по
кластерным ФР вклады из выражения (22):

(25)

где первое слагаемое описывает 
,  –эффек-

тивный кинетический вклад частицы i в свобод-
ную энергию. Слагаемое  описывает одно-
частичный вклад S1 в энтропию (S = S1 + S2).
Здесь опущен признак фазы и учтено, что в КХП
нет зависимости от типа конфигурации σ при
фиксированном числе соседей k. Выражения для
внутренних поступательных и колебательных
движений построены выше, выражения для вра-
щательного движения ассоциата выписываются
аналогично как для поступательного движения с
учетом специфики их описания для плотных фаз
[36]. Во втором слагаемом символ среднего 
относится к парным вкладам с усреднением по

 для потенциальной энергии  (так как
) и энтропии S2, 

, и , где пер-

вый член  относится к коррелированному рас-
пределению частиц в выражении для энтропии, а
второй – к хаотическому , которые записыва-
ются как

(26)

со следующими сомножителями для коррелиро-
ванного распределения частиц:

(27a)

и их хаотического распределения
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В данном случае минимизация (25) по унарным и
парным ФР:  и  при-
водит к уравнениям на унарные и парные ФР, от-
личным от уравнений (18) и (19). Отличие связано
с дополнительной зависимостью слагаемых в
правых частях уравнений (18) и (19) от функций

 и , соответ-
ственно, для унарных и парных корреляторов, а
также для термодинамического давления

. Этот вариант теории приводит
к взаимосвязи между кластерами разного типа по
сравнению с их изолированными вкладами в
формулах (18), (19).

Термодинамические связи

Так как выражение для энтропии в (22) через
локальные унарные и парные ФР для каждого из
кластеров, выделенных локальными частотами
колебаний центральных частиц, не соответствует
в КХП по точности учета эффектов корреляции
многочастичной природе параметров модели (хо-
тя уравнения [30] обеспечивают их учет), то необ-
ходимо искать способ расчета F через молекуляр-
ные ФР за счет повышения точности учета эф-
фектов корреляции, либо использовать
термодинамические связи свободной энергии с
химическим потенциалом F = F(μ) или с внутрен-
ней энергией F = F(U). В частности, для F = F(μ)
имеем (как обратную процедуру от дифференци-
альной связи ) выражение в виде

(28)

где первый член необходим в силу произвольно-
сти точки отсчета ТФ, символ С означает неза-
мкнутый контур  от начальной  до
конечной  точки криволинейного интеграла;
символом Р обозначено РG–D – давление из урав-
нения Гиббса–Дюгема  (20). Это
дает возможность расчета ТФ через химпотенци-
ал (основное понятие полного равновесия систе-
мы), а сам химпотенциал находится из уравнений
КП на молекулярные ФР (18) и (19). При исполь-
зовании Fmod базовой становится производная

, которая меняет уравнения
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на химический потенциал в зависимости от вида
Fmod , например, по формулам (25)–(27).

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Построенная ассоциативная модель расширя-
ет возможности молекулярного моделирования
парожидкостных систем по трем направлениям.

1. Введение моделей внутренних движений
вносит делокализацию в МРГ и обеспечивает вы-
ход из чисто дискретного описания в континуаль-
ное за счет размывания положения центра масс
молекул в центрах ячеек. Дискретная основа МРГ
при этом сохраняется за счет появления многоча-
стичных параметров модели (Qtr, Qvib и ),
что обеспечивает для жидкого состояния исполь-
зование статсумм. Этим новый подход качествен-
но отличается от ИУ, в которых отражается толь-
ко поступательное движение частиц системы,
причем исключена возможность использования
метода статсумм. Новый подход учитывает:
1) связанные состояния групп молекул в системе
пар–жидкость с их колебаниями и ангармониз-
мом, 2) баланс степеней свободы, участвующих в
разных движениях, и 3) взаимное влияние разных
движений друг на друга. Появилась возможность
повысить точность описания жидкости в термо-
динамическом плане, а не только в плане чисто
молекулярных распределений, а также возмож-
ность оценивать колебательные частоты чистых
веществ и спектры растворителей, отсутствовав-
шие раньше в принципе (была возможность опи-
сания частот только для компонентов смесей с
сильными ассоциативными связями [32]). Эф-
фекты ангармонизма важны для анализа устой-
чивости всех фаз. Этот фактор никогда не обсуж-
дался в моделях для критической области систе-
мы пар–жидкость.

2. КФ были одновременно введены для равно-
весия и неравновесия в работе Боголюбова [11],
что автоматически ставит вопрос о самосогласо-
вании уравнений, описывающих неравновесные
состояния в ходе процесса перехода к равнове-
сию. Проблема самосогласованного описания
для плотных фаз не анализировалась вследствие
сложности расчетов в ИУ – это было реализовано
только в МРГ [22, 36, 37]. Модели внутренних
движений необходимо тестировать на самосогла-
сованность описания скоростей элементарных
стадий и равновесия. В МРГ есть результат об
одинаковой функциональной зависимости для F,
U, S и т.д. через унарные и парные ФР в КХП в
равновесном и неравновесных состояниях, кото-
рый должен сохраняться и при выходе из КХП в
более точные аппроксимации: в этом отношении
введение концепции модельной свободной энер-
гии и сформулированные принципы ее построе-
ния позволяют обобщить требование на одинако-

ε�AA( ,σ)k

вые функциональные зависимости для ТФ в рав-
новесном и неравновесных состояниях на более
точные коррелированные распределения моле-
кул.

3. Уточнение расчетов ТФ требует добавления
новых уравнений на новые нерасцепленные кор-
реляторы в обоих методах (статсумм и КФ) по
сравнению с парными ФР в КХП. Согласование
между собой ВКМ (метод статсумм) и КП (метод
КФ) в виде модельной свободной энергии необ-
ходимо для того, чтобы иметь корректные спосо-
бы расчета F или S. Многочастичные параметры
ассоцативной модели флюида (Qtr, Qvib, )
требуют применения методов, обеспечивающих
учет корреляции порядка k не меньше, чем поря-
док n этих параметров МРГ. Поэтому необходим
поиск оптимальных версий подходов для расчета
S и F. В качестве возможных методов численного
исследования целесообразно использовать ВКМ
и фрагментный метод (ФМ) [36] (в случае вне фа-
зовых превращений), либо комбинированный
ФМ + КХП [67, 68] в случае расчета кривых рас-
слаивания. Аналогичная проблема расчета ТФ
разными методами существует и для ИУ, но она
не обсуждалась из-за сложности решения ИУ (хо-
тя о двух путях расчета ТФ указано в теории жид-
кого состояния [12]). Рассмотренное различие
расчета ТФ между ИУ и МРГ ставит аналогичный
вопрос и для стохастических методов МК и МД.
Они оперируют только молекулярными распре-
делениями, и вопрос о точности расчета F, S,  и
ПН по разным путям использования термодина-
мических связей никогда не обсуждался.

Таким образом, развитая теория отражает ос-
новные физические факторы реального флюида
(от слабо неидеального пара до жидкости), в от-
личие от традиционной чисто “потенциальной”
версии теорий неидеального газа и жидкости,
учитывающих только трансляционные смещения
молекул в полях потенциалов соседей. Проблема
расчета ТФ флюида решается совместным ис-
пользованием в виде модельной свободной энер-
гии с повышением точности учета эффектов кор-
реляции при сохранении условия самосогласо-
ванности описания равновесия и скоростей
элементарных стадий, что позволяет выйти на ре-
альные системы так же, как и при использовании
КХП. Напомним, что уже учет вторых соседей в
объемной фазе делает этот путь проблемным при
существующей вычислительной технике (для
Rlat > 1 это еще более сложная задача для корреля-

торов размерности . Поэтому здесь
возникает проблема оценки минимального раз-
мера, достаточного для расчета свободной энер-
гии с требуемой точностью, и должны быть разра-
ботаны дополнительные критерии по точности
для корректного расчета ТФ.
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Изложенный подход отражает основные идеи,
которые требуют своего уточнения для введенных
корректирующих функций или функции фазы.
Это область пара (от разреженного для плотного)
соответствует традиционной области изучения
неидеальных газов и аэрозолей с их функциями
распределения кластеров по размерам. В данной
работе эта область упрощена, чтобы выделить
фактор связанности молекул и их колебаний, эта
область также упрощена и в квазидимерной моде-
ли колебаний. В перспективе она может быть
уточнена с помощью существующих методов ко-
лебательной динамики, т.е. при снятии ограниче-
ния на фиксацию положений соседей. Аналогич-
ное уточнение возможно и для плотной фазы, хо-
тя это ведет к потере наглядности. (То же самое
относится и к учету степеней свободы в статсум-
мах поступательного и вращательного движе-
ний.) В перспективе можно обсуждать и взаимное
влияние внутренних и межмолекулярных колеба-
ний в ассоциированных растворах.

Важное достоинство новой модели – возмож-
ность учета влияния межмолекулярного взаимо-
действия на частоты межчастичных колебаний,
так как изменение постоянной решетки меняет
как глубину потенциальной ямы, так и ее кривиз-
ну в окрестности минимума. Эта информация не-
обходима для расчета концентрационных зависи-
мостей скоростей элементарных реакций в жид-
ких фазах.

В заключение следует отметить, что сформу-
лированный подход может быть обобщен на
смесь разных по размеру компонентов. Статисти-
ка становится более громоздкой [36], но изложен-
ные принципы построения моделей остаются без
изменения.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследова-
ний (код проекта № 18-03-00030а)
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