
1379

ЖУРНАЛ ФИЗИЧЕСКОЙ ХИМИИ, 2022, том 96, № 10, с. 1379–1389

УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ ФАЗЫ: 
СОВРЕМЕННЫЕ МОДЕЛИ

© 2022 г.   А. В. Перевощикова, А. И. Максимова, Н. А. Коваленкоа, И. А. Успенскаяа,*
а Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова, Химический факультет, Москва, Россия

*e-mail: ira@td.chem.msu.ru
Поступила в редакцию 27.12.2021 г.

После доработки 27.12.2021 г.
Принята к публикации 10.01.2022 г.

Приведен краткий обзор наиболее распространенных эмпирических и полуэмпирических уравне-
ний состояния кристаллических веществ. Проведено сравнение различных уравнений с точки зре-
ния возможности описания PVT-данных и термохимических свойств.

Ключевые слова: уравнение состояния, термические коэффициенты, калорические коэффициенты,
термодинамическое моделирование

DOI: 10.31857/S0044453722100259

Одно из актуальных направлений последних
десятилетий в области химической термодинами-
ки – развитие расчетных методов и термодинами-
ческих баз данных для моделирования фазовых и
химических равновесий в системах различной
природы. Причина этого очевидна: при создании
новых функциональных и конструкционных ма-
териалов возрастает компонентность изучаемых
систем, и, как следствие, увеличиваются времен-
ные и материальные затраты на разработку таких
материалов. Традиционно при синтезе новых ма-
териалов варьируемыми параметрами являются
состав и температура, однако, многие вещества
приобретают уникальные свойства, если их полу-
чать при высоких давлениях (становятся сверх-
твердыми, изменяют стехиометрию, тип прово-
димости и т.д.).

Современный уровень развития вычислитель-
ных методов и компьютерной техники позволяет
заметно сократить объем эксперимента за счет
его грамотного планирования. Для проведения
расчетов с использованием термодинамических
баз данных характеристические функции фаз
должны быть представлены в аналитическом ви-
де, либо в виде массива численных данных (если
используются методы и подходы Big Data). Во
втором случае часто возникает задача представле-
ния данных с определенным шагом, поэтому по-
строение термодинамической модели фазы (или
ее калорического уравнения состояния) обяза-
тельно при расчете фазовых и химических равно-
весий.

Цель настоящей работы – обзор литературных
данных по уравнениям состояния (УС) кристал-
лических веществ. Основной акцент сделан на
феноменологические подходы; квантово-хими-
ческие модели не рассматриваются. Традицион-
но при построении таких уравнений состояния
ставится задача аппроксимации PVT- или изотер-
мических PV-данных, т.е. строятся термические
уравнения состояния, в то время как для практи-
ческих расчетов необходимы именно калориче-
ские уравнения, т.е. зависимости G(P, T) или
F(V, T). В данной работе рассматриваются, в
первую очередь, наиболее востребованные моде-
ли, описывающие PV- и PVT-данные с возможно-
стью последующего перехода к моделированию
калорических уравнений состояния.

В ходе экспериментальных исследований из-
меряются как термические и калорические коэф-
фициенты (коэффициент термического расши-
рения (α), коэффициент изотермического сжатия
(K), теплоемкость (Сp)), так и PVT-свойства. Для
того, чтобы использовать эти данные для после-
дующей параметризации калорических уравне-
ния состояния, необходимо располагать набором
уравнений, в явном виде связывающих между со-
бой энергии Гиббса или Гельмгольца (как функ-
ции их естественных переменных) и их частные
производные, выраженные через измеримые в
опыте величины. При этом уравнение состояния
можно строить, выбирая изначально вид функ-
ций F(V, T), G(P, T) с последующим дифференци-
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рованием этих выражений, или же задавать зави-
симости термических и калорических коэффици-
ентов от T, V, P с учетом соотношений Максвелла
и проводить интегрирование полученных функций.

Так, например, если в качестве исходной
функции выбрать энергию Гельмгольца, то ее
можно представить в виде суммы нескольких
вкладов [1]:

(1)

где  – потенциал кристаллической решетки
при 0 К,  – колебательная энергия атомов в их
узлах,  – энергия свободных электронов, вкла-
дом которой для большинства минералов как
изоляторов пренебрегают. Используя общеиз-
вестные соотношения в частных производных,
можно рассчитать следующие термодинамиче-
ские переменные, непосредственно связанные с
термическим уравнением состояния и измери-
мыми величинами:

где KT – изотермический модуль упругости, α –
коэффициент термического расширения, γ – па-
раметр Грюнайзена, характеризующий связь тер-
мических и эластических свойств твердого веще-
ства. Традиционно при построении калорическо-
го уравнения состояния выделяются слагаемые,
отвечающие за уровень отсчета (обычно при 0 К);
по аналогии, и в термическом уравнении состоя-
ния целесообразно выделить член, описывающий
свойства системы при 0 К:

Далее записанные выше выражения будут ис-
пользованы при иллюстрации конкретных урав-
нений состояния кристаллических веществ.

Все представленные в литературе уравнения
состояния можно условно разделить на три груп-
пы: эмпирические, полуэмпирические и осно-
ванные на ab initio представлениях (как отмеча-
лось выше, эти уравнения в настоящей работе не
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рассматриваются). С точки зрения представления
температурной зависимости свойства, среди УС
можно выделить изотермические f(P, V) и поли-
термические f(P, V, T) зависимости.

ЭМПИРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 
СОСТОЯНИЯ

Общая сводка наиболее распространенных
эмпирических уравнений состояния дана в табл. 1.

Уравнение Бриджмана – простейший вариант
PV-соотношения, в котором изменение объема
представляется полиномиальной зависимостью
от давления. Бриджман использовал эту зависи-
мость для описания результатов своего экспери-
мента при сравнительно невысоких значениях
давления (до 3–10 ГПа) [2].

Уравнение Мурнагана – одна из самых простых
форм УС твердого тела. Первоначально при его
выводе были использованы достаточно громозд-
кие вычисления [3], но его легко получить, если
воспользоваться двумя выражениями, одно из
них – собственно определение объемного модуля
упругости, а второе – простейшая эмпирическая
линейная зависимость объемного модуля упруго-
сти от давления [4]:

Одно из основных преимуществ уравнения Мур-
нагана – возможность получения аналитическо-
го выражения как в форме V(P), так и в форме
P(V)  а также относительная простота [5]. Одна-
ко в связи с простой линейной зависимостью
оно описывает недостаточно широкий диапазон
давлений [6].

Уравнение Тайта – одно из первых уравнений
состояния, полученное для плотности воды при
повышенном давлении [7]. Его первоначальный
вид представлен в табл. 1. Позднее Тамман [8], по
ошибке посчитав другое уравнение за уравнение
Тайта, модифицировал его:

Хайвард [9] указал на эту ошибку Таммана и
предложил линеаризованную форму первона-
чального уравнения Тайта, более удобную для
использования:

Несмотря на то, что уравнение Тайта предна-
значалось для жидкостей, оно хорошо описыва-
ет твердые вещества до давлений в несколько
ГПа [10].
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Уравнение Мао является модификацией урав-
нения Мурнагана, в которой изотермический мо-
дуль упругости описывается более сложной зави-
симостью от давления:

где , . При  урав-
нение преобразуется в уравнение Мурнагана.
Усложнение вида зависимости от давления поз-
воляет описать сжимаемость кристаллических ве-
ществ в более широком диапазоне [11].

Уравнение Хуана–Чо. Хуан и Чо [12] предложи-
ли довольно простую зависимость, которую мож-
но рассматривать как развитие модели Мурнага-
на за счет введения дополнительного параметра

, при равенстве нулю которого уравнение Хуа-
на–Чо сводится к уравнению Мурнагана. В табл. 1
уравнение состояния записано через вспомога-
тельные параметры, которые выражаются через
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Одно из серьезных преимуществ данного УС
(как и уравнения Мурнагана) – возможность в
явном виде выражать зависимость как P(V), так
и V(P), что часто бывает удобно при практиче-
ских расчетах. Именно это уравнение было ис-
пользовано Холландом и Пауэллом в работе по
построению уравнений состояний 210 различ-
ных соединений [13].

Уравнение Фройнда и Игналса [5], предложен-
ное в 1989 г., представляет собой трехпараметри-
ческую зависимость (см. табл. 1), которая может
быть сведена к двухпараметрической, если при-
нять значение коэффициента c неизменным (на-
пример, равным 3).

Уравнение Кумари–Дасса. В работе [14] авторы
предложили новое уравнение состояния, в основу
вывода которого было положено допущение, что
отношение второй и первой производной модуля
упругости по давлению является постоянной, не
зависящей от давления, величиной:

После интегрирования этого выражения получа-
ется изотермическое уравнение состояния, лога-
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Таблица 1. Общая сводка наиболее распространенных эмпирических уравнений состояния

Название УС Основное уравнение модели Источник

Бриджмана [2]

Мурнагана [3]

Тайта [7]

Мао [11]

Хуана–Чо [12]

Фройнда–Игналса [5]

Кумари–Дасса , [14]

Роя и Роя [15]
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рифмическая форма которого приведена в табл. 1.
Данное уравнение при очень малых значениях Z
переходит в уравнение Мурнагана.

В работах Роя и Роя [15] было предложено изо-
термическое уравнение состояния вида:

Параметризацию УС проводили с использовани-
ем расчетных данных [16] для NaCl, CsCl и экспе-
риментальных данных для меди, алюминия и зо-
лота. Авторы считают, что предложенное ими
уравнение по среднеквадратичным отклонениям
для этих веществ превосходит все остальные.
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К недостаткам уравнения можно отнести невоз-
можность выразить его аналитически в виде зави-
симости P = f(V).

ПОЛУЭМПИРИЧЕСКИЕ 
УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ

Основное отличие полуэмпирических уравне-
ний состояния от эмпирических – использование
при их выводе некоторых физических представ-
лений о структуре кристалла и энергетике взаи-
модействия частиц. Общая сводка наиболее рас-
пространенных полуэмпирических уравнений
состояния дана в табл. 2. Условно их можно раз-
делить на две группы – уравнения, описывающие
изотермические условия, и полные PVT-уравне-
ния состояния.

Изотермические уравнения состояния

Уравнение Берча–Мурнагана – наиболее вос-
требованное изотермическое УС. Оно получается
с помощью теории конечной деформации, кото-

Таблица 2. Общая сводка наиболее распространенных полуэмпирических уравнений состояния (расшифровка
обозначений и формул представлена в тексте)

Название УС Основные уравнения Источник

PV-уравнения состояния

Берча–Мурнагана (BM) [17]

Виньета [18]

PVT-уравнения состояния
HTBM уравнение BM с дополнительной зависимостью  и [19]

Капура , P° = 1 бар [20]

Холланда– Пауэлла (HP) [13]

Гарая [21]
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Дорогокупеца–Оганова , [23]

Кунца–Эйнштейна (KE) , [24]
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рая была предложена Мурнаганом в 1937 г. [26], и
модифицирована до текущей версии Берчем [17].
При выводе уравнения состояния рассматрива-
ются два состояния тела: недеформированное
(исходное) и деформированное. Переход от одно-
го к другому описывается как изменение коорди-
нат состояния. С помощью тензорного анализа
для равномерно изменяющихся объемов было
получено следующее выражение:

где  – сжатие, V0 – объем несжа-

того вещества (при давлении 1 бар), V – объем ве-
щества под внешним воздействием.

Энергию деформированного состояния мож-
но представить в форме полинома

(2)
В зависимости от того, какое количество членов
разложения учитывают, получают уравнения
Берча–Мурнагана разного порядка; так, при уче-
те только первого слагаемого в записанном выше
выражении (2) приходят к уравнению второго по-
рядка:

Выражение для объемного модуля упругости в
рамках УС Берча–Мурнагана:

а его производная по давлению равна

Используемое в подавляющем большинстве
случаев уравнение Берча–Мурнагана третьего
порядка получается при учете второго слагае-
мого уравнения (2), оно выглядит следующим
образом [27]:

Уравнения состояния, полученные с помощью по-
тенциалов межатомных взаимодействий. В этом
случае свободная энергия представляет собой
комбинацию межатомных потенциалов отталки-
вания и притяжения. Так, с использованием сле-
дующего выражения:
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в работе [4] было получено уравнение состояния
вида:

которое при n = 4 и m = 2 представляет собой УС
Берча–Мурнагана второго порядка.

Если для описания функции Гельмгольца ис-
пользовать функцию вида

то можно получить широко используемое уравне-
ние состояния Виньета [18] (см. табл. 2). Как от-
мечалось в работе [21], это уравнение хорошо
описывает свойства простых веществ даже при
достаточно высоких давлениях ~1 Мбар.

Политермические уравнения состояния

Представленные выше уравнения состояния
описывают изотермические условия. Наиболее
простой и распространенный способ получить
PVT-уравнения – ввести температурную зависи-
мость в параметры V0, K0 изотермических уравне-
ний состояния. Такой прием предложен в работе
Виньета [19], и использован, например, в работах
Литасова с сотр. [24, 28, 29]. Для описания экспе-
риментальных данных было использовано урав-
нение состояния Берча–Мурнагана, в котором
учтены температурные зависимости коэффици-
ента термического расширения и объемного мо-
дуля упругости при атмосферном давлении:

Соответственно, к изотермическим параметрам
,  добавились параметры , , ,

а при расчете объема использована формула:

Такое уравнение принято называть высокотемпе-
ратурным уравнением Берча–Мурнагана (HTBM).

Подобно представленному ранее варианту с
встраиванием зависимости от температуры в изо-
термические уравнения состояния, авторы рабо-
ты [21] за основу взяли определения термических
коэффициентов – изобарного термического рас-

ширения  и изотермического объем-
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ного сжатия . Проинтегрировав эти

величины в общем виде, можно записать уравне-
ние Гарая для расчета объема при заданном давле-
нии и температуре:

Достаточно часто используется подход, при
котором давление в системе можно представить
как сумму вкладов , где

 – вклад в давление при изотермических
условиях, а  – изменение давления при по-
стоянном объеме.

Зависимость  можно аппроксимиро-
вать с помощью любых изотермических уравне-
ния состояний, например УС Берча–Мурнагана
или Виньета. Термическую составляющую также
можно выразить разными подходами с необходи-
мой точностью. Следует отметить, что в силу не-
зависимости от температуры изотермической ча-
сти , можно считать, что

Уравнение Капура [20] представляет собой мо-
дификацию изотермического уравнения Кума-
ри–Дасса, в которое введен дополнительный
член для перехода к политермическому формату
уравнения состояния. В работе Андерсона [1]
указывалось, что для большинства минералов и
оксидов при высоких температурах и/или давле-
ниях (порядка нижних слоев земной мантии) вы-
полняется условие  выше 
(θD – характеристическая температура Дебая).
Таким образом  в их уравнении описывает-
ся линейной зависимостью от температуры

. Основное преиму-
щество предложенной аналитической формы –
достаточно простой вид зависимости.

Удачный пример комбинации  и изотер-
мического уравнения Хуана–Чо – построение
уравнения состояния 210 кристаллических ве-
ществ, приведенное в работе Холланда и Пауэлла
[13]. Холланд и Пауэлл обратили внимание на то,
что температурные зависимости  и теплоем-
кости имеют аналогичную форму (с выходом на
плато). Это дало им основание использовать для
расчета выражение энергии гармонического ос-
циллятора

где u = θ/T (θ – характеристическая температура
Эйнштейна); n – нормировочный множитель,
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равный значению  при выходе на плато (т.е.
; численные значения , ,  от-

несены к комнатной температуре (298.15 К). В ре-
зультате получено следующее выражение для
оценки Pth:

Далее уравнение этих авторов будет обозна-
чаться как HP.

Уравнения состояния, основанные на учете коле-
бательного спектра кристаллической решетки.
Подробно теоретическая основа построения та-
ких уравнений состояния изложена в обзоре [30],
ниже перечислены наиболее распространенные
представители этого класса УС.

Уравнение Ми–Грюнайзена–Дебая. С помощью
одного из определений параметра Грюнайзена

 можно продемонстрировать переход

к уравнению Ми–Грюнайзена .

Термический вклад во внутреннюю энергию Eth
обычно рассчитывают с помощью приближения
Дебая в виде интеграла:

где θ – величина, имеющая смысл характеристи-
ческой температуры, а n – количество атомов в
молекуле. С учетом этого приближения получает-
ся уравнение состояния Ми–Грюнайзена–Дебая
(MGD) – одно из наиболее используемых уравне-
ний для описания PVT-свойств. Уравнение MGD
вместе с одним из изотермических уравнений со-
стояния и с учетом зависимости от объема пара-
метра Грюнайзена γ = γ(V) и характеристической
температуры θ = θ(V) [29, 31, 32] позволяют
успешно описать свойства многих веществ.

Одно из основных преимуществ перехода к
политермическим уравнениям состояния – воз-
можность одновременного описания как термо-
химических, так и объемных данных, так как, со-
гласно известному соотношению:

В качестве примера успешной реализации такой
возможности можно привести уравнения состоя-
ния, предложенные в работе [23] для шести ме-
таллов. При построении УС авторами были учте-
ны данные о теплоемкости, PVT-свойствах и
адиабатическом модуле упругости KS.

α TK
= α ε0 0 0/ )Tn K α0 0TK ε0

 = α = θ − 
 − − 0

0

th
1 1Δ .

1 1

T

T u u
T

P K dT n
e e

( )∂γ =
∂ V

PV
E

γ=th thΔ ΔP E
V

( )−
=

−
θ/3 3

th
0

θ9 ,
exp( 1)

T
xE nRT dx

T x

( ) ( )−∂ ∂= −
∂ ∂

2 1

.P V
V T

P PC C T
T V



ЖУРНАЛ ФИЗИЧЕСКОЙ ХИМИИ  том 96  № 10  2022

УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ ФАЗЫ 1385

При выводе уравнения состояния Дорогокупе-
ца–Оганова энергия Гельмгольца представлялась
в виде суммы нескольких вкладов:

где  – энергия при 0 К,  – так называемая
потенциальная “холодная” энергия при темпера-
туре отсчета (в качестве последней в работе вы-
брана Tref = 298.15 K), а последующие термы отве-
чают за различные вклады в энергию Гельмголь-
ца: квазигармонический, ангармонический,
электронный и вклад от тепловых дефектов ре-
шетки, соответственно. Для описания каждого
вклада авторы использовали модели, представ-
ленные в литературе. Так, для изотермической
части было применено уравнение Виньета в виде:

где  и . Для опи-
сания квазигармонического вклада применялся
формализм Кутьина и Пядушкина [33, 34]:

где mB – число фононных мод, θE и θB – характе-
ристические температуры Эйнштейна и Бозе–
Эйнштейна, соответственно. При этом варьируе-
мыми параметрами модели являлись mB, θB и d.
Учет ангармонического вклада авторы осуществ-
ляли c помощью выражения:

в котором i относится к параметрам Бозе–Эйн-
штейна, а j – к функциям Эйнштейна. Электрон-
ный терм и вклад тепловых дефектов оценивали с
помощью следующих соотношений:
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где S и H – энтропии и энтальпии образования
дефектов, g = 2/3, f = –1, h = –2 для всех рассмот-
ренных в работе металлов.

Модель, описанная выше, была использована
в работах Литасова [24, 35] в упрощенном виде (с
пренебрежением вклада тепловых дефектов и с
более простым выражением для ангармоническо-
го вклада). Полученные уравнения состояния ав-
торы [24] назвали УС Кунца–Эйнштейна (KE).

Одна из последних работ, в которых предложе-
ны уравнения состояния, описывающие термо-
химические и объемные свойства, – работа [25].
На основе предложенного ранее [36] подхода к
описанию термодинамических свойств (Cp, ,
H° – ) с помощью линейных комбинаций
функций Планка–Эйнштейна получено УС (да-
лее называемое EPEM – Expanded Plank–Einstein
Model), позволяющее рассчитывать как термохи-
мические, так и PVT-свойства веществ.
В зависимости от типа теплоемкости, используе-
мой при аппроксимации экспериментальных дан-
ных (CV или Cp), получены две формы уравнений:

где xi = θi/T; αi, θi – дополнительные параметры
модели, надстрочные символы P и V обозначают
соответствующий подход (основанный на CV или
Cp), зависимость от давления или объема учиты-
вается с помощью функций θ(P) или θ(V), а функ-
ции V(P, 0) и P(V, 0) могут задаваться с помощью
любого изотермического УС, например, одного
из описанных в этом обзоре.

Основное преимущество предложенного в на-
стоящей работе УС – возможность использовать
при его параметризации различные эксперимен-
тальные данные, как термохимические, так и по-
лученные при изучении объемных свойств
(в опытах по статическому и ударному сжатию,
тепловому расширению и др.).

СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ РАЗЛИЧНЫХ 
УРАВНЕНИЙ СОСТОЯНИЯ

Наличие большого числа предложенных урав-
нений состояния свидетельствует о том, что ни
одно из них не является универсальным, каждое
имеет свои ограничения, преимущества и недо-
статки. Как справедливо отмечалось в работе [21],
каждое эмпирическое и полуэмпирическое УС
зачастую имеет свой набор веществ или условий,
для которых получается качественное описание
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экспериментальных данных. Далее представлены
результаты сравнительного анализа различных
УС, проведенного как в оригинальных работах,
так и авторами данной статьи.

Изотермические уравнения состояния

Одной из первых работ, в которой выполнено
достаточно детальное сравнение изотермических
уравнений состояния, можно считать работу [5].
Для сопоставления авторами были выбраны двух-
параметрические уравнения Бриджмана, Мурна-
гана, Тайта и трехпараметрические варианты
уравнений Мурнагана, Хуана–Чо и собственного
УС Фройнда–Игналса. В качестве модельных
объектов использованы металлы и галогениды
щелочных металлов (Li, Na, K, Ca, Zn, Rb, Ag, In,
Pb, LiCl, NaF, NaCl, NaBr, NaI, KF), свойства ко-
торых взяты из одного справочного издания во
избежание неопределенностей, связанных с экс-
пертной оценкой и обработкой данных. Качество
описания характеризовали среднеквадратичным
отклонением между расчетными и эксперимен-
тальными данными.

По результатам проведенных расчетов сделан
вывод, что уравнение Бриджмана, хорошо опи-
сывающее оригинальные данные, является ин-
терполяционным и позволяет получить коррект-
ное описание PV-данных только до верхней гра-
ницы давлений в опытах Бриджмана [37].
Двухпараметрические уравнения, в целом, обла-
дают худшей описательной способностью при
высоких давлениях. Трехпараметрические урав-
нения (Мурнагана, Хуана–Чо и Фройнда–Иг-
налса) одинаково хорошо описывают имеющиеся
данные, при этом уравнение Фройнда–Игналса
лучше “работает” в области высоких давлений по
сравнению с уравнением Берча–Мурнагана.

Хлориды натрия и цезия также были выбраны
авторами [14] в качестве модельных объектов при
сравнении возможностей уравнений Кумари–
Дасса, Фройнда–Игналса и Хуана–Чо. На основе
сопоставления среднеквадратичных отклонений
величин V/V0 при 298 K был сделан вывод о пре-
восходстве уравнения Кумари–Дасса. В своей
второй работе [38] авторы протестировали пред-
ложенное изотермическое уравнение на данных
по 50 веществам и сообщили о хорошем описа-
нии эксперимента.

Довольно подробное сравнение изотермиче-
ских уравнений состояния приведено в работе
[39]. Авторы сопоставили возможности описания
девяти веществ со значительно отличающимися
изотермическими модулями упругости (Ag, Mg,
MgO, Al, Pd, NaCl, Cu, Mo, W) с помощью 21 УС.
В качестве критерия качества описания исполь-
зовали как средние квадратичные отклонения
между расчетными и измеренными значениями

давления, так и отличия параметров ,  от
приведенных в литературе. При этом отдельное
внимание было уделено качеству расчета этих па-
раметров при низких и высоких давлениях. На
основании проведенного анализа авторы работы
[39] сделали вывод, что для описания PV-данных
кристаллических фаз в широком интервале тем-
ператур и давлений целесообразно использовать
уравнения Роя–Роя и Берча–Мурнагана. При
этом сделан акцент на то, что выбор УС должен
определяться только качеством описания экспе-
риментальных данных и не зависеть от того, име-
ет это уравнение теоретическое обоснование или
является сугубо эмпирическим. Также было
предположено, что наиболее распространенная
форма изотермических уравнений состояния

 не является оптимальной, так как в
опытах изменение объема происходит вследствие
изменения давления, а не наоборот. Однако, это
спорное утверждение, так как с термодинамиче-
ской точки зрения не столь важно, в какой форме
представлена PVT-зависимость, третью перемен-
ную можно всегда рассчитать из двух других.

В работе [21] в качестве модельного объекта
был выбран перовскит MgSiO3. Авторы провели
сравнение моделей Берча–Мурнагана, Виньета,
Роя–Роя и предложенного ими уравнения при
различных температурах. На основании расчетов
был сделан вывод, что при температурах ниже
1100 К в изотермических условиях уравнения Бер-
ча–Мурнагана и Виньета точнее описывают экспе-
риментальные данные, чем уравнение Гарая, при
этом уравнение Роя–Роя при всех условиях немно-
го уступает варианту, предложенному авторами.

Авторы работы [40] поставили задачу выбрать
уравнения, наилучшим образом описывающие
PV-данные, полученные с использованием мето-
да функционала плотности (DFT). Сравнивая по-
лученные с помощью DFT объемные свойства
более 200 веществ с использованием восьми урав-
нений состояния, а также сопоставляя модули
упругости, авторы пришли к заключению, что
уравнения Берча, Тайта и Виньета наиболее хоро-
шо описывают данные, полученные c использова-
нием метода функционала плотности. Ключевым
фактором, определяющим качество описания PV-
данных, авторы считают среднеквадратичные от-
клонения, ставя воспроизведение модулей упру-
гости на второе место.

Обобщая изложенное выше, можно сделать
вывод, что во всех цитированных обзорных рабо-
тах авторы отдают предпочтение изотермическим
уравнениям Берча–Мурнагана и Виньета. Учи-
тывая возможность введения температурных за-
висимостей параметров этих уравнений, по-ви-
димому, на них следует обратить особое внима-
ние при конструировании политермических
уравнений состояния.

TK 'TK

= ( )P f V
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Политермические уравнения состояния

К сожалению, обзорные работы по сравнению
политермических уравнений состояния кристал-
лических фаз в литературе практически не пред-
ставлены. Это связано, по-видимому, с ограни-
ченным количеством PVT-данных.

Так, например, в работах Литасова с соавт. [24,
35] приведены результаты описания отдельными
уравнениями (HTBM, MGD, KE) некоторых
свойств молибдена и вольфрама, однако прямого
сравнения (визуального или численного) исполь-
зованных УС не проводится. В связи с этим, в на-
стоящей работе была поставлена задача сравнить
основные используемые в литературе политерми-
ческие уравнения состояния с точки зрения воз-
можности описания свойств Mo и MgO. Выбор
этих веществ в качестве модельных связан с тем,
что для них опубликованы параметры политер-

мических УС, а также представлено несколько
работ, в которых проводится сравнение рассчи-
танных с их помощью наборов эксперименталь-
ных свойств. В случае Mo сравнение проводилось
только по PVT-свойствам, а для MgO учитыва-
лись сведения о PVT, Ks и Cp. Для молибдена в ли-
тературе есть параметры уравнений состояния
MGD, HTBM, KE и Капура. Для оксида магния
были использованы уравнения MGD, HP, Доро-
гокупеца–Оганова, а также два уравнения, пред-
ложенные авторами настоящей работы и осно-
ванные на расширенной комбинации функций
Планка–Эйнштейна.

Результаты сравнения моделей для MgO пока-
заны в табл. 3. В ней представлены значения сред-
них относительных отклонений для испытуемых
моделей по различным источникам эксперимен-
тальных данных. Как можно заметить, модель

Таблица 3. Сравнение качества описания свойств MgO с помощью различных уравнений состояния

Примечание. Среднее относительное отклонение MRD(X), % = , где  и  – экспери-

ментальные и расчетные значения.

Источник 
эксперименталь-

ных данных

Среднее относительное отклонение (MRD), рассчитанное с использованием уравнений

Холланда–
Пауэлла MGD Дорогокупеца–

Оганова

EPEM

Cp-подход CV-подход

PVT-данные
[40] 5.71 5.46 5.16 6.51 6.25
[41] 4.60 2.81 2.48 2.93 2.90
[42] 8.82 2.93 3.47 6.34 6.09
[43] 1.56 1.96 0.78 3.29 3.10
[44] 4.47 4.50 3.25 2.60 2.44
[45] 2.12 1.29 1.56 3.00 1.80

Среднее 4.55 3.16 2.78 4.11 3.76
Ks-данные (P = 1 бар)

[32] – 0.90 1.23 0.89 0.81
[46] – 1.72 2.49 0.95 1.13

Среднее –- 1.31 1.86 0.92 0.97
Ks-данные (Р = 1 бар)

[47] – 0.24 0.22 0.45 0.46
[48] 2.59 1.55 0.56 0.31 0.36
[49] 2.28 0.46 0.25 0.23 0.25
[50] 2.25 0.57 0.10 0.57 0.70

Среднее 2.37 0.86 0.30 0.37 0.44
Cp-данные

[51] – 27.2 0.34 0.76 0.97
[52] 0.93 0.54 0.38 0.38 0.46
[53] 0.90 1.00 0.45 0.44 0.53

Среднее 0.92 9.58 0.39 0.53 0.65

( ) ( )− × exp calc calc
1          / 100X X X
N expX calcX
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Холланда–Пауэлла практически во всех случаях
уступает в точности описания. Это может быть
связано как с относительной простотой модели,
так и со способом оптимизации (ставилась цель
воспроизвести различные равновесия с участием
более 200 минералов, а не свойства отдельных ве-
ществ). При описании теплоемкости использо-
ван полином, который можно применять для
температур выше комнатной, поэтому низкотем-
пературный участок Cp(T) вообще не описывается.

Параметры модели MGD получены в [32] на
основании ультразвуковых экспериментов, они
показывают неплохие результаты и при воспро-
изведении других экспериментальных PVT-дан-
ных, адекватные оценки Ks при высоких давлени-
ях (именно по ним проводилась параметризация
УС), однако уступают в качестве описания Ks при
атмосферном давлении. Экспериментальные
данные по изобарной теплоемкости существенно
хуже воспроизводятся при помощи этой модели,
особенно при температурах ниже комнатной. Ос-
новная причина такого поведения заключается в
том, что данная модель изначально предназнача-
лась только для описания PVT-данных.

Модель Дорогокупеца–Оганова большинство
экспериментальных данных описывает лучше
других уравнений состояния, однако данные по
Ks при высоких давлениях, которые не использо-
вались при получении параметров, воспроизво-
дятся значительно хуже.

Оба подхода, предложенные авторами настоя-
щей работы, показывают примерно одинаковую
возможность воспроизведения эксперименталь-
ных данных. Как видно из табл. 3, модель EPEM
по качеству описания немного уступает варианту,
предложенному в работе Дорогокупеца и Огано-
ва, но, в среднем, превосходит другие уравнения

состояния. При этом следует иметь ввиду, что
уравнение Дорогокупеца–Оганова имеет суще-
ственно более сложную аналитическую форму.

В табл. 4 представлены результаты описания
свойств молибдена с помощью некоторых поли-
термических УС. Параметры уравнений MGD,
HTBM и KE взяты из работы [24], а параметры
уравнения Капура – из оригинальной работы ав-
торов [20]. Судя по средним значениям MRD,
можно сделать вывод, что уравнения MGD и
HTBM лучше всего воспроизводят PVT-данные,
уступая уравнению Капура в описании изотерми-
ческих данных работы [54]. Уравнение Капура, в
свою очередь, менее гибкое в описании высоко-
температурных данных. Уравнение Кунца–Эйн-
штейна уступает уравнениям MGB и HTBM в
описании PVT-данных, однако, с его помощью
можно рассчитывать любые термодинамические
свойства вещества благодаря гибкости в описа-
нии отдельных вкладов в энергию Гельмгольца.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

По результатам анализа представленных в ли-
тературе уравнений состояния кристаллических
фаз, можно сделать следующие выводы:

1) в литературе наиболее полно представлены
модели для описания PV-свойств изучаемых си-
стем; среди изотермических уравнений состоя-
ния наиболее востребованы уравнения Берча–
Мурнагана и Виньета;

2) наиболее простой и распространенный спо-
соб получения PVT-уравнения состояния – вве-
дение температурной зависимости в параметры

 и  изотермических уравнений состояния;

3) для аппроксимации только PVT-данных це-
лесообразно использовать уравнение MGD, ко-
торое имеет малое число параметров (шесть), но
при этом используемая зависимость достаточно
гибкая для адекватного описания объемных
свойств и результатов ультразвуковых экспери-
ментов;

4) при необходимости получить калорическое
уравнение состояния, описывающее максималь-
но большое количество термодинамических
свойств, следует использовать более сложные
уравнения, например, Kунца–Эйнштейна, Доро-
гокупеца–Оганова или EPEM.
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Таблица 4. Сравнение качества описания свойств Mo
с помощью различных уравнений состояния

Источник 
эксперимен-

тальных 
данных

Среднее относительное отклонение 
(MRD), рассчитанное 

с использованием уравнений

MGD HTBM Кунца–
Эйнштейна Капура

PVT-данные

[55] 2.92 2.31 2.97 9.69

[56] 13.23 13.12 14.87 20.87

[57] 2.02 2.14 2.20 2.26

[54] 3.36 4.60 7.28 2.46

Среднее 5.38 5.54 6.83 8.82
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