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Основы термодинамической теории критиче-
ских явлений были разработаны Гиббсом [1].
В последующие годы различные аспекты теории
критического состояния рассматривались в мно-
гочисленных статьях и монографиях (см., напри-
мер, книги [2–6]). Основное внимание в теории
[7] и экспериментах [8] уделялось критическому
состоянию чистого вещества, а также бинарным
системам. Термодинамические закономерности,
связанные с диаграммами многокомпонентных
систем и критическими состояниями также рас-
сматривались в различных теоретических рабо-
тах, например, в статьях [9–11], позднее система-
тизированных в [12]. В то же время, определен-
ные сложности математического описания
термодинамических свойств даже трехкомпо-
нентных систем ограничивают возможности ана-
лиза диаграмм с критическими точками. В этой
связи ранее в статьях [13–16] был предложен но-
вый подход к исследованию критических явле-
ний, основанный на введении новых переменных
состава, приводящих матрицу устойчивости си-
стемы к диагональному виду. Соответственно,
была разработана классификация критических
точек равновесия жидкость–жидкость в тройных
системах без химических реакций.

В настоящее время, несмотря на очевидные
успехи в разработке теории критического состоя-
ния, многие проблемы продолжают привлекать
внимание исследователей, включая аспекты тер-

модинамической теории критического состояния
многокомпонентных систем в случае протекания
химических реакций [17–20]. В настоящей статье
особенности критических состояний в химически
реагирующих системах жидкость–жидкость будут
рассматриваться на основе подхода, предложенно-
го в [13–16] для систем без реакций. Цель настоя-
щей работы – представить основные термодина-
мические соотношения, на базе которых будут ис-
следоваться особенности структуры диаграмм
состояния реакционных систем жидкость–жид-
кость в окрестности критических точек.

ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ
Гиббсом были предложены условия критиче-

ского состояния (“critical phases” [1], С. 129–134)
как следующие соотношения:

(1)

(2)

(3)

где T – абсолютная температура, V – объем, μi –
химический потенциал вещества i, mi – число мо-
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лей вещества i. Первые два соотношения, (1) и
(2), являются уравнениями критической точки.
Соотношение (3) является условием ее устойчи-
вости: если оно выполнено со знаком равенства,
то должны быть приняты во внимание бесконеч-
но малые высших порядков. Далее в [1] рассмат-
ривались и матричные формы записи условий
критического состояния. В последующем тексте,
рассматривая эти общие условия, мы будем ис-
пользовать термин “критические фазы” в соот-
ветствии с терминологией Гиббса [1], так же как и
в книгах [12, 21].

Соотношения (1)–(3) при кажущейся просто-
те не вполне удобны для термодинамического
анализа, так как включают химические потенци-
алы веществ в качестве независимых перемен-
ных. В переменных T, P, m1, m2, …mn, где P – об-
щее давление, уравнения критической фазы
удобно записывать в матричной форме [1]. Огра-
ничимся случаем системы из трех веществ и при-
ведем уравнения критической фазы в матричной
форме для переменных T, P, x1, x2,…xn, где xi –
мольные доли веществ. При T, P = const первым
уравнением критической фазы является [12, 21]

(4)

где gij – вторые производные мольной энергии
Гиббса g по соответствующим мольным долям ве-
ществ:

(5)

Второе уравнение критической фазы в данном
случае имеет вид:

(6)

Пусть теперь в системе протекает равновесная
химическая реакция (химическое равновесие):

(7)

где Ri – символ вещества i, νi – его стехиометри-
ческий коэффициент в реакции (7). Стехиомет-
рические коэффициенты для продуктов реакции,
как обычно, принимаются положительными, для
исходных веществ – отрицательными. Химиче-
скому равновесию отвечает условие
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Таким образом, задача о химическом равнове-
сии в критическом состоянии или о смещении
указанного равновесия сводится к совместному
рассмотрению уравнений критической фазы (4) и
(6) и условия химического равновесия (8) (или
(9)). Однако их непосредственное объединение
приводит к достаточно громоздким соотношени-
ям, анализ которых оказывается затруднитель-
ным. Поэтому для решения поставленной задачи
используем предложенный ранее прием, заклю-
чающийся в преобразовании матрицы устойчи-
вости к диагональному виду, и соответствующему
представлению уравнений критической фазы
[13–16].

Введем новые переменные , определяемые
следующим соотношением:

(10)

где cji – некоторые вещественные коэффициен-
ты. Условно назовем эти переменные “обобщен-
ными числами молей”. В матричных обозначени-
ях (10) имеет вид:

(11)
где  и  – векторы-столбцы обобщенных и
обычных чисел молей соответственно. В отноше-
нии матрицы линейного преобразования  бу-
дем предполагать лишь то, что она ортогональна.
В соответствии с (10) аналоги мольных долей 
определяются соотношением:
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(S и G – соответственно, энтропия и энергия
Гиббса), т.е.:

(15)

Связь между химическими потенциалами и вели-
чинами  легко установить, исходя из соотноше-
ний (10) и (15):

(16)

Отметим, что в силу линейного характера преоб-
разования, отвечающего соотношению (10),
энергия Гиббса остается однородной функцией
первой степени относительно обобщенных чисел
молей  и может быть представлена в следую-
щем интегральном виде:

(17)

а для мольной энергии Гиббса справедливо:

(18)

Из (14) и (17) для изотермо-изобарических
условий следует уравнение

(19)

– результат преобразований Лежандра, являю-
щийся аналогом уравнения Гиббса–Дюгема при
T, P = const. Для частных производных будут вы-
полнены равенства:

(20)

или, с учетом соотношений взаимности:

(21)

Эти же соотношения могут быть записаны через
обобщенные мольные доли веществ:
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Соотношение (22) отвечает изменению состоя-
ния при постоянстве чисел обобщенных молей
всех веществ, кроме вещества j, а соотношение
(23) связывает частные производные химическо-
го потенциала данного вещества (j) по обобщен-
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ным молям всех веществ. Эти соотношения также
являются аналогами частных форм уравнения
Гиббса–Дюгема при T, P = const [22].

Дифференцирование g по независимым пере-
менным состава  (i = 1, 2,…n–1) приводит к со-
отношению

(24)

Для этих частных производных введем обозначе-
ния, подобные (5):

(25)

Характер линейного преобразования (10) дает
возможность записать условия устойчивости [1]
непосредственно в терминах производных от
обобщенных мольных долей . В случае системы
из трех веществ получим:

(26)

Соответственно, первое уравнение критической
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(29)

Введем обозначения: . Тогда усло-
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трационном треугольнике, соединяющая точки
составов двух чистых реагирующих веществ, т.е.
две вершины треугольника. В области расслаива-
ния кривая химического равновесия совпадает с
так называемой уникальной реакционной нодой
жидкость–жидкость (unique reactive tie-line) [18–
20, 23, 24]. При изменении внешних параметров
(например, температуры) эта нода может сме-
щаться к критической точке. В этом случае реали-
зуется совместное химическое равновесие и кри-
тическое состояние. Предложенная ранее крат-
кая предварительная классификация таких
диаграмм охватывает, преимущественно, обыч-
ные для практики системы [20–25]. Общий тео-
ретический термодинамический анализ при этом
не проводился. Рассмотрим ряд особенностей по-
ведения тройных систем жидкость–жидкость с
химическим взаимодействием веществ в окрест-
ности критического состояния, основываясь на
выше приведенных соотношениях.

При смещении химического равновесия реак-
ции (7)

из (30) следует очевидное условие:

(31)

Для совместного решения этого уравнения и
уравнения критической фазы удобно выразить
условие (31) через величины . Представим ве-
личины  как функции независимых перемен-
ных  и  (при T, P = const):
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Используя уравнения (34)–(36), получим из (33):

(37)

где  Отметим, что при сохранении

чисел молей в ходе реакции (т.е. когда )

сумма , в отличие от обычных стехиомет-
рических коэффициентов, необязательно равна
нулю. Уравнение (37) является уравнением изо-
термо-изобарической кривой химического рав-
новесия тройной реакционной системы в обоб-
щенных концентрационных переменных.

Очевидно, что для дифференциала внутренней
энергии в данных переменных также справедливо

(38)

Следовательно, при записи фундаментальных
уравнений в переменных  условия термического
и механического равновесий, как и следовало
ожидать, имеют обычную форму, а условие равно-
весия относительно диффузии выполнено в тер-
минах обобщенных химических потенциалов .

Применим условие (26) для анализа поведения
химически реагирующих систем в окрестности
критических точек двухфазных равновесий жид-
кость–жидкость. Определим характер линейного
ортогонального преобразования (1) таким обра-
зом, чтобы оно приводило вещественную сим-

метричную матрицу  к диагонально-

му виду. Это, согласно [26], всегда возможно. Раз-
ложим функции  в ряд в окрестности
критической точки. Величины, относящиеся к
критическому состоянию, будем обозначать
верхним индексом “o”. Тогда, в силу диагональ-
ности матрицы  (  при ), получим
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где  и  – первые и вторые производные ве-
личин  по  и . Для критической
фазы определитель в (26) имеет нулевое значение.
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Таким образом, в результате диагонализации
матрицы устойчивости  уравнения критиче-
ской фазы принимают вид:

(42)

Как следует из (42), в критической точке диаго-
нальная матрица  должна быть вырождена.
Рассмотрим сначала случай однократного вы-
рождения матрицы устойчивости, когда одна из
величин –  или  – принимает нулевое значе-
ние. Оба варианта тождественны, поэтому доста-
точно рассмотреть случай

(43)

Тогда, как было показано в [11] и [15], .
Поэтому, подставив (39)–(41) в (37) получим, с
точностью до бесконечно малых первого порядка:

(44)

Так как  и, в общем случае, ,
то, следовательно:

(45)
Последнее равенство означает, что в случае одно-
кратного вырождения матрицы устойчивости ка-
сательная к кривой химического равновесия в
окрестности критической точки параллельна ко-
ординатной оси . Будем принимать, что кри-
тическая точка находится в начале координат: это
может быть достигнуто за счет параллельного пе-
реноса координатных осей, что не ограничивает
общности приведенных и дальнейших выводов.
Очевидно, что тогда касательная к кривой хими-
ческого равновесия в окрестности критической
точки просто совпадает с координатной осью .
В работах [13–16] были определены формы бино-
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далей двухфазных равновесий при однократном и
полном вырождениях матрицы устойчивости в
окрестности критических точек. Используем эти
результаты для анализа поведения кривой хими-
ческого равновесия. Варианты для случая одно-
кратного вырождения матрицы устойчивости
представлены на рис. 1. Так как рассматривается
малая окрестность критической точки, достаточ-
но рассмотреть расположение касательных к ис-
комым кривым (химического равновесия и бино-
дали). Очевидно, что только вид бинодали на рис.
1а отвечает их обычному расположению – “глад-
кая бинодаль” [13, 16]. Расположение бинодалей
на рис. 1б (две области с точкой излома) и на рис.
1 в (область с точкой возврата) теоретически воз-
можно [13, 16], но только в случае гладкой бино-
дали имеет место касание бинодали и кривой хи-
мического равновесия.

Рассмотрим случай полного вырождения мат-

рицы устойчивости. В этом случае  и,

как было показано в [14]  . То-
гда, после подстановки выражений (38)–(41) в
уравнение (37) с учетом бесконечно малых тре-
тьего порядка, получим

(46)

где , . Уравнение (46)
можно привести к кубическому уравнению отно-

сительно , т.е. величине, определяющей поло-

= =� �
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Рис. 1. Схематическое изображение хода кривой химического равновесия в тройной системе с химической реакцией
(однократное вырождение матрицы устойчивости) в окрестности критической точки (а–в). Гетерогенная область за-
штрихована. Представлены касательные к бинодали (сплошные линии) и к кривой химического равновесия (пунк-
тирные линии).
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жение касательной к кривой химического равно-
весия в критической точке:

(47)

Так как кубическое уравнение имеет либо
один, либо три действительных корня, то в случае
полного вырождения матрицы устойчивости,
возможно широкое многообразие взаимного рас-
положения кривой химического равновесия и би-
нодальных кривых в непосредственной близости
к критической точке. Варианты хода бинодалей в
случае полного вырождения матрицы устойчиво-
сти, рассмотрены в [14]. Распределение действи-
тельных корней уравнения (47) можно предста-
вить следующим образом:

1) Один действительный корень, либо корень
кратности три.

2) Два различных корня, один из которых име-
ет кратность два.

3) Уравнение имеет три различных действи-
тельных корня.

С физической точки зрения, случаи 1–3 соот-
ветствуют наличию одной, двух или трех ветвей
кривой химического равновесия, имеющих раз-
ные направления вблизи критической точки.
Другими словами, кривая химического равнове-
сия претерпевает излом в критической точке и да-
же “разветвление”. Графическая иллюстрация
примеров двух вариантов контакта кривой хими-
ческого равновесия и бинодалей приведена на
рис. 2.
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Отметим, что варианты одно- и полного вы-
рождения матрицы устойчивости имеют каче-
ственное различие: если в случае однократного
вырождения кривая химического равновесия и
бинодаль могут касаться друг друга (один из воз-
можных вариантов, рис. 1а), то при полном вы-
рождении касание уже не имеет места, а коэффи-
циенты полученного кубического уравнения, и,
следовательно, его корни, зависят не только от
величин, определяемых положением критиче-
ской точки ( ), но и от  и , т.е. от парамет-
ров, характеризующих собственно химическую
реакцию.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Результаты настоящей работы являются од-

ним из вариантов термодинамического анализа
диаграмм состояния многокомпонентных систем
жидкость–жидкость, в которых реализуются кри-
тические состояния. Представленный подход к
исследованию окрестности химически равновес-
ных критических состояний основывается на вве-
дении новых концентрационных переменных,
которые позволяют привести матрицу устойчиво-
сти к диагональному виду. В данном сообщении
представлены вывод общего уравнения изотер-
мы-изобары химического равновесия и анализ
вариантов контактов кривой химического равно-
весия и критических точек тройных систем жид-
кость–жидкость. Отметим, что эксперименталь-
ная информация о таких системах ограничена и
включает, в основном, теоретические работы
[18–20, 23–25]. В то же время, проведенное ис-
следование может быть основой термодинамиче-
ского анализа критических явлений в химически
реагирующих средах с большим числом компо-
нентов, в первую очередь, в четверных системах,
для которых имеется более обширная экспери-
ментальная информация об одновременном фа-
зовом и химическом равновесии, включая крити-

�

o
ijklg ν�1 ν� 2

Рис. 2. Возможные случаи контакта кривой химического равновесия и бинодалей в окрестности критической точки в
случае полного вырождения матрицы устойчивости; а – одна ветвь кривой химического равновесия (излома нет), б –
две ветви (излом кривой). Обозначения те же, что и на рис. 1.
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ческие состояния (например, последние работы
[27, 28]).

Работа выполнена при поддержке Российско-
го научного фонда (код проекта № 21-13-00038).
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