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Развитие современной физики, ядерной,
атомной и молекулярной, начиналось в конце
XIX – начале XX века. Ее важным разделом явля-
ется теоретическая база молекулярной физики –
статистическая физика, развитие которой остает-
ся актуальным и в настоящее время. (Термин
“статистическая механика” ввел Гиббс в 1884 го-
ду) В XIX веке термодинамика и гипотетическая в
то время молекулярная теория развивались прак-
тически независимо, хотя распределение Макс-
велла–Больцмана было весьма убедительной мо-
лекулярной интерпретацией термодинамических
свойств идеальных газов. Проблему расширения
этой интерпретации на системы взаимодейству-
ющих молекул за несколько лет до эксперимен-
тального подтверждения реального существова-
ния атомов и молекул решил Джозайя Вилард
Гиббс: в 1901 г. он опубликовал вывод распреде-
ления вероятностей состояний PN(En) макроско-
пической системы N взаимодействующих моле-
кул в зависимости от значения ее энергии En..
Термодинамическая свободная энергия FN про-
порциональна, как следствие, логарифму норми-
ровочного коэффициента – статистической сум-
мы ZN. Эти соотношения в современных обозна-
чениях имеют вид (β = 1/kT):

После экспериментального подтверждения
молекулярной структуры вещества стала актуаль-
ной проблема практического использования тео-
рии Гиббса при анализе свойств конденсирован-
ного состояния. Исследование молекулярной
структуры конденсированного вещества начина-

лось с изучения кристаллов, их симметрии, спек-
тра колебаний, а затем и электронных состояний.
Моделирование структуры жидкости – задача го-
раздо более сложная, так как нет параметров, ко-
торые могли бы служить основой теории, подоб-
но кристаллической решетке. Поэтому до сих пор
для большинства работ по статистической теории
жидкости исходной служит сферически симмет-
ричная модель молекул, что ограничивает срав-
нение с экспериментальными данными, и инерт-
ными газами.

Из теории Гиббса непосредственно следует
вириальное разложение. Для некоторых моделей
потенциала взаимодействия были рассчитаны
несколько (до 4–5) вириальных коэффициентов.
Однако это разложение не дает достаточной ин-
формации о свойствах потенциала и структуры
жидкости, о связи радиуса сходимости разложе-
ния и фазовых переходов. Для решения этих и ря-
да других задач были разработаны методы расчета
распределений в малых группах частиц термоди-
намической системы.

В 1914 г. Л. Орнштейн и Ф. Цернике (ОЦ) вве-
ли представление о “прямой”  и “полной”

 корреляции для расстояний между парами
частиц при описании рассеяния рентгеновских
лучей жидкостью. Первое приближение работы
ОЦ – это модель прямой корреляции – прямо-
угольный выступ, его высота, ширина и расстоя-
ние от центра определялись данными о радиусе
молекул и плотности жидкости. Полная корреля-
ция – это следующее приближение, она дополни-
тельно содержит связь двух частиц через третью,
что приводит к соотношению ОЦ:
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В 1935 г. Ивон ввел в рассмотрение систему ча-
стичных плотностей  и частичных функций
распределения :

Так как уравнение для функции Fs содержит ,
для  содержит , и т.д., то при  воз-
никает проблема бесконечной “цепочки
ББГКИ” (Боголюбова–Борна–Грина–Киркву-
да–Ивона).

В 1946 г. Н.Н. Боголюбов показал, что преоб-
разованием цепочки удается обосновать кинети-
ческое уравнение Больцмана и объединил все
уравнения цепочки в единое функциональное
уравнение.

В 1952 г. T.D. Lee и C.N. Yang [1, 2] выделили из
цепочки уравнение, содержащее соотношение
ОЦ и дополнительно, в его правой части, после-
довательность некоторых элементов цепочки.
В результате исходное соотношение ОЦ в после-
дующих работах было представлено как “неза-
мкнутое” уравнение, которое можно решить, вы-
полнив некоторую процедуру замыкания, т.е.
определив дополнительную связь между прямой
и полной корреляциями. Критерия качества за-
мыкания нет, поиск эффективного способа – ме-
тод проб. Это уравнения PY (J.K. Percus, G.J. Ye-
vik, 1958 г.), T. Morita, K. Hiroike (1960 г.), HNC
(гиперцепное, J.G. Kirwood 1935 г.) и ряд других.
Их можно назвать моделями (вариантами) урав-
нения ОЦ. Это – нелинейные интегральные
уравнения, (аналитическое решение существует
только для модели твердых сфер уравнения PY –
единственное исключение). Численные решения
этих уравнений позволяют определить внутрен-
нюю энергию и давление модели, при сравнении
с экспериментом они дают наглядную иллюстра-
цию зависимости некоторых свойств жидкостей
от параметров бинарной корреляции. Подробно-
сти, различные варианты и область их примени-
мости изложены в курсе Р. Балеску [1], в моно-
графии и статье И.З. Фишера [2, 3]  в публикаци-
ях Г.А. Мартынова [4].

Проблема всех (кроме HNC) вариантов в том,
что они не дают возможности найти свободную
энергию или другой термодинамический потен-
циал модели и построить термодинамически со-
гласованную теорию. Это специально подчерки-
вал И.З. Фишер [3].

Проблема термодинамической согласованно-
сти определяет необходимость исследования дру-
гих вариантов теории частичных функций рас-
пределения, отличных от “уравнения ОЦ”.

= + ρ
3

1,2 1,2 1,3 2,3 1 3  ( ) ( ) ( ) ( 3 .)) (h r C r h r C r d r
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,

Таким возможным вариантом является урав-
нение Боголюбова и основанный на этом уравне-
нии вариационный метод.

УРАВНЕНИЕ БОГОЛЮБОВА. 
ВАРИАЦИОННЫЙ ПРИНЦИП

В квазиклассическом приближении вклад ки-
нетической энергии молекул в термодинамиче-
ские функции системы совпадает с теми же функ-
циями идеального газа, поэтому в теории функ-
ций распределения этот вклад известен, его
можно учитывать без изменений в конечном ре-
зультате. (Исключение составляет задача о систе-
ме осцилляторов, но ее рассмотрение не требует
использования функций распределения.) 

Исходная структура теории – производящий
функционал Боголюбова L(u), который опреде-
ляет частичные функции распределения Fn, либо
частичные плотности ρn = ρnFn:

(1)

ZN(u) – конфигурационный интеграл в поле
: 1 + u(i) = e–βϕ(i).

Исключив ZN(0) из (1) и его функциональной
производной, получим уравнение Боголюбова
[5, 6]:

(2)

Решение уравнения (2) для функционала W(u) =
=  имеет смысл термодинамического по-
тенциала F, так как W(u) – W(0) определяет изме-
нение потенциала F при включении поля ;
W(u) является производящим функционалом для
корреляций:

(3)

осуществляющих разложение Урсела–Майера
функций ρn.

Ограничивая в выражениях (2) и (3) число чле-
нов разложений, т.е. число корреляций, мы пре-
небрегаем корреляциями более высоких поряд-
ков и получаем термодинамически согласован-
ные приближенные уравнения для оставшихся
корреляций.
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Формально (2) является уравнением вида: y =
= ∂Φ/∂x, определяющим y в зависимости от х.
Преобразование Лежандра:

сводит это уравнение к вариационной задаче
∂Ψ/∂x = 0. Обратное преобразование Ψ(x, y) →
→ Φ(x, y) = (xy) – Ψ(x,y) при ∂Φ/∂y = 0 также эк-
вивалентно вариационной задаче. Это позволяет
решать исходную задачу в разных переменных,
как при переходе от лагранжиана к гамильтониа-
ну в механике, либо найти связи между перемен-
ными, упрощающие решение.

Переменные x и y могут принадлежать любому
множеству, что позволяет использовать вариаци-
онный метод для исследования структуры и тер-
модинамики конденсированного состояния, ис-
ходя из уравнения (2) при , ,

. При этом усло-
вие экстремума ∂Φ/∂y  W1(q) = 0 для обратного
преобразования является соотношением ОЦ, ко-
торое определяет “прямую” корреляцию ОЦ и ее
связь с g2. Это позволяет упростить развернутое
выражение уравнения (2) [7]

Дальнейшее преобразование уравнения Бого-
любова основано на том, что конфигурационный
интеграл зависит не только от внешнего поля, но
и от потенциалов взаимодействия молекул

, причем не только парного, но и тройного,
и более сложного.

Соответствие , 
позволяет упростить подлежащие минимизации
выражения, содержащие полные gn и “прямые”

корреляции Wn({n}) = W1(1)/δρ1(2)…δρ1(n) по-
следовательно до 4-го порядка (второе приближе-
ние), затем до 6-го (третье), и т.д. [8–10]. Эти вы-
ражения весьма громоздки даже после упроще-
ния, их аналитическая минимизация прямым
вариационным методом требует использования
предельно упрощенных пробных функций – мо-
делей корреляций. Тем не менее, современная
вычислительная техника при уточнении этих мо-
делей может оценить вклад высших корреляций и
многочастичных взаимодействий.

Основной вывод: построен функционал, мини-
мальное значение которого является свободной
энергией системы F, что определяет все ее термо-
динамические параметры.

Подчеркну еще раз: свободная энергия – это
минимальное значение функционала, но не ис-
ходный неминимизированный функционал.

Если этот функционал имеет несколько мини-
мумов, то стабильное состояние определяется са-
мым глубоким минимумом, остальные определяют
метастабильные состояния. Фазовое равновесие
определяется равенством глубины двух (или больше)

Φ → Ψ = Φ( ) ( ) ( ), , – ( ),x y x y xy x y

→ ϕ  ( )x q → ρ( )y q
→ ρ + + ρ( ) ( ) ln(1 ( )) ( )xy q u q dq f

→

.

( )ϕ { }n n

( )→ ϕ∪ { }nx n ( )→ ∪ { }ny g n

−δ 1n

минимумов. Исчезновение минимума при измене-
нии термодинамических параметров – это поте-
ря устойчивости состояния, граница его суще-
ствования.

Существование стабильных и метастабильных
состояний и фазовых переходов следует из теории
Гиббса. Доказательство этого вывода опублико-
вал в 1954 г. Б.Т. Гейликман . Он свел конфи-
гурационный интеграл к интегралу по замкнуто-
му контуру в комплексной плоскости дополни-
тельной переменной, равной сумме значений
подынтегральной функции в точках перевала при

 что соответствует минимумам функцио-
нала вариационного метода. Привел пример воз-
можного поведения членов вириального ряда. Но
построить общий метод расчета или оценки пара-
метров рассматриваемых состояний и условий
фазовых переходов ему не удалось. Для этого не-
обходимо использовать теорию частичных функ-
ций распределения.

ПРЯМОЙ ВАРИАЦИОННЫЙ МЕТОД
Для многих задач, сводимых к вариационной,

весьма эффективен прямой вариационный метод,
особенно в иллюстративных примерах и при ис-
пользовании вычислительной техники. Предла-
гаемый вариационный метод решения уравнения
Боголюбова позволяет построить последователь-
ность приближений возрастающей точности, тер-
модинамически согласованных, при том, что
можно оценить смысл предлагаемых упрощений.

Вариационный принцип справедлив не только
для свободной энергии, но и для термодинамиче-
ского потенциала большого канонического ан-

самбля Ω = F – V  = F + pV =  (в
переменных (p, T)). Это удобно при исследовании
системы с переменным числом частиц или двух-
фазной системы. Пример – модель поверхност-
ного слоя простой жидкости. Полагаем, что усло-
вия равновесия, определяющие плотности жид-
кости ρ1 и пара ρ2, выполнены. Тогда

функция f(q), определяющая профиль плотности
поверхностного слоя, удовлетворяет граничным
условиям  f → 0, , f → 1,  и требо-
ванием минимума функционала ΩS(f).

В работе [12] явный вид функционала ΩS(f)
был получен в первом приближении прямым раз-
ложением функционала Боголюбова. В работе
[13]  была представлена техника преобразования
операторов, которая позволяет находить следую-
щие приближения, к сожалению, очень громозд-
кие. Получено общее выражение функционала от

[ ] 11

� 1,N
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V
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f(x), минимум которого равен поверхностной
энергии. В первом приближении и в случае плос-
кой границы раздела оно достаточно обозримо:

где ki = (ρdp/dρ)T,i – обратная изотермическая сжи-

маемость фаз, , , –
прямая корреляция ОЦ.

Уже в первом приближении поверхностная
энергия нелокальна: она существенно зависит от
корреляций частиц в объеме – прямой бинарной
в первом приближении и старших в следующих.

Из выражения для σ следует уравнение Эйлера
для функции f(x). Это нелинейное интегральное
уравнение не имеет аналитического решения, но
его можно решить методом проб и оценить пове-
дение этой функции с любой точностью. Сравне-
ние результатов с экспериментальными данными
для жидкого аргона показало хорошее согласие
уже для первого приближения.

Важность учета старших корреляций, “пол-
ных” и “прямых” демонстрирует задача опреде-
ления особенностей их поведения в окрестности
критической точки жидкости [14].

Расходимость сжимаемости в критической
точке требует расходимости фурье-образа полной
корреляции и конечного значения фурье-образа
прямой. Это приводит к “очевидной” критиче-
ской асимптотике классической теории: h(r) ≈
≈ aexp(–ξr)/r, ξ → 0. Однако анализ уравнения
Боголюбова с точностью до членов 4-го порядка
дает a → 0, и это выражение обнуляется. Остается
степенная асимптотика, показатели совпадают с
результатами флуктуационной теории критиче-
ских явлений [15].

Можно назвать еще несколько задач, обсужде-
ние которых оказалось возможным без привлече-
ния сложного математического аппарата.

Условия устойчивости моделируемого состояния
Для модели кристалла с дефектами в виде ва-

кантных узлов условие устойчивости первого по-
рядка совпадает с условием положительности
сжимаемости, бездефектный кристалл не может
иметь отличную от нуля положительную сжимае-
мость.

Второе приближение позволяет определить
теплоемкость.
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Ω Δρσ = = − ×

  Δρ× + − + × ρ ρ 
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∞
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Условие устойчивости второго порядка – тре-
бование положительности квадратичной формы
произвольной функции двух переменных Y(i, k):

При  это выражение совпадает с
выражением для вклада энергии взаимодействия
атомов в теплоемкость. Условие устойчивости
совпадает с требованием положительности этого
вклада. Полная теплоемкость содержит также
вклад кинетической энергии.

Модель фазового перехода жидкость–кри-
сталл и квазикристаллическая модель жидкости
[16] уточняет значения параметров, определяю-
щих устойчивость кристалла для стабильной –
гранецентрированной и метастабильных – объ-
емно-центрированной и простой кубической
структур, в том числе температуру потери устой-
чивости этих структур при равном нулю давле-
нии, что близко к температуре плавления аргона.

Вариационный метод применим также к си-
стемам, поведение которых определяется закона-
ми квантовой механики. Разработана техника
производящих функционалов для матричных
элементов, входящих в статистическую сумму
[17]  Дальнейшие преобразования аналогичны
классической технике, но во многом не совпада-
ют [18, 19].

Основы и техника применения вариационного
метода, а также приведенные примеры подробно
изложены в монографии [20] и во втором ее изда-
нии [21], расширенном за счет дополнительных
приложений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Основная цель данной публикации – при-

влечь внимание к этому направлению развития
статистической физики. Различные варианты ва-
риационной техники используются в физических
теориях довольно давно: в геометрической опти-
ке – принцип наименьшего времени при прелом-
лении, в механике – принцип наименьшего дей-
ствия, минимума потенциальной энергии при
равновесии, в неравновесной термодинамике –
принцип минимальной генерации энтропии…

Оказывается, эта техника применима и в ста-
тистической физике. Использование прямых ва-
риационных методов иногда требует большого
объема вычислений, что препятствовало их при-
менению. Но развитие современной вычисли-
тельной техники позволяет успешно решать та-
кие проблемы. Нерешенные, или недостаточно
проработанные проблемы статистической физи-
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ки конденсированных состояний относятся к их
числу.
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