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Исходя из введенной геликоидальной системы координат для скрученной в виде геликоиды нано-
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Наноструктуры, представляющие собой раз-
личные двумерные геометрические объекты, об-
ладают уникальными свойствами, что вместе с
прогрессом в производстве этих структур делает
актуальными исследования свойств композит-
ных сред на основе наночастиц. Одним из уни-
кальных свойств таких двумерных объектов явля-
ется квантовый эффективный геометрический
потенциал (ГП) [1, 2], т.е. зависимость потенци-
альной энергии системы от чисто геометрических
параметров поверхности. Геометрический потен-
циал имеет квантовое происхождение, поскольку
он пропорционален квадрату постоянной Планка

. Такая закономерность приводит к тому, что
физические эффекты начинают проявляться в
нанометровом масштабе. В реальных системах с
радиусом кривизны порядка сотен нанометров
величина геометрического потенциала все еще
очень мала и имеет масштаб энергии меньше од-
ного Кельвина, что препятствует эксперимен-
тальной реализации и эксплуатации многих фе-
номенальных явлений [3–9]. Фуллерены и нано-
трубки являются наночастицами, которые имеют
радиус кривизны поверхности масштаба 1–10 нм.
Для таких наночастиц геометрический потенциал
может влиять на их частоту поверхностных коле-
баний [10]. Геометрический потенциал за счет
давления изгибного возбуждения кривизны вы-

зывает дополнительную нормальную поверх-
ностную силу. Для фуллеренов и нанотрубок ак-
туальность исследования поверхностных колеба-
ний определяется весьма малой изученностью
феномена в области столь малых размеров и сан-
тиметровым диапазоном длин излучаемых волн.

Другой наночастицей, для которых геометри-
ческий потенциал приводит к феноменальным
эффектам, являются скрученные наноленты.
В работах [11–17] исследованы электронно-
транспортные свойства скрученных графеновых
нанолент. В работе [11] с учетом эксперименталь-
ных результатов [12] рассматривают наноленту
как непрерывный объект, не принимая во внима-
ние какую-либо дискретность основной гексаго-
нальной решетки. Свойства свободных электро-
нов в геликоидальной геометрии в случае Шре-
дингеровских материалов рассматривались в
работах [2, 13, 14]. Результаты, основанные на
уравнении Дирака для удерживаемой квантовой
частицы на подмногообразии в  приведены в
работах [15–18].

В случае нанотрубок геометрический потен-
циал может влиять на характер движения носите-
лей заряда. Такая задача является актуальной в
хиральной спинтронике [19–23]. В настоящее
время ведутся интенсивные исследования
свойств нанотрубок на основе силицена и герма-
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нена. Нанотрубки из силицена (SiNT) синтезиро-
ваны [24] в 2001 г., и с тех пор сообщалось о раз-
личных процессах роста SiNT. SiNT предлагается
использовать для создания полевых транзисто-
ров, волноводов, оптоэлектронных элементов,
для замены графита в литий-ионных аккумулято-
рах, для создания гетеропереходов путем соеди-
нения углерода и кремниевых нанотрубок [25–
28]. Влияние геометрического потенциала будет
проявляться при неосесимметричном движении
частиц в нанотрубках, что эквивалентно наличию
проекции орбитального момента у носителей за-
ряда на ось нанотрубки. Это в свою очередь при-
водит к снятию вырождения по спину в нано-
трубках за счет спин-орбитального взаимодей-
ствия [23].

В данной работе исследовано влияние геомет-
рического потенциала на электронно-транспорт-
ные свойства скрученных графеновых крессель-
ных нанолент в продольном электрическом поле.
По аналогии с [29, 12] в этой работе воспользуем-
ся моделью kp-типа.

1. Геометрический потенциал свободных 
электронов на геликоиде

Получим зависимость потенциальной энергии
системы от чисто геометрических параметров в
случае геликоиды. Для этого воспользуемся ре-
зультатами работ [2, 10].

Сначала трехмерная криволинейная система
координат имеет вид

(1)

где  – контрвариантные координаты

трехмерной системы координат,  опреде-
ляет точки двумерной поверхности,  яв-
ляется единичной нормалью к поверхности в рас-
сматриваемой точке (более подробно см. [10]).
Введение трехмерной системы (1) с помощью
единичной нормали  позволяет восполь-
зоваться уравнением Вейнгартена [30]. Тот факт,
что двумерная поверхность однозначно опреде-
ляется с помощью координат , означает, что
существует двумерная система координат с ба-
зисными векторами ,  и метрическим тензо-
ром  размерности 2 (первая квадратичная фор-
ма)

(2)

где . Аналогично для трехмерной систе-
мы координат следуют выражения для базисных
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где .
Для удобства математических выкладок в

дальнейшем в (1) будем считать, что как в двумер-
ной, так и трехмерной криволинейных системах
координат для контрвариантных компонент ра-
диус-вектора

(4)

Исключением будет тот факт, когда нам нужно
будет перейти к ковариантным компонентам ра-
диус-вектора.

Согласно [2] (см. также [10]) учет параметров
двумерной поверхности приводит к следующему
выражению для геометрического потенциала

(5)

где величины главных кривизн ,  поверхно-
сти являются решением уравнения [30, 31]

(6)

В (6) метрический тензор двумерной поверхности и
тензор  – это первая и вторая квадратичные
формы, соответственно; ,  –
элементарная площадь двумерной поверхности,

 – элементарный объем,  и  –
определители метрических тензоров  и .

Квантовое состояние для свободных электронов 
на геликоидальной поверхности с учетом 

эффективного геометрического потенциала исходя 
из двумерного уравнения Шредингера

Здесь мы изучаем геликоидальную поверх-
ность, чтобы получить представление о взаимо-
действии между квантовыми частицами и кри-
визной в случае скрученной наноленты, а также
возникающих в результате этого возможных фи-
зических эффектах (структура скрученной гра-
феновой наноленты с краями типа “кресло”
приведена на рис. 1). Электронно-транспортные
свойства скрученных графеновых нанолент ис-
следовались ранее в работах [11–17]. Следуя да
Коста [2] получим эффективный геометрический
потенциал (5) в двумерном уравнении Шрединге-
ра. Для этого по аналогии с работой [32] с учетом
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обозначений (4) сначала введем геликоидальную
систему координат

(7)

где ,  – декартовы координаты; ,

 – геликоидальные координаты; координата 
направлена вдоль нанополоски; ,  есть
длина кручения. Исходя из хорошо известных
связей между базисными векторами и координа-
тами [30], запишем базисные векторы для гелико-
идальной системы координат

(8)

Из (8) следует выражение для метрического
тензора  геликоидальной системы ко-
ординат

(9)

где при , . Из (9) сле-
дует, что геликоидальная система координат (7)
при  является ортогональной.

Геликоидальная система координат (7) позво-
ляет записать уравнение поверхности скрученной
нанополоски , края которой представляет
собой спирали относительно оси симметрии .
Такая поверхность представляет собой геликоид

, который в обозначениях c работой [2]
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(10)

1

2 3

cos( ) sin( ),

sin( ) cos( ), ,

x u

x u x u

v v

v v v

= κ + ξ κ
= κ − ξ κ = + κ ξ

1 2,x x 3x v, ddu

ξ 3x
κ = π2 /L L

( )= ∂ ∂ = κ κ κξv v1 / cos( ), sin( ), ,ue r

(
)

2 / [ sin( ) cos( )],

κ[ cos( ) sin( )],1  ,

u

u

e r v v v

v v

= ∂ ∂ = κ − κ + ξ κ
κ + ξ κ



( )3 / sin( ), cos( ), .ue r v v= ∂ ∂ξ = κ − κ κ

ij i jG e e=  

 + κ ξ κξ κ ξ
 

= κξ + κ + ξ 
 κ ξ + κ 



2 2 2

2 2 2

2 2 2

[

1 2

2 1 0 ,

0 1

]ij

u

g u

u u

ξ = 0 2 2 1/2det [1 ]ijG G u= = + κ 

ξ = 0

v( , )ur
ξ

v( , )ur

=3 0q
ξ = 0

( )= = κ κv v v v
1 2 3( , ) ( , , ) cos[ ], sin[ ], .u x x x u ur

Из (8) и (9) следует, что между базисным век-
тором  системы координат (7) и нормалью  из
(1) к геликоиде существует связь

(11)

Чтобы перейти из системы координат (7) к си-
стеме координат (1), нужно с учетом (10) предпо-
ложить , где  – коэф-
фициент Ламэ [33] системы координат (9).

При  из (9) следует двумерная геликои-
дальная система координат с метрическим тензо-
ром  (первая квадратичная форма), а также
вторая квадратичная форма  [30]

(12)

Из (6) и (11) получим выражения для величин
главных кривизн , 

(13)

Это приводит к следующему выражению для гео-
метрического потенциала

(14)

Из выражения для потенциала следует, что соб-
ственное значение энергии изолированного со-
стояния будет отрицательной величиной.

Исходя из первой квадратичной формы  из
равенств (12) для шредингеровских материалов
[2, 13, 14] с учетом выражения (14) для геометри-
ческого потенциала получим для частицы уравне-
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Рис. 1. Геликоидально скрученная нанолента.
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ние для волновой функции c учетом продольного
электрического поля 

(15)

В данной работе мы рассматриваем узкие на-
ноленты с крессельными краями с шахматной
конфигурацией N-AGNRs, где N = 11 [29, 34, 35].
В этом случае при  ширина нано-
ленты  нм, где  нм – рас-
стояние между атомами углерода в графене. При
длине периода геликоидальной наноленты

 следует, что , где
, . Таким образом при выпол-

нении условия  для уединенной нанопо-
лоски уравнение (15) приближенно может быть
решено методом разделения переменных

(16)

с краевыми условиями , 
, где  и  – длина и ширина на-

ноленты,  и  – энергии постоянной величи-
ны. В случае необходимости точность расчетов
можно уточнить, если воспользоваться теорией
возмущения [36].

Решение функции  первого уравнения в
(16) выражается через функции Эйри  и

 [37, 36]
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Найдем решение второго уравнения в (16).
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рое уравнение Шредингера из (16) преобразуем к
виду

(18)

где , .
Уравнение (18) является обобщенным уравне-

нием гипергеометрического типа [37]

(19)

где , , .
Обобщенное уравнение гипергеометрического
типа (19) легко сводится к уравнению гипергео-
метрического типа

(20)

где

(21)

Результаты расчетов
Была проведена серия расчетов для узких на-

нолент с крессельными краями с шахматной
конфигурацией [29, 34, 35]. В расчетах для нано-
полосок с крессельными краями с шахматной
конфигурацией N-AGNRs, где N = 11, полага-
лось, что , ширина наноленты

 нм,  нм, период гелико-
идальной наноленты , ,

. Следует сказать, что на данный момент
времени на основе технологии осаждения из газо-
вой фазы синтезированы графеновые нанополос-
ки с крессельными краями 7-  с симмет-
ричной конфигурацией шириной .

Из результатов расчетов следует, что в попереч-
ном направлении существует только одно стацио-
нарное состояние  при выполнении второго
краевого условия , уровень
энергии которого равняется  =

=  =  эВ. При выполнении пер-

вого краевого условия  стацио-
нарное состояние  отсутствует. Последнее
объясняется малым значением ширины  на-
ноленты. Действительно, при отсутствии кру-
чения и при выполнении первого краевого
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САДЫКОВ и др.

условия на границе наноленты 
из (16) следует оценка величины уровня энер-
гии  ≈ 1 эВ, что значительно

больше энергии  =  эВ
стационарного состояния , чем когда вы-
полняется второе краевое условие на краю нано-
ленты. На рис. 2 приведена зависимость квадрата
от модуля собственной функции  (кривая
1) основного состояния  от , где

,  – поперечная координата. На
иконке приведена зависимость гипергеометриче-
ской функции  от переменной , где

. Два решения гипергеометрического
уравнения (20) были определены внутри круга

 гипергеометрическими рядами [37, 36]

(22)

(23)

Штриховая кривая 2 соответствует первому ре-
шению  из (22) гипергеометрического уравне-
ния (20); сплошная кривая 3 соответствует второ-
му решению  из (23).

5. Заключение

Таким образом, в работе вычислен геометри-
ческий потенциал (14) на геликоидальной по-
верхности, максимальное значение которого по-
рядка  =  эВ при периоде
геликоиды  нм, ширине наноленты
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, где . Аналитически показано,
что главные кривизны геликоидальной поверх-
ности равны по абсолютной величине и противо-
положены по знаку. Это приводит к тому, что ве-
личина геометрического потенциала значительно
больше, чем в случае деформированной сфериче-
ской возмущенной поверхности [10]. В случае уз-
кой ленты задача решается методом разделения
переменных, причем в поперечном направлении
существует единственное изолированное состоя-
ние. Уровень энергии изолированного состояния
является отрицательной величиной: при 
нм имеет место  =  эВ.

В работе [29] исходя из двух- и четырехточеч-
ной элементарной ячейки на основе непрерыв-
ной модели kp-типа (the continuum model of kp-
type) показано, что при наличии продольного ста-
ционарного электрического поля в углеродных на-
нотрубках и узких плоских нанолентах уровни
энергии образуют эквидистантный спектр

(24)

где, ,  – ско-
рость Ферми, ,  – интеграл перескока,  –
постоянная Планка,  – длина наноленты. При

 нм разность между соседними эквиди-
стантными уровнями энергий  из

(24) равна  ≈  эВ. Такие результа-

ты следуют, когда используются не Шрединге-
ровские, т.е. используется уравнение Дирака
(Майорана). В этом случае эволюция изоспина
описывается уравнением Эрмита [38], в то время
как в соответствии с (16) эволюция носителей за-
ряда описывается с помощью функций Эйри (17).
Данный вопрос выходит за рамки рассматривае-
мой работы.
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Рис. 2. Зависимость собственной функции  основного состояния  эВ от .

1

0y(
z)

�1

2

0.3 0.4 0.5
Z

0.6 0.7

2
3

0.990

0.992

0.994

0.996

0.998

1.000

0.988
�0.4 �0.2

��
1(
�)
�2

0 0.2 0.4 0.6
�

1

Φ 2
1( )z −

= = − × 3
1, 0 3 10nE z



ЖУРНАЛ ФИЗИЧЕСКОЙ ХИМИИ  том 97  № 2  2023

ВЛИЯНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО ПОТЕНЦИАЛА 257

Полученные в работе результаты представляют
большой интерес при движении носителей заряда в
нанотрубках по геликоидальным траекториям. На-
пример, в работе [23] исследовано образование спи-
новых минищелей за счет деформации кручения
нехиральных гексагональных кресельных (n, n) и
зигзагообразных (n, 0) кремниевых нанотрубок
(SiNT). В работе снятие вырождения по спину в на-
нотрубках (эффект Рашбы) достигается за счет
спин-орбитального взаимодействия.

Авторы статьи благодарят Национальный ис-
следовательский ядерный университет МИФИ за
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вышения конкурентоспособности “Проект 5-
100” (договор № 02.a03.21.0005.27.08.2013).
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