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ВВЕДЕНИЕ
Зависимость свойств ниобия от давления изу-

чена сравнительно мало, и до сих пор для него не
вполне ясна зависимость коэффициента тепло-
вого объемного расширения: αp = (∂lnV/∂T)P, теп-
лоемкости (С

v
 и Сp) и температуры плавления (Tm)

от величины гидростатического (всестороннего)
давления (P) вдоль различных изотерм. Исполь-
зуемые для изучения уравнения состояния кри-
сталла различные методы (как компьютерные,
так и аналитические) содержат в своем форма-
лизме очень много подгоночных констант, ли-
шенных физического смысла. Поэтому затрудни-
тельно как однозначно восстановить их из экспе-
риментальных данных, так и предсказать их
барическую зависимость вдоль изотермы. Это де-
лает результаты, полученные такими методами,
неудобными для дальнейших приложений. Толь-
ко в одной работе [1] были рассчитаны бариче-
ские зависимости для αp и теплоемкости (С

v
 и Сp)

ниобия. Практически нет данных по барической
зависимости температуры плавления ниобия
Tm(P). Зависимость Tm(P) была рассчитана только
в одной работе [2] в очень узком диапазоне давле-
ний от 0 до P = 2.5 ГПа. Что касается барической

зависимости поверхностной энергии (σ), то для
ниобия этих данных в литературе нет.

В связи с этим в данной работе сравнительно
простым методом рассчитаны как уравнение со-
стояния, так и изменение теплофизических
свойств ниобия при гидростатическом сжатии
вдоль двух изотерм: для низкой (300 К) и высокой
(3000 К) температуры. Расчеты показали хорошее
согласие с имеющимися в литературе экспери-
ментальными оценками. На основании этих ре-
зультатов рассчитана как зависимость Tm(P), так
и зависимости (P) и σ(P) для ниобия.

МЕТОД РАСЧЕТА
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ СВОЙСТВ

Представим парное межатомное взаимодей-
ствие в виде потенциала Ми–Леннард-Джонса,
имеющего вид:

(1)

где D и r0 – глубина и координата минимума по-
тенциала, b > a > 1 – параметры.
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Для расчета термодинамических свойств ни-
обия использовали формализм, полученный в
[3–6]. Выражения [3–6] позволяют рассчитать
зависимость как уравнения состояния, так и раз-
личных решеточных свойств от относительного
объема V/V0 и температуры T для данной структу-
ры одноатомного кристалла, если известны все
четыре параметра межатомного потенциала (1).
Данный формализм был использован для изуче-
ния термодинамических свойств железа [4, 6, 7],
алмаза [5, 8], кремния, германия [5, 9] и молибде-
на [10] при различных P–T-условиях и показал
хорошие результаты. Поэтому мы использовали
данный метод для расчета свойств ниобия.

ПАРАМЕТРЫ МЕЖАТОМНОГО 
ПОТЕНЦИАЛА НИОБИЯ

Кристалл ниобия (масса атома m(Nb) =
= 92.906 а. е. м.) имеет объемно центрированную
кубическую (ОЦК) структуру. Ниобий является од-
ним из самых твердых и тугоплавких кристаллов, в
связи с чем экспериментальное изучение его термо-
динамических свойств при высоких P–T-условиях
очень затруднительно. Поэтому эксперименталь-
ных данных для барической зависимости тепло-
емкости, коэффициента теплового расширения и
температуры плавления в литературе нет.

Параметры парного межатомного потенциала
Ми–Леннард-Джонса (1) для Nb, определенные
по методу, описанному в [3, гл. 3; 11], равны:

(2)

Заметим, что первоначально в [3, гл. 3; 11] все
четыре параметра потенциала (1) однозначно
определяли из замкнутой системы четырех уравне-
ний, в которую входили четыре определенных из

= × =
= =

–10
0 B2.8648 10 м, 21706.44 К,

1.88, 5.81.
r D k

a b

эксперимента при T = 0 К и P = 0 величины: V0 –
молярный объем, L0 – удельная энергия атомиза-
ции, Θ0 – температура Дебая и γ0 – первый параметр
Грюнайзена. Таким путем в [3] был получен набор
параметров (2). Но, как было указано в [6–10], ве-
личины Θ0 и γ0 определяются из эксперименталь-
ных данных не вполне точно. Особенно это касает-
ся тугоплавких металлов. Поэтому в данной работе
использовали другой метод определения парамет-
ров потенциала (1), который не связан со значени-
ями Θ0 и γ0. Так как для ниобия kBΘ0/D  1, то не-
определенность величин Θ0 и γ0 слабо скажется на
параметре r0, но существенно изменит величину
D и степени потенциала. Поэтому в данной рабо-
те величины D, b и a были скорректированы как
по изотерме T = 300 К термического уравнения
состояния P(V/V0, 300 К), так и по величине
αp(P, T) измеренной при нормальных условиях:
P = 0, T = 300 К. Здесь V/V0 – отношение моляр-
ных объемов кристалла при давлении P и темпе-
ратуре T, и при P = 0 и T = 0 К.

Для ниобия величина αp(0, 300 К) = 21.3 ×
× 10–6 К–1 [12, стр. 173]. Зависимость P(V/V0, 300 К)
была взята из [1, 13–15]. Она показана на рис. 1.
Значения D, b и a были определены путем согла-
сования рассчитанных по методу работ из [6–10]
величины αp(0, 300 К) и зависимости P(V/V0, 300 К)
с указанными экспериментальными данными.

Такой подход дает для параметров потенциа-
ла (1) ОЦК-Nb следующие значения:

(3)

Отметим, что в используемом нами формализ-
ме из [6–10] не учитываются ни вакансии, ни са-
модиффузия атомов, ибо как показано в [4, 5], их
влияние при сжатии кристалла становится прене-
брежимо малым. Здесь так же, как и в [4–10] не
учитывается вклад в термодинамические парамет-
ры электронной подсистемы, ибо потенциал (1)
описывает парное взаимодействие нейтральных
атомов. Возникает вопрос, насколько точны бу-
дут расчеты по представленным в [6–10] сравни-
тельно простым аналитическим выражениям
применительно к ниобию? Ответ на этот вопрос
содержится ниже.

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ 
УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ 

И БАРИЧЕСКИХ СВОЙСТВ НИОБИЯ
Используя формализм [6–10] и параметры

межатомного потенциала (3), мы рассчитали как
уравнение состояния, так и барические зависи-
мости различных свойств ОЦК-Nb.

На рис. 1 показана изотерма уравнения состо-
яния ОЦК-Nb. Сплошная линия – расчетные

!

−= =
= =

× 1
0

02.8648 10 м,  30200 К,
2.3, 6.2.

Br D k
a b

Рис. 1. Изотерма уравнения состояния ниобия.
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значения для 300 К, штриховая – для 3000 К. От-
крытыми кружками показаны эксперименталь-
ные значения из работы [13]. Звездочками указа-
ны данные расчетов [1], треугольники – расчет-
ные данные [14], квадраты – расчетные данные
[15]. Как видно из рис. 1, наши зависимости хоро-
шо согласуются с данными [1, 13–15].

Рассчитав зависимость P(V) и зависимость ка-
кого-либо свойства X(V) вдоль определенной изо-
термы, можно получить барическую зависимость
этого свойства X(P) вдоль этой же изотермы. На
рис. 2 показаны изотермы 300 и 3000 К зависимо-
стей для температуры Дебая Θ(P) и первого пара-
метра Грюнайзена γ(P) ОЦК-ниобия. Из рисунка
видно, что при изобарическом нагреве ОЦК-ни-
обия функция Θ(P) уменьшается, а величина γ(P)
возрастает.

Оценки других авторов для Θ и γ при низких
температурах (от T = 0 до 298 К) и P = 0 лежат в
интервале: Θ/К = 260–280 [3, 11], 276.6 [16], 300 [17],
γ = 1.3–1.69 [3, 11], 1.27 [16], 1.536 [17]. Наши зна-
чения Θ(0 К, P = 0) и γ(0 К, P = 0) хорошо вписы-
ваются в указанные интервалы.

Также были рассчитаны барические зависимо-
сти второго q(P) и третьего z(P) параметров Грю-
найзена. Расчеты показали, что оба параметра
монотонно возрастают с ростом давления. Заме-
тим, что данных по барической зависимости для
q(P) и z(P) в литературе нет, и в большинстве ра-
бот необоснованно полагают, что величина q не
зависит от V/V0, т.е. принимают, что q = const и
z = 0 [18, 19]. Как следует из наших результатов
это предположение не вполне корректно.

На рис. 3 показаны барические зависимости для
изотермического модуля сжатия BT(P) = –(∂P/∂lnV)T.
Наши расчетные значения для 300 и 3000 К

(сплошная и штриховая линии, соответственно)
сравниваются с данными работ [1] для 298 и 3000 К
и [14, 20–22]. Оценки для изотермического моду-
ля сжатия и его производной по давлению ( (P) =
= (∂BT/∂P)T) при P = 0 и T = 300 К лежат в интер-
вале:

На рис. 4 приведен расчетный график бариче-
ской зависимости для (P) = (∂BT/∂P)T вдоль
изотерм 300 и 3000 К, также приведены зависимо-
сти  (P) вдоль изотерм 298 и 3000 К из работы
[1] и данные из работ [14, 21, 23] при P = 0 и T =

'TB

( )
[ ] [ ] [ ] [ ]

=
=

0 ГПа
144.2 20 – 161 21 – 166 22 – 174 23 ,

TB

[ ] [ ] [ ] [ ]=0' 3.2 21 – 3.4 14 – 3.6 1 – 3.8( ) 5 23 .TB P

'TB

'TB

Рис. 2. Изотермы барической зависимости темпера-
туры Дебая Θ(P) для 300 (сплошная линия) и 3000 К
(штриховая линия), и первого параметра Грюнайзена
γ(P) вдоль изотерм 300 (пунктирная линия) и 3000 К
(штрихпунктирная линия).
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Рис. 3. Барические зависимости модуля сжатия BT(P).
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= 300 К. Отметим, что наши результаты хорошо
вписываются в данные интервалы. Видно, что с
ростом давления функция BT(P) выходит на ли-
нейную зависимость, и, следовательно, функция

(P) стремится к постоянной величине.

На рис. 5 показаны изотермы зависимости коэф-
фициента теплового расширения (αp(P) в 10–6 К–1)
от давления для ниобия для 300 и 3000 К вместе с
расчетными значениями из [1] для 298 и 3000 К,
для 300 К из [16]; экспериментальными данными
для 300 К [12]. Расчеты изотерм барической зави-
симости для функций: αp(P) и (P) = (∂αp/∂P)T –
производной αp(P) по давлению, показали, что
при P → ∞ функция αp(P) монотонно стремится к
нулю, а функция (P) стремится к нулю из отри-
цательной области значений.

'TB

'α р

'α р

На рис. 6 показаны изотермы барических зави-
симостей для C

v
 – изохорной и для Cp – изобар-

ной теплоемкостей ниобия для 300 и 3000 К вме-
сте с расчетными данными C

v
 и Cp из [1] для 298 и

3000 К. Слабая зависимость наших значений C
v
 от

давления при 3000 К обусловлена тем, что при
этой температуре достигается область выполне-
ния закона Дюлонга–Пти: C

v
/(NkB) = 3, или C

v
 =

= 24.943 Дж моль–1 К–1.
Из рис. 6 видно, что при P → ∞ функции C

v
(P)

и Cp(P) стремятся к постоянной величине, а раз-
ность Cp(P) – C

v
(P) стремится к нулю.

Также нами были рассчитаны изотермы бари-
ческих зависимостей производных изохорной

(P) и изобарной (P) теплоемкостей по давле-
нию. Было показано, что функции (P) и (P)
при P → ∞ стремятся к нулю.

Барические зависимости для σ(100) – удель-
ной (на единицу площади) поверхностной энер-
гии грани (100) вдоль изотерм 300 и 3000 К пред-
ставлены на рис. 7. Здесь так же, как и для железа
[4, 6, 7], алмаза [5, 8], кремния, германия [5, 9] и
молибдена [10], функция σ(P) при сжатии снача-
ла возрастает до максимума при Pmax, а потом рез-
ко уменьшается, переходя при Pfr в отрицатель-
ную область: σ(Pfr) = 0. Координаты точки макси-
мума и нулевой точки для ниобия равны:

(4)
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'рС
'С
v

'рС
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=
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=
=
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2
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2
max

100 4.447 Дж м
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100 4.288 Дж м
при  84.9383 ГПа для 3000 К,

732.3 ГПа для 300 К,
725.0 ГПа для 3000 К.
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Рис. 5. Барическая зависимость коэффициента объ-
емного теплового расширения αp(P).
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Рис. 6. Изотермы барических зависимостей Cp – изо-
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Рис. 7. Барическая зависимость для σ – удельной (на
единицу площади) поверхностной энергии грани
(100). Сплошная линия – 300 К, пунктирная 3000 К.
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Легко понять, что при σ < 0 структура кристал-
ла будет распадаться на домены, увеличивая пло-
щадь междоменной поверхности.

Известные из литературы оценки величины
σ(100) для Nb при P = 0 лежат в интервале:

Как видно из рис. 7, наши данные хорошо со-
гласуются с этими оценками.

БАРИЧЕСКАЯ ЗАВИСИМОСТЬ 
ТЕМПЕРАТУРЫ ПЛАВЛЕНИЯ НИОБИЯ
Используя полученное уравнение состояния и

барическую зависимость температуры Дебая, мож-
но оценить барическую зависимость температуры
плавления (Tm). Как было показано в [3, 26], исходя
из критерия плавления Линдеманна, для зависи-
мости температуры плавления от относительного
объема (V/V0) можно получить выражение:

(5)

где Tm(0) и V(P = 0) – температура плавления и
объем при P = 0.

Взяв для ниобия значение Tm(0) = 2742 К [2] и
используя полученные барические зависимости
для объема и температуры Дебая, мы рассчитали
изменение функции Tm(P). К сожалению, как это
отмечено и авторами работы [2], эксперименталь-
ных данных для барической зависимости темпера-
туры плавления ниобия в литературе нет. Поэтому

( ) [ ]
[ ] [ ] [ ]

σ =2100 [ Дж м ] 1.93–2.79 2 ,
2.00–2.99 3 , 2.66–2.99 24 , 1.968–2.715 25 .

   Θ       =    = =   Θ     
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2 3
0

0

( )
( )( ) (0) ,

( 0) ( 0)m m

V P
VV PT P T

V P V P
V

результаты наших расчетов мы сопоставляли толь-
ко с расчетами, полученными в [2] методом моле-
кулярной динамики.

На рис. 8 сплошной линией представлены ре-
зультаты наших расчетов. Символами показаны
значения Tm(P) рассчитанные на интервале от 0
до P = 2.5 ГПа методом молекулярной динамики
для ниобия в [2]. Эти данные авторы аппрокси-
мировали с помощью полинома:

(6)

где T0 = 2685.8 ± 0.2 К, α = 53.9 ± 0.3 К/ГПа, и β =
= –3.4 ± 0.1 К/ГПа2. Зависимость (6) показана на
рис. 8 квадратами. Из рис. 8 видно, что наша ба-
рическая зависимость Tm(P) для ОЦК-Nb более
реальна, ибо значения температуры плавления
при P = 0, полученные в работе [2], оказались ни-
же экспериментальной величины.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Используя формализм работ [6–10], самосо-

гласованным образом определены параметры меж-
атомного потенциала Ми–Леннард-Джонса (1) для
ОЦК ниобия.

Показано, что при использовании корректной
функциональной зависимости для характеристи-
ческой температуры Θ(V/V0) и самосогласованно
определенных четырех параметров межатомного
потенциала Ми–Леннард-Джонса (1), как урав-
нение состояния, так и барическую зависимость
термодинамических свойств ниобия можно рас-
считать в рамках сравнительно простой аналити-
ческой модели [6–10].

Изучены барические свойства ниобия вдоль
изотерм 300 и 3000 К. Получены барические зави-
симости для следующих свойств ниобия: темпе-
ратура Дебая и параметры Грюнайзена, изотер-
мический модуль сжатия, изохорная и изобарная
теплоемкости, коэффициент теплового расшире-
ния, удельная поверхностная энергия и темпера-
тура плавления. Расчеты показали хорошее согла-
сие с известными из литературы эксперименталь-
ными данными.

Показано, что для ниобия при P → ∞ функция
BT(P) возрастает по линейной зависимости, а
функция αp(P) убывает, стремясь к постоянному
значению. Поэтому при P → ∞ выполняется:

(P) → const > 0, а функция (P) стремится к
нулю из отрицательной области значений.

Показано, что барическая зависимость σ(P)
достигает максимума, а затем с увеличением дав-
ления стремится к отрицательным значениям,
достигая нуля при  Оценены значения этих ха-
рактеристических точек зависимости σ(P) для
ниобия.

= + α + β 2
0( ,)mT P T P P

'TB 'α p

.frP

Рис. 8. Барические зависимости температуры плавле-
ния Tm(P). Символы – результаты расчетов [2], штри-
ховая линия – результат их аппроксимации полино-
мом (6).
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КРАМЫНИН, АХМЕДОВ

Рассчитана барическая зависимость температу-
ры плавления ОЦК-ниобия и ее производной по
давлению: (P) = (∂Tm/∂P)T. Расчеты показали,
что функция (P) на интервале от 0 до P = 2.5 ГПа
убывает линейно от (0) = 62 до (2.5 ГПа) =
= 56 (К/ГПа).

Авторы выражают благодарность М.Н. Маго-
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