
ФИЗИКА МЕТАЛЛОВ И МЕТАЛЛОВЕДЕНИЕ, 2019, том 120, № 11, с. 1129–1135

1129

ВЛИЯНИЕ АНИЗОТРОПИИ УПРУГОЙ ЭНЕРГИИ
НА ЭЛЕКТРОН-ФОНОННОЕ УВЛЕЧЕНИЕ

И ТЕМПЕРАТУРНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ ТЕРМОЭДС
В КРИСТАЛЛАХ КАЛИЯ ПРИ НИЗКИХ ТЕМПЕРАТУРАХ

© 2019 г.   И. И. Кулеевa, *, И. Г. Кулеевa

aИнститут физики металлов УрО РАН, ул. С. Ковалевской, 18, Екатеринбург, 620108 Россия
*e-mail: kuleev@imp.uran.ru

Поступила в редакцию 14.03.2019 г.
После доработки 28.05.2019 г.

Принята к публикации 03.06.2019 г.

Исследовано влияние анизотропии упругой энергии на электрон-фононное увлечение и термо-
электрические явления в кристаллах калия. Рассчитаны температурные зависимости теплопроводно-
сти, термоэдс и вкладов в них от фононов различных поляризаций. Результаты расчета согласованы с
экспериментальными данными путем вариации константы электрон-фононного взаимодействия для
квазипоперечных фононов. Установлено, что вклад медленных квазипоперечных фононов в термо-
эдс увлечения объемных кристаллов калия на порядок величины превышает вклад квазипродольных
фононов. Определены максимальные величины термоэдс увлечения в совершенных кристаллах ка-
лия. Показано, что они не зависят от значений констант электрон-фононного взаимодействия, а
определяются упругими модулями второго порядка и концентрацией электронов.

Ключевые слова: щелочные металлы, упругая энергия, термоэдс, электрон-фононное увлечение,
квазипоперечные фононы, решеточная теплопроводность

DOI: 10.1134/S001532301911010X

ВВЕДЕНИЕ
В [1–4] были измерены термоэлектрические

эффекты в щелочных металлах при низких темпе-
ратурах, определена решеточная теплопровод-
ность, а также проанализировано влияние элек-
трон-фононного увлечения на термоэдс. Полу-
ченные результаты, как и термоэдс увлечения в
других металлах, интерпретировали в модели изо-
тропной среды [1–5]. В этой модели только про-
дольные фононы могут взаимодействовать с
электронами и участвовать в электрон-фононном
увлечении [6–9]. Целью настоящей работы явля-
ется исследование влияния анизотропии упругой
энергии на электрон-фононное увлечение в ще-
лочных металлах при низких температурах. Ани-
зотропия спектра фононов приводит к неколли-
неарности групповых и фазовых скоростей фоно-
нов и к анизотропии фононного транспорта [10].
Кроме того, в упругоанизотропных кристаллах
распространяются квазипоперечные фононы,
которые имеют отличную от нуля продольную
компоненту [11, 12] и в рамках стандартной тео-
рии потенциала деформации могут участвовать в
электрон-фононном увлечении [6–9]. Поэтому, в

отличие от модели изотропной среды, необходимо
учитывать вклады всех колебательных мод в элек-
трон-фононное увлечение. Наиболее подходящи-
ми кристаллами для анализа этих эффектов явля-
ются щелочные металлы Li, Na, K, для которых
спектр электронов проводимости считается изо-
тропным. Они обладают кубической симметрией и
максимальными параметрами анизотропии упру-
гой энергии k – 1 (k – 1 = (с12 + 2с44 – с11)/(с11 – с44),
сij – упругие модули второго порядка), которые в
значительной степени определяют отклонения
направлений групповых и фазовых скоростей фо-
нонов и, соответственно, фокусировку фононов
(табл. 1). В связи с этим продольная компонента
квазипоперечных фононов также имеет макси-
мальное значение, существенно превосходящее
величины для полупроводниковых кристаллов
(см. табл. 1). Однако кристаллы Li и Na при тем-
пературах ниже 36 К испытывают мартенситный
переход из оцк в гпу и при более низких темпера-
турах представляют двухфазную систему. Поэто-
му основное внимание уделено исследованию
термоэдс увлечения в кристаллах калия.
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В [13] мы главным образом ограничились ис-
следованием влияния фокусировки фононов на
анизотропию термоэдс увлечения в кристаллах
калия. Рассмотрена возможность реализации ре-
жима кнудсеновское течение фононного газа в
монокристаллических нанопластинках калия при
низких температурах. Показано, что этот режим
реализуется при уменьшении толщины пласти-
нок до D < 10–5 см, когда граничное рассеяние в
кристаллах калия становится доминирующим ме-
ханизмом релаксации фононов. Анализ вкладов
различных мод в термоэдс увлечения и решеточ-
ную теплопроводность кристаллов калия пока-
зал, что медленные квазипоперечные фононы
вносят преобладающий вклад в электрон-фонон-
ное увлечение, на порядок величины превышаю-
щий вклад продольных фононов [13]. Очевидно,
что модель изотропной среды не является кор-
ректной для описания электрон-фононного увле-
чения в металлах. Необходимо учитывать влия-
ние анизотропии упругой энергии на спектр и
вектора поляризации фононов. В настоящей ра-
боте мы рассчитали температурные зависимости
решеточной теплопроводности и термоэдс увлече-
ния для кристаллов калия и согласовали результа-
ты расчета с экспериментальными данными [1, 4].
Анализ вкладов квазипродольных и квазипопереч-
ных фононов в температурные зависимости тепло-
проводности и термоэдс увлечения показал, что
результаты расчета могут быть согласованы с экс-
периментальными данными только в предположе-
нии, что константа деформационного взаимодей-
ствия поперечных фононов с электронами E0t в два
раза превышает ее значение для продольных фо-
нонов. Аналитически рассчитан предел, определя-
ющий максимальные значения термоэдс увлече-
ния в кристаллах калия без дислокаций. Определе-
ны максимальные значения термоэдс увлечения в
совершенных кристаллах калия. Показано, что
они определяются исключительно упругими моду-
лями второго порядка и не зависят от значений
констант электрон-фононного взаимодействия.
Ниже мы ограничимся учетом только анизотро-
пии, связанной с подсистемой фононов.

ДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ФОНОНОВ В КРИСТАЛЛАХ КАЛИЯ

В щелочных металлах подсистема электронов
является сильно вырожденной. В этом случае бла-
годаря законам сохранения энергии и импульса в
электрон-фононных взаимодействиях могут участ-
вовать только электроны, находящиеся в пределах
теплового размытия поверхности ферми.

Поэтому для них при температурах, гораздо
меньших температуры Дебая основной вклад в
релаксацию электронов будут вносить длинно-
волновые фононы с волновым вектором q  qD
(qD – дебаевский волновой) [6–9]. В связи с этим
для описания фононов мы воспользуемся моде-
лью анизотропного континуума [11, 12]. В этой
модели спектр фононов с поляризацией λ пред-
ставим в виде  =  фазовая скорость

 зависит от угловых переменных θ и ϕ век-
тора q. В системе координат по ребрам куба она
определена в работе [12]. Индекс поляризации L
соответствует продольным фононам, t1 и t2 –
“быстрой” и “медленной” поперечным колеба-
тельным модам, соответственно. векторы поляри-
зации фононов определяются выражениями [12]:

(1)

где сij – упругие модули второго порядка, n = q/q =
= (sinθсosϕ, sinθ sinϕ, сosθ) – единичный волно-
вой вектор фонона,  – корни уравнения Кри-
стоффеля, определяющие спектр и вектора поля-
ризации (см. подробнее [10]). Значения модулей
упругости второго порядка при T = 4.2 К взяты из
работы [14]. Как видно из табл. 1, средние вели-
чины  входящие в константу электрон-
фононного взаимодействия при переходе от кри-

!

λωq
λ(θ,φ) .S q

θλ( ,φ)S

( )
λ

λλ λλ

λ λ
λλ

λ

  = = ± 
ψ   ψ

= ψ = + + −
ψ

= + −





2

2

2
2

12 44 11 44

1 , ;

1 1( ) , ( 1) ;
3

( ) ( ),

j j
j

jj j

j
j j

j j

n n
e A

A

n
z k n

A
k c c c c

e n

λz

2 2( ) ,te n

Таблица 1. Упругие модули второго порядка сij (1012 дин/см2), плотность ρ (г/см3), параметр анизотропии k – 1
для кристаллов HgSe:Fe и Si, K, Li, Na

Соединение с11 с12 с44 ρ k – 1

HgSe:Fe 0.69 0.51 0.23 8.26 0.61 0.99 6.7 × 10–4 7.0 × 10–3

Si 1.677 0.65 0.804 2.33 0.67 0.99 7.5 × 10–4 7.9 × 10–3

K 0.0457 0.0374 0.0263 0.91 2.284 0.965 0.0028 0.0323

Li 0.148 0.125 0.108 0.55 4.825 0.942 0.0044 0.0536

Na 0.0615 0.0469 0.0592 1.01 45.13 0.902 0.0069 0.0908

2( )Le n 1 2( )te n 2 2( )te n
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сталлов Si к калию и натрию, увеличиваются в че-
тыре и одиннадцать раз, соответственно. Это при-
водит к значительному увеличению вклада квази-
поперечных мод в электрон-фононное увлечение.

Направления переноса энергии и фокусиров-
ка фононов определяются групповыми скоростя-
ми фононов, которые могут быть представлены в
виде [10]:

(2)

Здесь eθ = (cosθcosϕ, cosθsinϕ, –sinθ), eϕ = (–sinϕ,
cosϕ, 0), а вектор n определен выше. Вектора n, eθ
и eϕ образуют взаимно ортогональную тройку
единичных векторов. Параметры анизотропии k – 1
в щелочных кристаллах значительно превышают
значения для Si и HgSe:Fe (табл. 1). Поэтому фо-
кусировка фононов в кристаллах калия суще-
ственно отличается от полупроводниковых кри-
сталлов (см. подробнее [15]).

ВЛИЯНИЕ АНИЗОТРОПИИ 
УПРУГОЙ ЭНЕРГИИ НА ТЕРМОЭДС 

УВЛЕЧЕНИЯ В МЕТАЛЛАХ

Впервые влияние анизотропии упругой энер-
гии кристалла на спектр, векторы поляризации и
фокусировку фононов при анализе термоэдс
увлечения проводниках с вырожденной стати-
стикой носителей тока учтено в работе [16]. Для
этого была решена система кинетических урав-
нений для неравновесных электронной f(k, r) и
фононной Nλ(q, r) функций распределения в ли-
нейном приближении по внешним возмущени-
ям, обусловленным действием электрического
поля (E = {Ex, 0, 0}) и градиента температуры
∇T = (∇хT, 0, 0). Отметим, что такие эффекты, как
термоэдс и теплопроводность находят из условия
равенства нулю полного тока через образец. В
этом случае средняя скорость упорядоченного
движения электронов в любом физически малом
объеме образца равна нулю. Поэтому перенорми-
ровку термоэдс за счет взаимного увлечения элек-
тронов и фононов мы не рассматриваем. В этом
случае градиент температуры приводит к стацио-
нарному потоку фононов от горячего конца образ-
ца к холодному, и передача импульса упорядочен-
ного движения фононов к электронам в значи-
тельной степени определяет величину полной
термоэдс при низких температурах. В результате
термоэдс может быть представлена в виде адди-
тивной суммы диффузионного вклада и термоэдс
электрон-фононного увлечения:  = 

=
= + +
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Диффузионная термоэдс определяется извест-
ным выражением [6–9]:

(3)

Здесь  – постоянная Больцмана, Т – температу-
ра, εF – энергия Ферми. Полное время релакса-

ции электронов  =  где
νеi(k) – скорость релаксации электронов на при-
месях [8, 9], νеph(k) – скорость релаксации элек-
трона на фононах в модели анизотропного кон-
тинуума [25]:

(4)

где  – функция Планка,  = 

 =  E0λ – кон-
станта деформационного потенциала, для щелоч-
ных металлов  [6].

Детали расчета термоэдс увлечения приведены
в [13, 16], поэтому их здесь мы не воспроизводим,
а ограничимся конечным выражением, затем
конкретизируем некоторые детали для металлов.
В отличие от ранее опубликованных [17, 18], ре-
лаксацию импульса фононов в неравновесной
электрон-фононной системе мы учитываем, не
ограничиваясь линейным приближением по пара-
метру неупругости  В [1–4] исследования тер-
моэдс и решеточной теплопроводности проводили
на кристаллах калия с концентрацией электронов
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на три порядка меньше, чем 2kF. Поэтому в тер-

моэдс увлечения можно пренебречь добавкой 
по сравнению с  и объединить члены, соответ-
ствующие испусканию и поглощению фононов.
Тогда получим [13, 16]:

(5)

Здесь  и  – проекции групповой скорости
и единичного волнового вектора фонона на на-
правление градиента температур,  –
скорость релаксации электрона с импульсом 
на тепловом фононе с импульсом :

(6)

В выражении (5) верхний предел интегриро-
вания определяется отношением  =

=  Поскольку величины 

имеют порядок 102 К (  = 258 К и  =
= 196 К), то при температурах порядка 1–3 К мы
можем распространить верхний предел интегри-
рования до бесконечности.

Для дальнейших оценок и анализа темпера-
турных зависимостей термоэдс в калии мы учтем
актуальные в низкотемпературной области меха-
низмы релаксации фононов: рассеяние на грани-
цах образца, дислокациях, электронах и дефектах
(изотопическом беспорядке). Для этих механиз-
мов скорость релаксации может быть представле-
на в виде

(7)

Здесь  – скорость релаксации фононов на

границах (см. [10]),   ≅

≅  – безразмерные вели-

чины. Согласно [4],  b ≈ 4.5 × 10–8 см – век-
тор Бюргерса, Nd = 1011 см–2 ⋅  Приведенная
концентрация дислокаций  является подго-
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ночным параметром для образцов с различной
степенью деформации. Для приведенных выше
параметров калия находим:

(8)

Для скорости релаксации фононов на изото-
пическом беспорядке имеем [15, 20, 21]:

(9)

Здесь V0 – объем, приходящийся на один атом,
g =1.64 × 10–4 – фактор изотопического беспоряд-
ка. Для константы Aiso в калии получим: Aiso = 2.85 ×
× 104 с–1 К–1. Как видно из (5)–(8), при понижении
температуры роль рассеяния на дислокациях и
электронах уменьшается. В случае, когда домини-
рует граничное рассеяние фононов, термоэдс увле-
чения будет следовать зависимости  а
при доминирующей роли рассеяния на дислока-
циях и электронах 

ТЕМПЕРАТУРНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ 
ТЕРМОЭДС УВЛЕЧЕНИЯ

И РЕШЕТОЧНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ
В КРИСТАЛЛАХ КАЛИЯ

Из анализа температурных зависимостей теп-
лопроводности [15] следует, что доминирующи-
ми механизмами релаксации фононов в калии
при низких температурах 1–3 К являются рассея-
ние на электронах и дислокациях. В пользу этих
механизмов рассеяния указывают температурные
зависимости теплопроводности  где по-
казатель  и для большинства образ-
цов он близок к двум [4]. Согласно оценкам [15],
вклад изотопического рассеяния в полное тепло-
сопротивление при Т = 2 К составлял менее 1.5%,
а при учете дополнительного рассеяния на приме-
сях с концентрацией 300 ррм этот вклад не превы-
шает 3% [15], а рассеяние на границах – порядка
1%. В работах [13, 15] мы рассчитали температур-
ные зависимости решеточной теплопроводности
образцов К4 и К5 с деформациями ε ≈ 0.05 и ε ≈ 0.1
в интервале 1.5–3 К и согласовали результаты рас-
чета с данными эксперимента [4]. В расчетах ис-
пользована скорость релаксации фононов (7) с
константой деформационного потенциала оди-
наковой для фононов различных поляризаций

 = 1.41 эВ. Приведенная концентра-
ция дислокаций  использована в качестве под-
гоночного параметра. Для образцов К4 с дефор-
мациями ε ≈ 0.05 и ε ≈ 0.1 значения  равны 0.3
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и 0.55, для К5 с ε ≈ 0.053 и ε ≈ 0.027 значения 
равны 0.33 и 0.17 соответственно (см. [15]). Как вид-
но из рис. 3 работы [13], результаты расчета хорошо
согласуются с экспериментальными данными.

Для этих механизмов релаксации из выраже-
ний (5)–(7) термоэдс увлечения может быть пред-
ставлена в аналитическом виде:

(10)

Однако расчетные значения термоэдс увлече-
ния при тех же параметрах  = 1.41 эВ
и  оказались меньше экспериментальных дан-
ных при Т = 2 К почти в два раза. Анализ вкладов
квазипродольных и квазипоперечных фононов в
термоэдс увлечения кристаллов калия, проведен-
ный в [15], показал, что вклад медленных квази-
поперечных фононов, который ранее не учитыва-
ли (см. [1–5]), оказался на порядок величины
больше вклада продольных фононов: для образца
К5 с деформацией  вклад медленной ква-
зипоперечной моды составляет 86%, тогда как
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вклады  и  – 8 и 6% [13]. Очевидно, что
подгонка результатов расчета может быть осу-
ществлена только за счет увеличения константы
деформационного взаимодействия поперечных
фононов с электронами  По-видимому, име-
ется дополнительный механизм влияния сдвиго-
вых деформаций на энергию электронов прово-
димости. Кстати, на это в свое время указывал
Займан в классической монографии [6]. Поэтому
мы провели одновременную подгонку темпера-
турных зависимостей теплопроводности и термо-
эдс при вариации константы деформационного
потенциала  при фиксированном
значении  ≅ 1.41 эВ. В результате были опреде-
лены значения  ≅ 2.81 эВ и подгоночные пара-
метры  Как видно из рис. 1 и 2, результаты рас-
чета теплопроводности и термоэдс хорошо согла-
суются с экспериментальными данными.

Ранее при анализе термоэдс щелочных метал-
лов в [1–4] использована эмпирическая формула
(см. формулу (4.18) в [5]):

(11)

Здесь первый член соответствует вкладу диф-
фузионной термоэдс (см. формулу (3)), второй
член – вклад нормальных процессов электрон-
фононного рассеяния в термоэдс увлечения
( ), третий член определяет вклад
процессов электрон-фононного переброса. В ра-
боте [4] все коэффициенты А, B, С и θ* являлись
подгоночными параметрами при сопоставлении
выражения (11) с экспериментальными данными.
Для значений, приведенных в табл. 2, получено
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Рис. 1. Температурные зависимости теплопроводно-
сти образцов калия с прямоугольным сечением
D × μD = 0.15 × 0.5 см2 (μ = 3.3) и длиной L = 3.8 см с
деформациями: для К4 ε ≈ 0.1 и ε ≈ 0.05 (кривые 1 и 2)
и К5 с ε ≈ 0.053 и ε ≈ 0.027 (кривые 1а и 2а), значения

 приведены в табл. 3. Точки – экспериментальные
значения [4].
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Рис. 2. Температурная зависимость термоэдс: для К4
ε ≈ 0.1  = 0.4 и ε ≈ 0 (кривые 1 и 2) и К5 с ε ≈ 0.053

 = 0.14 и ε ≈ 0 (кривые 3 и 4). Символы – экспери-
ментальные значения [4].
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хорошее согласие с экспериментальными данны-
ми (см. [4] табл. 1 и рис. 4). Ниже мы рассчитаем
коэффициент B и покажем, что параметры, приве-
денные в табл. 2, не является корректными. Во-
первых, для процессов электрон-фононного пере-
броса температура θ* не должна варьироваться от
образца к образцу, поскольку она определяется
фононным спектром. Ее общепринятое значение
20–22 К (см. [5, 19]), поэтому для нее мы взяли
θ* = 20 К.

В нашей теории для определения полной тер-
моэдс подгоночными параметрами являются ко-
эффициенты А и С. Коэффициент В рассчитыва-
ли по формулам (10) и расчет проверяли согласно
(5)–(9). Результаты нашей подгонки приведены в
табл. 3. Как видно из рис. 2, использование этих
значений позволяет согласовать величины пол-
ной термоэдс с экспериментальными данными
[4]. Естественно, что увеличение концентрации
дислокаций приводит к уменьшению термоэдс
увлечения, и максимальное значение коэффици-
ент В достигается при  Этот случай особен-
но интересен, поскольку коэффициент  опре-
деляет значения термоэдс увлечения, которые мо-
гут быть достигнуты для совершенных кристаллов
калия без дислокаций. Они уже не зависят от зна-
чений констант электрон-фононного взаимодей-

ствия и факторов  а определяются

=� 0.dN
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исключительно упругими модулями второго по-
рядка и концентрацией электронов:

(12)

Непосредственный расчет для калия дает
 очевидно, что при учете дислокаций

 ≅ 8.3. Из сравнения табл. 2 и 3 видно,
что значения подгоночных параметров В, вы-
бранных в [4] для образцов калия К4 В = –9.4 и К5
В = –10 и –12.2, заметно меньше параметра 
Таким образом, подгонка результатов экспери-
мента, выполненная в работе [4], является некор-
ректной. Именно этот факт послужил основани-
ем для нашего анализа роли квазипоперечных
фононов в термоэдс увлечения. В этом пределе
вклады медленной и быстрой квазипоперечных
мод в  составляют 80 и 16%, тогда как вклад
продольных фононов – всего 4%. А соотношение
коэффициентов В для различных мод имеет вид

 = 20 : 4 : 1.

Можно надеяться, что наш метод окажется по-
лезным для оценок максимальных значений тер-
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Таблица 2. Значения параметров A, B, C и θ* для образцов калия из работы [4]

Образец ε A, нВ/К2 B, нВ/К4 C, нВ/К θ*, К

K5 ε = 0.053 5 –10 2.5 × 104 15.2

K5 ε = 0 –0.5 –12.2 3 × 104 15.2

K4 ε = 0.1 7 –7.3 1.9 × 104 15.9

K4 ε = 0 9 –9.4 2.6 × 104 15.9

Таблица 3. Значения параметров  A, B, C и θ* для образцов калия K4 и K5 с различной концентрацией дис-
локаций

Образец
 

A, нВ/К2 B, нВ/К4 C, нВ/К θ*, К

K5 ε = 0.053 0.139 –5 –6.13 5.5 × 104 20

K5 ε = 0.027 0.06 –6.78 20

K5 ε = 0 0 –9 –8.33 9 × 104 20

K4 ε = 0.1 0.4 2 –5.04 4 × 104 20

K4 ε  =  0.05 0.11 –6.33 20

K4 ε = 0 0 7.8 –8.33 8 × 104 20
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моэдс увлечения в других щелочных и благород-
ных металлах.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследовано влияние анизотропии упругой
энергии на температурные зависимости тепло-
проводности и термоэдс увлечения в кристаллах
калия при низких температурах. Основные ре-
зультаты можно сформулировать следующим об-
разом.

1. Анализ вкладов квазипродольных и квази-
поперечных фононов в термоэдс увлечения объем-
ных кристаллов калия показал, что для образцов с
дислокациями, исследованных в [4], вклад медлен-
ных квазипоперечных фононов, который ранее не
учитывали, оказался на порядок величины больше
вклада продольных фононов. Для объемных кри-
сталлов калия без дислокаций, когда доминирую-
щий вклад в релаксацию фононов вносит рассея-
ние на электронах, суммарный вклад квазипопе-
речных фононов достигает 96%, тогда как вклад
продольных фононов – всего 4%.

2. Анализ вкладов колебательных мод в термо-
эдс увлечения показал, что результаты расчета
могут быть согласованы с экспериментальными
данными только в предположении, что константа
деформационного взаимодействия поперечных
фононов с электронами  в два раза превышает
ее значение для продольных фононов.

3. Определены максимальные значения термо-
эдс увлечения при низких температурах в кри-
сталлах калия без дислокаций. Показано, что они
определяются исключительно упругими модуля-
ми второго порядка и не зависят от значений кон-
стант электрон-фононного взаимодействия.

Проведенный анализ свидетельствует, что мо-
дель изотропной среды не может дать адекватного
описания электрон-фононного увлечения в ме-
таллах. Необходимо учитывать вклады всех мод в
термоэдс увлечения.

Работа выполнена в рамках государственного
задания МИНОБРНАУКИ России (тема “Функ-
ция” АААА-А19-119012990095-0).
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