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ВВЕДЕНИЕ

При исследовании металлического состояния,
которое характеризуется слабым взаимодействи-
ем между электронами проводимости и ионами, в
качестве исходного приближения широко приме-
няется модель электронной жидкости (ЭЖ) (одно-
компонентной электронной плазмы), которая
представляет собой квантовую систему электро-
нов, находящихся в компенсирующем фоне ионов
[1–3]. Модель ЭЖ имеет существенное значение и
при исследовании металлических кластеров (см.,
напр., [4]). В последние годы интерес к изучению
этой модельной системы возрос в связи с возмож-
ностями численного моделирования и результата-
ми исследований так называемой warm dense mat-
ter (теплого плотного вещества, см. подробнее
[5‒10] и цитированную там литературу).

Сложности в теоретическом рассмотрении
свойств ЭЖ обусловлены необходимостью од-
новременного учета коллективных эффектов,
прежде всего экранирования кулоновского взаи-
модействия, и квантового описания, включая
эффекты тождественности электронов [1–3].
Принципиальная возможность разрешения воз-
никающих проблем основана на использовании
различных вариантов диаграммной техники тео-
рии возмущений по кулоновскому взаимодей-
ствию электронов, разработанных в рамках ме-
тодов квантовой теории поля (см., напр., [11, 12]).
В этом случае основополагающим объектом яв-
ляется одночастичная функция Грина (ОФГ), что
обусловлено возможностью представления тер-
модинамического потенциала для ЭЖ как функ-
ционала ОФГ. На этой основе может быть по-
строена динамическая вариационная процедура

Латтинжера–Уорда [13] и Каданова–Бейма [14].
Однако явный вид подобных функционалов может
быть представлен только в виде бесконечного
функционального ряда теории возмущений по ку-
лоновскому взаимодействию электронов (см. по-
дробнее [15, 16]). Тем самым возникает традицион-
ная проблема “обрыва” такого ряда, т.е. обоснова-
ния методов последовательного приближенного
вычисления как ОФГ, так и термодинамических
функций ЭЖ. В этой ситуации особое значение
приобретают точные соотношения между функци-
ями Грина (ФГ) и термодинамическим потенциа-
лом ЭЖ вне рамок теории возмущений.

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЙ ПОТЕНЦИАЛ
И ТЕОРЕМА ВИРИАЛА

Рассмотрим пространственно однородную и
изотропную систему точечных электронов с мас-
сой  и спином  которая занимает объем

 и характеризуется гамильтонианом

(1)

Здесь и далее  – гамильтониан невзаимо-
действующих электронов,  – гамильтониан ку-
лоновского взаимодействия электронов,

(2)

 и  – соответственно, операторы рождения и
уничтожения электронов в состоянии, которое
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0Ĥ
Û
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характеризуется импульсом  и проекцией спи-
на    – фурье-
компонента потенциала кулоновского взаимо-
действия электронов 

(3)

Термодинамический потенциал  для
ЭЖ при температуре  (в энергетических едини-
цах) равен

(4)

где  – химический потенциал,  –
оператор полного числа электронов в рассматри-
ваемой системе.

Как было отмечено выше, термодинамический
потенциал  который полностью опреде-
ляет термодинамические свойства ЭЖ, является
функционалом ОФГ   [11–
14]. Здесь и далее

(5)

(6)

 – оператор  упорядочения, угловые скоб-
ки обозначают усреднение с большим канониче-
ским распределением Гиббса (см. (4)), ωn = (2n +
+ 1)πT где  – целое число, включая нуль [11].

Соотношения (4)–(6) имеют смысл только
после перехода к термодинамическому пределу

   [17].
В результате соотношение (4) принимает вид

(7)

где  – давление в ЭЖ, которая характери-
зуется средней плотностью числа частиц 

(8)

 – точная одночастичная функ-
ция распределения по импульсам  и проекциям
спина σ, которая в приближении идеального газа
соответствует распределению Ферми–Дирака.

С другой стороны, согласно теореме вириала,
которая имеет место для любого из распределе-
ний Гиббса (см. [17, 18] и цитированную там лите-
ратуру), справедливо равенство
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где  – средняя кинетическая энергия электро-
нов, приходящаяся на единицу занимаемого ею
объема 

(10)

а величина  является вириалом для по-
тенциальной энергии,

(11)

Здесь  – точная парная корреляционная
функция. Учитывая в (11) явный вид потенциала
кулоновского взаимодействия электронов  (3),
нетрудно убедиться, что в ЭЖ

(12)

где  – средняя потенциальная энергия кулонов-
ского взаимодействия электронов, приходящаяся
на единицу занимаемого ею объема  (см. (1)).

Таким образом, согласно теореме вириала для
определения термодинамических функций ЭЖ
достаточно вычислить среднюю кинетическую и
среднюю потенциальную энергии.

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ
И ОДНОЧАСТИЧНАЯ ФУНКЦИЯ ГРИНА

Чтобы упростить дальнейшее рассмотрение,
используем спектральное представление для ОФГ
(см. подробнее [11])

(13)

где  – запаздывающая ОФГ, которая
является аналитической функцией в верхней по-
луплоскости комплексных значений 

(14)

(15)

k

:V

( ) ( )

( )
( ) ( )

σ

= =

= σ



 

0

3

03

1Lim   ε

d ε , ,
2π

T
p

k p f p
V

p p f p

( )⋅ ∇ φrr r

( ) ( )( ) ( )⋅ ∇ = ⋅ ∇
2 3

2
1 1Lim φ d φ .

2T r n r r g r
V r rr r

( )2g r

( )φ r

( )

( ) + +
+ +

≠

⋅ ∇ = −

= ν
, , 0

1Lim φ

ˆ ˆ1  ,
2

ˆ ˆ

,T

p k q k p q
p k q

r u
V

u q a a a a

rr

u

V

( ) ( )+∞
+

−∞

=
−

Im , ;1, ;iω ,
π i

ˆ ˆ
ˆ ˆ

ω

R
p p

p p n
n

G a a E
g a a dE

E

( )+ˆ ˆ, ;R
p pG a a E

,E

( )

( ) ( ) ( )
∞

+

=

 = −   �
� 0

, ;

i e

ˆ ˆ

ˆp 0ˆ .x ,

RG A B E

dt i Et A t B

( ) ( )( )
( )( ) ±

= − μ ×
 × − − μ ≡ ± 

�

�

exp i /

exp i /

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , .

A t H N t

A H N t A B AB BA



124

ФИЗИКА МЕТАЛЛОВ И МЕТАЛЛОВЕДЕНИЕ  том 121  № 2  2020

БОБРОВ

При этом [19, 20]:

(16)

(17)

Из (16), (17), учитывая (1), (13)–(17), а также
коммутационные соотношения для операторов

 и  получаем [21]:

(18)

(19)

(20)

Из (19), (20) с учетом (12) непосредственно
следует, что

(21)

Другими словами, в ЭЖ для вычисления как
средней кинетической, так и средней потенци-
альной энергии достаточно ОФГ [12]. Подставляя
(18), (21) в (9)–(12), находим

(22)

Таким образом, согласно (22) задача определе-
ния термодинамических свойств ЭЖ сводится к
вычислению ОФГ.

Обратим внимание, что возможность установ-
ления точного соотношения (22), связывающего
давление и ОФГ в ЭЖ, является прямым следстви-
ем кулоновского взаимодействия между электро-
нами. Только в этом случае вириал для потенци-
альной энергии (11) в термодинамическом пределе
равен средней потенциальной энергии взаимодей-
ствия электронов (см. (12)). Для произвольного
парного взаимодействия между частицами термо-
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динамические функции однокомпонентной си-
стемы определяются двухчастичной ФГ [21].

Отметим также, что для вычисления термодина-
мического потенциала в рамках теории возмуще-
ний по межэлектронному взаимодействию обычно
используется совершенно иная процедура. Гамиль-
тониан ЭЖ записывается в виде (см. (1))

(23)

где  – некоторый безразмерный непрерывный па-
раметр. Тогда из (4), (23) непосредственно следует

(24)

(25)

Здесь  – термодинамический потен-
циал для идеального газа электронов. В свою оче-
редь, величина  в (24) определяется точным
соотношением (см. (11–13))

(26)

Для вычисления статического структурного
фактора  для ЭЖ с гамильтонианом (23) ис-
пользуется его связь с продольной диэлектрической
проницаемостью  (см. подробнее [1–3]):

(27)

Это означает, что в рамках традиционного под-
хода определение термодинамических свойств ЭЖ
непосредственно связано с вычислением продоль-
ной диэлектрической проницаемости, что являет-
ся чрезвычайно сложной задачей при учете меж-
электронного взаимодействия [1–3].

В свою очередь, для вычисления ОФГ обычно
используется уравнение Дайсона
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идеального газа электронов,  – так назы-
ваемая собственно-энергетическая функция или
массовый оператор (см. подробнее [11, 12]).
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приближение в рамках теории возмущений по ме-
жэлектронному взаимодействию. При этом урав-
нение (28) рассматривается как алгебраическое:

(29)

Однако следует иметь в виду, что уравнение
Дайсона является следствием процедуры частич-
ного суммирования диаграмм определенного ви-
да (класса). Такая процедура широко использует-
ся в квантовой теории поля и является основой
функциональных методов в теории возмущений.
С этой точки зрения собственно-энергетическая
функция является функционалом ОФГ, а уравне-
ние Дайсона (28) – функциональным, а не алгеб-
раическим уравнением. Именно это обстоятель-
ство служит одним из оснований для утвержде-
ния о том, что термодинамический потенциал
ЭЖ является функционалом ОФГ (см. подробнее
[13–16]). При установлении явного вида соответ-
ствующих функционалов возникает традицион-
ная проблема “обрыва” функциональных рядов
теории возмущений. Другими словами, необхо-
димо установить требования для выбора тех или
иных приближений для ОФГ.

С этой целью обратим внимание, что согласно
(1), (10), (12), (18), (21) средняя (внутренняя)
энергия ЭЖ  приходящаяся на еди-
ницу объема, равна

(30)

Учитывая далее основное термодинамическое
равенство (см., например, [22])

(31)
нетрудно убедиться, что удельная энтропия ЭЖ

 приходящаяся на единицу объема, также
определяется через ОФГ при заданной темпера-
туре  и химическом потенциале μ:

(32)

Таким образом, в рамках большого канониче-
ского распределения Гиббса термодинамические
свойства ЭЖ могут быть определены на основе
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теории возмущений по межчастичному взаимо-
действию утверждением Латтинджера и Уорда
[13], что термодинамический потенциал Гиббса
для однокомпонентной системы является функ-
ционалом ОФГ. Явный вид такого функционала
может быть установлен только в рамках теории
возмущений, хотя предпринимаются попытки
решить эту проблему в рамках термодинамически
самосогласованных приближений (см. [23, 24] и
цитированную там литературу).

УСЛОВИЯ САМОСОГЛАСОВАНИЯ
В связи с этим учтем, что целью вычисления

ОФГ является ее последующее использование для
определения термодинамических функций ЭЖ.
Поэтому вполне естественно предположить, что ис-
комое условие самосогласования непосредственно
связано с термодинамическими соотношениями.

Действительно, как следует из проведенного
рассмотрения выбранного приближения для ОФГ

 достаточно, чтобы согласованно опре-
делить давление  (22), плотность числа
электронов  (8), (18), а также удельную
внутреннюю энергию  (30) и энтропию

 (32).
С другой стороны, согласно законам термоди-

намики давление  должно удовлетворять
дифференциальному соотношению [25]

(33)

из которого непосредственно следует

(34)

Таким образом, функции  
 найденные по выбранному приближению

для ОФГ  должны удовлетворять со-
отношениям (34). Если это условие самосогласова-
ния не выполняется, то соответствующее прибли-
жение для ОФГ является некорректным.

Подчеркнем, что представленные выше резуль-
таты, устанавливающие связь между термодинами-
ческими функциями ЭЖ и ОФГ, справедливы вне
рамок теории возмущений по межэлектронному
взаимодействию и имеют место исключительно для
кулоновского потенциала взаимодействия.

Эти результаты корректны только после пере-
хода к термодинамическому пределу. По этой
причине они не могут быть получены из фор-
мального разложения для ОФГ (см. (14), (15)) по
собственным волновым функциям гамильтони-
ана ЭЖ (1) в макроскопическом, но конечном
объеме V.
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БОБРОВ

В частности, для идеального электронного га-
за, для которого

(35)

справедливость соответствующих результатов мо-
жет быть показана только после перехода к термо-
динамическому пределу, когда давление 
представимо в виде (см. подробнее [25])

(36)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В отличие от традиционного подхода (23)–(27),
который основан на применении теории возмуще-
ний по межэлектронному взаимодействию при вы-
числении термодинамического потенциала ЭЖ,
представленные выше результаты позволяют ос-
новное внимание уделить вопросу о самосогласо-
ванном вычислении ОФГ.

При этом возникает вопрос о связи с результа-
тами феноменологической теории Силина для
вырожденной ЭЖ [26], обобщающей теорию
ферми-жидкости Ландау [27] с учетом дальнодей-
ствующего характера кулоновского взаимодей-
ствия между электронами.

Согласно теории Ландау–Силина, в нормаль-
ной ферми-жидкости роль частиц выполняют
квазичастицы (элементарные возбуждения), об-
ладающие определенной энергией. При этом их
число равно числу исходных частиц (электро-
нов). Кроме того, предполагается, что взаимодей-
ствие квазичастиц может быть описано с помо-
щью самосогласованного поля окружающих ча-
стиц так, что энергия рассматриваемой системы
является функционалом от функции распределе-
ния квазичастиц. Такие предположения имеют
место только в пределе сильного вырождения, ко-
гда 

В рамках формализма ФГ это означает, что
полюса ОФГ в окрестности поверхности Ферми
определяют энергетический спектр квазичастиц
(см. (35)). На этой основе может быть найдена
корреляционная функция Ландау, определяю-
щая функционал для энергии ЭЖ (см., напр.,
[11]). Однако остается проблема вычисления ко-
эффициентов разложения для корреляционной
функции Ландау, что требует реализации опреде-
ленной процедуры самосогласования (см. по-
дробнее [28]). Это тем более актуально для равно-
весной ЭЖ, так как экспериментальное подтвер-
ждение теории Ландау–Силина в основном
имеет место в отношении неравновесных свойств
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металлов, прежде всего, их электромагнитных ха-
рактеристик [29].

С этой точки зрения, несомненный интерес
представляет применение теории Ландау–Силина
в формализме ФГ для анализа полученных выше
результатов в пределе сильного вырождения. В
этом случае, в частности, соотношение (31) при-
нимает вид

(37)

где переход к пределу  следует понимать в
смысле 

Следовательно, в вырожденной ЭЖ, для опи-
сания которой применима теория Ландау–Сили-
на, условие самосогласования для энтропии (34)
заменяется предельным равенством (см. (32))

(38)

С другой стороны, положения феноменологи-
ческой теории Ландау–Силина не могут быть ис-
пользованы при рассмотрении warm dense matter
[5–10]. В этой ситуации представленные выше вы-
ражения для термодинамических функций ЭЖ, по-
лученные через точную ОФГ, имеют преимущество
по сравнению с традиционным подходом (23)–(27).
Это преимущество заключается в наличии условий
самосогласования (34).

Дальнейшее развитие полученных выше резуль-
татов связано с построением самосогласованных
приближений для ФГ в рамках предложенной в
[20] схемы с использованием правил сумм для мо-
ментов ОФГ (см. подробнее [30]). Результаты ис-
пользования этого подхода будут представлены в
отдельной публикации.

Автор признателен С.А. Тригеру за полезные
обсуждения.

Настоящая работа выполнена при финансовой
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