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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время большое число исследова-
ний посвящено изучению физических и химиче-
ских свойств фуллеренов. Среди фуллеренов
можно выделить так называемые малые фуллере-
ны Сn с n < 60. Одним из малых фуллеренов явля-
ется С24, впервые обнаруженный в 1993 г. [1]. В
90-е гг. прошлого века фуллерен С24 получали в
микроскопических количествах. В 2003 г. в масс-
спектре углеродных кластеров наблюдали три до-
статочно больших пика, которые соответствова-
ли заряженным фуллеренам   и  [2]. Это
свидетельствовало о том, что количество фулле-
рена С24 в данном образце было соизмеримо с ко-
личеством фуллерена С60 и фуллерена С70. Даль-
нейшие исследования показали, что фуллерен С24
обладает группой симметрии D6 [3], а эндоэд-
ральные фуллерены X@C24, где X = He, Ne, Ar, об-
ладают группой симметрии D6d [4]. Как известно,
фуллерены представляют собой кластеры в фор-
ме полиэдров, большинство из которых состоит
из пентагонов и гексагонов. Кроме кластеров
указанного выше типа, существуют также класте-
ры, состоящие из гексагонов и четырехугольни-
ков. Одним из таких фуллеренов является фулле-
рен С24 с группой симметрии Oh, который был от-
крыт в 2001 г. методом высокоразрешающей
электронной спектроскопии при лазерной абля-
ции на поверхности графита [5]. Этот фуллерен
представляет собой усеченный октаэдр. В работе
[6] было показано, что фуллерен С24 может быть
двух типов: фуллерен С24 одного типа состоит из
пентагонов и гексагонов, а другого типа – из гек-

сагонов и квадратов. Изучению свойств фуллере-
на С24 посвящено довольно много работ [7–9].

Фуллерен С24(D6) состоит из 12 пентагонов и
2 гексагонов, см. рис. 1. Из диаграммы Шлегеля
видно, что фуллерен С24(D6) содержит четыре не-
эквивалентных связи, которые обозначены бук-
вами a, b, c, d; и две группы неэквивалентных ато-
мов углерода: G1 = {1,2,3,4,5,6,19,20,21,22,23,24},
G2 = {7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18}. К группе G1
относятся атомы, которые находятся в вершинах
сочленения одного гексагона и двух пентагонов.
К группе G2 относятся атомы, которые находятся
в вершинах сочленения трех пентагонов. Если
связи c и d эквивалентны, то фуллерен С24 будет
обладать группой симметрии D6d.

Фуллерен С24(Oh) состоит из 6 четырехуголь-
ников и 8 гексагонов, рис. 2. Из диаграммы Шле-
геля, видно, что фуллерен С24(Oh) содержит две
неэквивалентных связи, а все атомы углерода эк-
вивалентны.

Исследование углеродных наносистем показа-
ло, что их электронные свойства в основном
определяют π-электроны, причем эффективное
взаимодействие двух электронов, находящихся
на одном узле, составляет ~5 эВ [10]. Для описа-
ния электронных свойств этих наносистем широ-
ко используется модель Хаббарда [11]. В этой мо-
дели были изучены электронные и оптические
свойства фуллеренов и нанотрубок [12–19]. На-
пример, в модели Хаббарда в приближении сред-
него поля (ПСП) были получены энергетические
спектры и спектры оптического поглощения
фуллерена С60 [14], фуллерена С70 [15], фуллерена
С20 с группами симметрии Ih, D5d, D3d [16], а также

+
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фуллерена  и эндоэдрального фуллерена
La@С36 [17]. В [12] были исследованы электрон-
ные свойства углеродных нанотрубок. Получен-
ные в [14, 15] результаты достаточно хорошо со-
гласуются с экспериментальными данными.

Целью данной работы является исследование
энергетического спектра фуллеренов С24(D6),
С24(D6d), и С24(Oh) в модели Хаббарда в ПСП.

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ СПЕКТР
ФУЛЛЕРЕНА С24

Для описания π-электронной системы фулле-
рена С24 воспользуемся моделью Хаббарда [11]:

(1)

36C

+
σ σ σ σ σ

σ σ ≠ σ
= ε + +  

, , ,

1 ,
2i i ij i j i i i

i i j i

H n t c c U n n

где  – операторы рождения и уничтожения
электронов со спином σ на узле i;  – оператор
числа частиц со спином σ на узле i; εi – энергия
одноэлектронного атомного состояния на узле i;
tij – интеграл переноса, описывающий перескоки
электронов с узла i на узел j; Ui – энергия куло-
новского отталкивания двух электронов с разны-
ми спинами, которые находятся на i-ом узле;

Из рис. 1 и 2, видно, что в фуллерене С24 с груп-
пами симметрии D6, D6d и Oh можно выделить че-
тыре, три и две неэквивалентные связи. Таким
образом, фуллерену С24 можно сопоставить сле-
дующие интегралы переноса.

+
σ σ,i ic c

σin

σ = −σ.

Рис. 1. Фуллерен С24 с группой симметрии D6 и его диаграмма Шлегеля с указанием положения атомов углерода и свя-
зей между атомами углерода.
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Рис. 2. Фуллерен С24 с группой симметрии Oh и его диаграмма Шлегеля с указанием положения атомов углерода и свя-
зей между атомами углерода.
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Для фуллерена С24 с группой симметрии D6:

Для фуллерена С24 с группой симметрии D6d:

Для фуллерена С24 с группой симметрии Oh:

Найдем теперь энергетический спектр фулле-
рена С24 в ПСП. Для этого запишем гамильтони-
ан модели Хаббарда (1) в ПСП [14]:

(2)

(3)

где  – среднее число электронов со спином σ
на узле i.

Используя (2), а также рис. 1 и 2, запишем урав-
нения движения для всех операторов рождения

 заданных в представлении Гейзенберга:

(4)

где k = 9, m = 16 для фуллерена C24(D6), k = 8, m = 17
для фуллерена C24(Oh).
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Система уравнений (4) имеет точное аналити-
ческое решение, используя которое, найдем фу-
рье-образы антикоммутаторных функций Грина:

(5)

Здесь для фуллерена С24 с группой симметрии D6:
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+
σ σ

=
=

π − +
= ε + →


,

1
;

2
' , 0.

p

j m

j j

m m

m m

Qi
c c

E E ih

E e h

( )

( )

= + + + − +

 + += − + − 
 

= − − + + +

 − −= − − + − 
 

+ += + −

∓

∓

∓

∓

∓

2 2
1(4)

2 2

2(6) 1 1 1
1

2 2
3(16)

2 2

5(10) 2 2 2
2

2

7(13) 1

1 2 ( 2 ) 4 ;
2

2 ( )1 2 3 ;
2

1 2 ( 2 ) 4 ;
2

2 ( )1 2 3 ;
2

2 (1
2

a c d d c a b

a d c d c
a

a c d d c a b

a d c d c
a

a d c d
a

e t t t t t t t

t t t t t
e t A A z

A

e t t t t t t t

t t t t t
e t A A z

A

t t t t
e t A

( )

 
+ − 

 

= − + − − − +∓

2

1 1
1

2 2
8(14)

) 2 3 ;

1 2 ( 2 ) 4 ;
2

c

a c d d c a b

t
A z

A

e t t t t t t t

( )= − − + − + +

=
 − + += − + + − 
 

∓

∓

2 2
9(15)

11(12)

2 2

2 2 2
2

1 2 ( 2 ) 4 ;
2

2 ( )1 2 3 ;
2

a c d d c a b

a d c d c
a

e t t t t t t t

e

t t t t t
t A A z

A

( )

= + + + δ + +

= − − − δ + + + + δ ×

ϕ× ϕ = − − δ − + ×

× − − δ − + + + +
+ δ − − δ − + +

+ +

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

1( 2 2 2 4 ) ;
3

2 ( 4 ) 12 ( )
3

cos ; arccos(( 4 )
3

[( 4 ) 18 (

)] [( 4 )

12 (

k a c d k b k

k a c d k b b c d k

k
k a c k d b

a c k d b b c d

k a c k d b

b c d

A t t t t z

z t t t t t t t

t t t t

t t t t t t t

t t t t

t t t
=+ δ δ = − =

3 22 1, 1
)] );

1, 2.k k c d

k
t t

k

α α
α

α α
α

+ + δ − δ
=

+ + −
α = =

− + δ − δ
=

− − −
α = =

, ,
,

, ,
,

( ) 21 ,
12 2 2

, ; 3,16;
( ) 21 ,

12 2 2
, ; 1,4;

m c d x a y

m

m d c a

m c d x a y

m

m d c a

e t t t
Q

e t t t

x y m

e t t t
Q

e t t t

x y m

α α
α

α α
α

+ − δ + δ
=

− + +
α = =

− − δ + δ
=

+ − +
α = =

, ,
,

, ,
,

( ) 21 ,
12 2 2

, ; 9,15;
( ) 21 ,

12 2 2
, ; 8,14;

m c d x a y

m

m d c a

m c d x a y

m

m d c a

e t t t
Q

e t t t

x y m

e t t t
Q

e t t t

x y m



230

ФИЗИКА МЕТАЛЛОВ И МЕТАЛЛОВЕДЕНИЕ  том 121  № 3  2020

СИЛАНТЬЕВ

(7)

Для фуллерена С24 с группой симметрии Oh:

(8)

(9)

Энергетические спектры фуллерена С24 с груп-
пами симметрии D6, D6d и Oh определяются вели-
чинами Em, которые входят в функцию Грина (5).
Величины , которые определяются соотноше-
ниями (6) и (8), характеризуют энергетический
спектр фуллерена С24 относительно энергии ε'.

Энергетические состояния фуллерена С24 с
группами симметрии D6, D6d и Oh связаны следу-
ющим образом с неприводимыми представлени-
ями этих групп:
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Для фуллерена С24 с группой симметрии D6:
E1(a1g), E2(e1), E3(a2), E4(a1), E5(e2), E6(e1),

E7(e1), E8(b2), E9(b1), E10(e2), E11(e2), E12(e2), E13(e1),
E14(b2), E15(b1), E16(a2).

Для фуллерена С24 с группой симметрии D6d:
E1(a1), E2(e1), E3(b2), E4(a1), E5(e2), E6(e5), E7(e1),

E8(e3), E10(e4), E11(e2), E12(e4), E14(e3), E13(e5), E16(b2).
Для фуллерена С24 с группой симметрии Oh

E1(a1g), E2(t1u), E3(t2g), E4(eg), E5(t2u), E6(t1u),
E7(eg), E8(t1g), E9(t2u), E10(a2g).

Важной физической характеристикой каждого
энергетического уровня квантовой системы явля-
ется степень его вырождения [14, 15]:

(10)

где N – число узлов в наносистеме.
Подставляя (7) и (9) в (10), получим для степе-

ней вырождения энергетических уровней фулле-
рена C24 следующие значения:

Для фуллерена С24 с группой симметрии D6:

(11)

Для фуллерена С24 с группой симметрии D6d:

(12)

Для фуллерена С24 с группой симметрии Oh:

(13)

Таким образом, соотношения (6), (8), (11), (12)
и (13) описывают энергетические спектры фулле-
рена С24 с группами симметрии D6, D6d и Oh в мо-
дели Хаббарда в ПСП.

Отметим, что относительное расположение
энергетических уровней фуллерена С24 зависит от
соотношения между интегралами перескока. За-
висимость энергетического спектра фуллерена
С24(Oh) от интегралов переноса представлена на
рис.3. В этом спектре можно выделить следую-
щие особенности. При b = 0 (b1 = 0) энергетиче-
ский спектр фуллерена С24 переходит в энергети-
ческий спектр димера (квадрата). Это можно объ-
яснить тем, что в этих предельных случаях
фуллерен С24 распадается на изолированные диме-
ры и квадраты, соответственно. Другой особенно-
стью энергетического спектра фуллерена С24 явля-
ется то, что при b1 = b/2 происходит случайное вы-
рождение уровней Е3 и Е4, а также Е7 и Е8.
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ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Исследования показали, что расстояния меж-

ду атомами углерода в фуллерене С24 имеют сле-
дующие значения.

Для фуллерена С24 с группой симметрии D6 [3]:

(14)

Для фуллерена С24 с группой симметрии D6d [4]:

(15)
Для фуллерена С24 с группой симметрии Oh [20]:

(16)
Для того чтобы найти численные значения ин-

тегралов переноса, воспользуемся соотношением
[14, 15]:

. (17)
Подставляя (14)–(16) в (17), получим числен-

ные значения интегралов переноса.
Для фуллерена С24 с группой симметрии D6:

(18)

Для фуллерена С24 с группой симметрии D6d:

(19)

Для фуллерена С24 с группой симметрии Oh:

(20)
Подставляя (18)–(20) в (6), для фуллерена С24

получим численные значения . Теперь, как это
следует из (5), для того чтобы получить энергети-
ческий спектр фуллерена С24, следует воспользо-
ваться формулой

(21)

где  [14].
Подставляя  и  в (21), получим энергетиче-

ский спектр фуллерена С24. Результаты вычисле-
ний приведены на рис. 4–6.

Рассмотрим теперь структуру энергетического
спектра фуллерена С24. Как видно из соотношения
(21), в энергетической зоне фуллерена С24 энерге-
тические уровни сосредоточены вблизи энергии

(22)
Из (6), (12) и рис.4 следует, что в основном со-

стоянии энергетический уровень фуллерена
С24(D6d), который соответствует энергии E8(e3),
двукратно вырожден и содержит два электрона.
Тогда согласно правилу Хунда [21], электроны,
находящиеся на энергетическом уровне E8(e3),

= =
= =

1.437 Å, 1.523 Å;
1.398 Å, 1.457 Å.

a b

c d

x x

x x

= = =1.421 Å; 1.532 Å; 1.382 Å.a b cx x x

= =1.386 Å; 1.503 Å.a bx x

= − −8957.33 exp( 6.0207 )s st x

= − = −
= − = −

1.56599 , 0.93308 ;
1.98045e , 1.38833 .

a b

c d

t eV t eV

t V t eV

= − = −
= −

1.72435 , 0.88387 ;
2.18072e .

a b

c

t eV t eV

t V

= − = −2.12883 , 1.05248 .a bt eV t eV

ke

= ε +' ,k kE e

ε = −' 4.84eV

ke ε'

σε = ε +' .U n

должны располагаться на разных орбиталях. Та-
ким образом, на энергетическом уровне E8(e3)
фуллерена С24(D6d) находятся два неспаренных
электрона. Согласно теореме Яна–Теллера [22], у
этой молекулы должно происходить нарушение
симметрии, которое приводит к расщеплению
энергетического уровня E8(e3) и снятию вырож-
дения энергетических состояний.

Из (6), (9) и рис. 5 следует, что в основном со-
стоянии энергетический уровень фуллерена
С24(D6), который соответствует энергии E8(b2), не-
вырожден и содержит два электрона с противопо-

Рис. 3. Энергетический спектр фуллерена С24 с груп-
пой симметрии Oh для различных значений t и t1.
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ложными спинами. Тогда, согласно теореме Яна–
Теллера [22], фуллерен С24(D6) является устойчи-
вой молекулой.

Из (6), (11) и (12) следует, что при понижении
симметрии фуллерена С24 от D6d до D6 энергетиче-
ские уровни его изменяются следующим образом:

(23)

Из (23) следует, что при понижении симмет-
рии фуллерена С24 от D6d до D6 энергетические
уровни  и  расщепляются.

В работе [4] показано, что при внедрении во
внутрь фуллерена C24 атомов инертных газов обра-
зуются эндроэдральные фуллерены A@C24 с груп-
пой симметрии D6d. Наличие неспаренных элек-
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тронов у этих молекул должно приводить к повы-
шенной их химической активности.

Одной из важнейших характеристик квантовой
системы является спектр оптического поглоще-
ния. Используя полученные выше энергетические
спектры молекулы С24 с группами симметрии D6,
D6d и Oh, с помощью теории групп [23] можно най-
ти переходы, которые обуславливают оптические
спектры этих молекул.

Можно показать, что с точки зрения симмет-
рии в энергетическом спектре молекулы разре-
шены следующие переходы.

Для молекулы с группой симметрии D6:

(24)

Для молекулы с группой симметрии D6d:

(25)

{ } { }
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Рис. 4. Энергетический спектр фуллерена С24 с груп-
пой симметрии D6d.
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Рис. 5. Энергетический спектр фуллерена С24 с груп-
пой симметрии D6.
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Для молекулы с группой симметрии Oh:

(26)

Из энергетических спектров, представленных
на рис. 4–6, и соотношений (24)–(26) следует, что
фуллерен С24(D6) имеет 32 разрешенных перехо-
дов, фуллерен С24(D6d) – 18 разрешенных перехо-
дов, фуллерен С24Oh) имеет 10 разрешенных пере-
ходов. Из соотношений (24), (25) и рис. 4, 5 вид-
но, что при понижении симметрии фуллерена С24
увеличивается число разрешенных переходов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследование фуллерена С24(D6d) в модели
Хаббарда в ПСП показало, что в основном состо-
янии энергетический уровень Е8(e3) дважды вы-
рожден и содержит два неспаренных электрона,
которые располагаются на дважды вырожденном
энергетическом уровне E8(e3). Это приводит к то-
му, что согласно теореме Яна–Теллера в фуллере-
не С24(D6d) должно происходить нарушение сим-
метрии, которое приводит к снятию вырождения

{ } { }
{ } { }

↔ ↔
↔ ↔

1 1 1 2 2 2 1 2

1 1 1 2 2 2 1 2

, , , , , , , ,
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энергетического уровня Е8(e3). В результате нару-
шения симметрии группа симметрии D6d фулле-
рена С24 может понизиться до группы D6. Фулле-
рен С24(D6) согласно теореме Яна–Теллера дол-
жен быть устойчивой молекулой.

Отметим также, что исследования оптических
свойств фуллеренов C60 и С70, выполненные в мо-
дели Хаббарда в работах [18, 19], показали хоро-
шее соответствие между экспериментальными
данными и теоретическими результатами. Это
позволяет считать, что модель Хаббарда в ПСП
достаточно хорошо описывает электронные
свойства углеродных наносистем.
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