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На основе репличного алгоритма методом Монте-Карло выполнены исследования фазовых пере-
ходов антиферромагнитной модели Гейзенберга на объемно-центрированной кубической решетке
с учетом взаимодействий между первыми и вторыми ближайшими соседями. Исследования прове-
дены для отношения величины обменных взаимодействий между первыми и вторыми ближайшими
соседями в интервале значений 0.0 ≤ r ≤ 1.0. Построена фазовая диаграмма зависимости критиче-
ской температуры от величины взаимодействия вторых ближайших соседей. Впервые на диаграмме
обнаружена область, где переход из антиферромагнитной фазы в парамагнитную является перехо-
дом первого рода.
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ВВЕДЕНИЕ

Магнитные системы с конкурирующими ан-
тиферромагнитными обменными взаимодей-
ствиями между первыми и вторыми ближайшими
соседями находятся в центре интенсивных иссле-
дований физики конденсированных сред уже бо-
лее двух десятилетий [1–5]. Наличие конкуриру-
ющих обменных взаимодействий в магнитных
материалах может привести к фрустрациям и
большому разнообразию магнитных упорядочен-
ных состояний и фазовых переходов (ФП) между
ними. Кроме того, особенности ФП при разных
значениях отношения обменных взаимодействий
между первыми и вторыми ближайшими соседя-
ми известны лишь в общих чертах [4–6].

В настоящее время классическая двумерная
модель Гейзенберга изучена достаточно хорошо и
известны практически все ее свойства [7, 8]. Эта
модель может быть использована для описания
магнитных структур целого ряда реальных мате-
риалов.

В отличие от двумерного случая, трехмерная
антиферромагнитная модель Гейзенберга на объ-
емно-центрированной кубической (ОЦК) решет-

ке с конкурирующими взаимодействиями до сих
пор мало изучена.

Кроме того, учет взаимодействий вторых бли-
жайших соседей может приводить к возникнове-
нию фрустраций, что усложняет решение этой
модели.

Интерес к этой модели обусловлен еще и тем,
что многие физические свойства фрустрирован-
ных систем сильно отличаются от соответствую-
щих нефрустрированных систем.

При изучении спиновых систем с фрустрация-
ми до сих пор основное внимание уделяли фруст-
рированным системам на квадратной, треуголь-
ной и гексагональной решетке [3, 9–11].

В настоящей работе на основе метода Монте-
Карло (MК) проведены исследования ФП в клас-
сической антиферромагнитной модели Гейзен-
берга на ОЦК-решетке для различного отноше-
ния обменных взаимодействий между первыми и
вторыми ближайшими соседями.

Из данных, полученных на сегодняшний день,
нельзя однозначно определить характер ФП и за-
кономерности изменения термодинамического
поведения данной модели, и эти вопросы до сих
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пор остаются открытыми. Исследование антифер-
ромагнитной модели Гейзенберга на ОЦК решет-
ке с конкурирующими взаимодействиями между
первыми и вторыми ближайшими соседями на
основе современных методов и идей позволяет
получить ответ на ряд вопросов, связанных с ФП,
магнитными и термодинамическими свойствами
фрустрированных спиновых систем.

МОДЕЛЬ 
И МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ

Антиферромагнитная классическая модель
Гейзенберга на ОЦК-решетке с учетом взаимо-
действий между первыми и вторыми ближайши-
ми соседями описывается следующим гамильто-
нианом:

(1)

где  − трехкомпонентный единичный вектор
 Первый член в формуле (1) учи-

тывает обменное взаимодействие между первыми
ближайшими соседями (J1 < 0), а второй – между
вторыми (J2 < 0). Известно, что для данной модели
при J2 = 0 основным состоянием является обычное
антиферромагнитное упорядочение. Ненулевое
обменное взаимодействие J2 может нарушить дан-
ный порядок и привести к возникновению фруст-
раций. Достаточно большое значение J2 приводит
к появлению страйповых структур.

В настоящее время ФП фрустрированных спи-
новых систем на основе микроскопических га-
мильтонианов довольно успешно изучаются ме-
тодами МК [12–18]. Методы МК позволяют ис-
следовать физические свойства спиновых систем
практически любой сложности. На их основе, на
сегодняшний день, изучены целые классы спино-
вых систем и рассчитаны критические индексы
широкого спектра моделей. В данном исследова-
нии мы использовали репличный обменный ал-
горитм метода МК [15, 17], который является наи-
более мощным и эффективным для исследования
фрустрированных спиновых систем. Более по-
дробно этот алгоритм описан в работе [5].

Расчеты проведены для систем с периодиче-
скими граничными условиями и линейными раз-
мерами 2(L × L × L) = N, где L измеряется в раз-
мерах элементарной ячейки и изменяется в ин-
тервале 24–90. Отношение величины обменных
взаимодействий между первыми и вторыми бли-
жайшими соседями r = |J2/J1| меняется в интерва-
ле 0.0 ≤ r ≤ 1.0. Для вывода системы в состояние
термодинамического равновесия отсекали нерав-
новесный участок длиной τ0 = 4 × 105 шагов МК
на спин, что в несколько раз больше длины не-
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i i i iS S S=S равновесного участка. Усреднение термодинами-

ческих параметров проводили вдоль марковской
цепи длиной до τ = 500τ0 шагов МК на спин.

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
Для исследования температурной эволюции

теплоемкости и восприимчивости использовали
выражения [19]:

(2)

(3)

где  N – число частиц, TN – критиче-
ская температура (здесь и далее температура и
остальные термодинамические и магнитные ве-
личины измеряются, как это принято в теории
низкоразмерных систем, в единицах |J1|/kB), U –
внутренняя энергия, M – подрешеточная намаг-
ниченность.

На рис. 1 и 2 представлены температурные за-
висимости теплоемкости C и восприимчивости χ,
полученные для L = 48 и различных значений r
(здесь и далее статистическая погрешность не
превышает размеров символов, использованных
для построения зависимостей).

Из рисунков видно, что в зависимостях тепло-
емкости и восприимчивости от температуры для
всех значений r вблизи критической температуры
наблюдаются хорошо выраженные максимумы,
которые с ростом r смещаются в сторону низких
температур. Причем увеличение значения r при-
водит к росту абсолютных значений максимумов
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Рис. 1. Зависимость теплоемкости C/kB от температу-
ры kBT/|J1| для L = 48 и разных r.
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восприимчивости, что обусловлено усилением
флуктуаций, вследствие увеличения конкурен-
ции между первыми и вторыми ближайшими со-
седями.

Для определения критической температуры TN
был использован метод кумулянтов Биндера UL
четвертого порядка [20]:

(4)

(5)

4

22
1 ,

3
L

L

L

U
V

U
= −

4

22
1 ,

3
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L

L

M
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где VL – кумулянт по энергии, UL – кумулянт по
намагниченности.

Выражения (4) и (5) позволяют определить
критическую температуру TN с большой точно-
стью. Следует отметить, что применение куму-
лянтов Биндера дает также возможность хорошо
тестировать тип ФП в системе. Известно, что в
случае ФП второго рода кривые температурной
зависимости кумулянтов Биндера UL имеют четко
выраженную точку пересечения [20].

На рис. 3 представлена характерная зависи-
мость UL от температуры для r = 0.6 при разных
значениях L. Этот рисунок демонстрирует точ-
ность определения критической температуры.
Видно, что в критической области наблюдается
четко выраженная точка пересечения TN = 0.871(1),
что свидетельствует о ФП второго рода. Анало-
гичным образом были определены критические
температуры и для остальных значений r.

Для более подробного анализа характера ФП
был также использован гистограммный анализ
данных метода МК [18, 21]. Этот метод позволяет
надежно определить род ФП. Методика опреде-
ления рода ФП этим методом подробно описана в
[11, 22].

На рис. 4 представлены гистограммы распре-
деления энергии для случая r = 2/3 с линейными
размерами L = 90. Графики построены вблизи
критической температуры TN = 0.670(1). Из ри-
сунка видно, что в зависимости вероятности W от
энергии E/N для всех значений температур на-
блюдается один хорошо выраженный максимум,
который свидетельствует о ФП второго рода.

Рис. 2. Зависимость восприимчивости χ от темпера-
туры kBT/|J1| для L = 48 и разных r.
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Рис. 3. Зависимость кумулянта Биндера UL от темпе-
ратуры kBT/|J1| для r = 0.6 и разных L.

0.54

0.57

0.60

0.63

0.66

0.85 0.86 0.87

TN = 0.871(1)

UL

0.88 0.89

L = 60
L = 48
L = 36
L = 30
L = 24

r = 0.6

kBT/|J1|

Рис. 4. Гистограмма распределения энергии для r =
= 2/3 и L = 90.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4
W(E/N)

–1.065–1.071–1.077–1.083

L = 90r = 2/3T = 0.669
0.670
0.671

E/N



ФИЗИКА МЕТАЛЛОВ И МЕТАЛЛОВЕДЕНИЕ  том 121  № 4  2020

ИССЛЕДОВАНИЕ ФАЗОВЫХ ПЕРЕХОДОВ 349

На рис. 5 представлены гистограммы распре-
деления энергии для системы с линейными раз-
мерами L = 80 и r = 0.7. Как видно из рисунка,
вблизи температуры ФП TN = 0.7643 в системе на-
блюдается бимодальное распределение энергии.
Наличие двойного максимума в зависимости ве-
роятности W от энергии E/N является характер-
ным признаком ФП первого рода. Аналогичная
картина наблюдается для всех значений взаимо-
действия вторых ближайших соседей в интервале
2/3 < r ≤ 0.75.

На рис. 6 приведена фазовая диаграмма зави-
симости критической температуры TN от величи-
ны взаимодействия вторых ближайших соседей r.
Как видно из рисунка, по мере приближения к
точке r = 2/3, где сосуществуют три фазы, темпе-
ратура ФП смещается в сторону низких темпера-
тур. Для рассмотренной модели при r = 2/3 систе-
ма имеет минимальную температуру ФП T =
= 0.670(1). Из диаграммы видно, что в точке r = 2/3
пересекаются три различные фазы: антиферромаг-
нитная AF1, парамагнитная PM и антиферромаг-
нитная AF2 [22]. Наличие трех фаз было обнаруже-
но на аналогичной фазовой диаграмме, полученной
в [23] в модели Гейзенберга на гранецентрирован-
ной кубической решетке. Отличие фазовой диа-
граммы, представленной в [23], от полученной в
данном исследовании, связано с тем, что в [23] рас-
сматриваются взаимодействия первых, вторых и
третьих ближайших соседей.

Переход AF1 → AF2 в классической модели
Гейзенберга на ОЦК-решетке обусловлен изме-
нением структуры основного состояния. В фазе
AF1 могут реализоваться только две структуры
основного состояния. В фазе AF2 реализуются

четыре структуры основного состояния. Вдоль
вертикальной линии, соответствующей значению
r = 2/3, сосуществуют все шесть структур одно-
временно. Согласно данным, полученным на ос-
нове теории среднего поля, в модели Гейзенберга
на ОЦК-решетке с взаимодействиями между пер-
выми и вторыми ближайшими соседями значение
r = 2/3 является классической точкой перехода, где
происходит ФП AF1 → AF2. Этот переход в данной
работе не рассматривается. Нами подробно изуче-
ны переходы AF1 → PM, а также ФП AF2 → PM.

Результаты, полученные в рамках данного ис-
следования, показывают, что в интервалах 0.0 ≤ r ≤
≤ 0.6 и 0.8 ≤ r ≤ 1.0 наблюдается ФП второго рода.
Установлено, что в интервале 2/3 ≤ r ≤ 0.75 (на
рис. 6 выделено красным цветом) переход из ан-
тиферромагнитной фазы в парамагнитную реа-
лизуется как ФП первого рода. Таким образом, в
исследуемой модели учет взаимодействий вторых
ближайших соседей приводит к смене рода ФП.
Наличие ФП первого и второго рода в гейзенбер-
говских антиферромагнетиках ранее обсуждали в
[24, 25]. Согласно данным, полученным в [24],
можно предположить, что наблюдаемый в насто-
ящей работе ФП первого рода связан с бóльшим
числом компонент параметра порядка для иссле-
дуемой модели. Численные исследования, прове-
денные в [26, 27], показывают, что в Гейзенбер-
говских антиферромагнетиках на кубических ре-
шетках с учетом взаимодействия между первыми
и вторыми ближайшими соседями реализуются
ФП первого рода. Эти данные соответствуют на-
шим результатам, полученным для интервала
2/3 ≤ r ≤ 0.75. В [24] показано, что в антиферро-
магнитной модели Гейзенберга на кубических ре-

Рис. 5. Гистограмма распределения энергии для r =
= 0.7 и L = 80.
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шетках наблюдается ФП второго рода, что под-
тверждает наши данные, полученные для интер-
валов 0.0 ≤ r ≤ 0.6 и 0.8 ≤ r ≤ 1.0.

Диаграмма, полученная в исследуемой класси-
ческой модели Гейзенберга на ОЦК-решетке, ка-
чественно совпадает с диаграммой трехмерной
модели Изинга на ОЦК-решетке [3, 12, 22].

Полученные в работе данные могут быть ис-
пользованы для описания конкретных антифер-
ромагнитных материалов, таких как FeCr, FeAl,
FeCo и ряда других, имеющих ОЦК-решетку.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследование фазовых переходов в антифер-
ромагнитной модели Гейзенберга на объемно-
центрированной кубической решетке с взаимо-
действиями между первыми и вторыми ближай-
шими соседями выполнено с использованием
высокоэффективного репличного алгоритма ме-
тода Монте-Карло. На основе гистограммного
метода и метода кумулянтов Биндера проведен
анализ характера фазовых переходов для различ-
ной величины взаимодействия вторых ближайших
соседей r. Построена фазовая диаграмма зависимо-
сти критической температуры от величины взаимо-
действия вторых ближайших соседей. Установлено,
что в интервале значений 2/3 < r ≤ 0.75 в исследуе-
мой модели переход из антиферромагнитной фа-
зы в парамагнитную реализуется как фазовый пе-
реход первого рода.

Исследование выполнено в рамках госзадания
МИНОБРНАУКИ России (тема Квант № АААА-
А18-118020190095-4) при частичной финансовой
поддержке РФФИ (проекты № 18-32-00391-мол-
а, № 19-02-00153-а, 18-32-20098-мол-а-вед) и
УрО РАН (проект № 18-2-2-11).
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