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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время большое число исследова-
ний посвящено изучению свойств фуллеренов,
среди которых можно выделить так называемые
малые фуллерены Сn с n < 60. В отличие от фулле-
ренов Сn с n ≥ 60, у малых фуллеренов нет изоме-
ров, которые бы содержали изолированные пен-
тагоны. Одним из малых фуллеренов является
фуллерен С28, который был открыт в 1993 г. в виде
эндроэдрального фуллерена U@C28 [1]. Исследо-
вания показали, что фуллерен С28 является неста-
бильной молекулой, которая стабилизируется при
образовании эндофуллеренов M@С28 с элемента-
ми, которые способны принимать электронные
конфигурации M4+ [2]. В качестве таких элементов
могут выступать d-элементы – Zr, W, Mo, Os, Ti,
f-элементы – Th, U, Ce. Исследованию свойств
фуллерена С28 посвящено довольно много работ
[3–6].

Из 28 атомов углерода можно построить 2 изо-
мера фуллерена С28 с группами симметрии Td и D2
[7]. Исследование этих изомеров показало, что
фуллерен С28 с группой симметрии Td является
более стабильной молекулой, чем С28 с группой
симметрии D2 [8]. Фуллерен С28 c группой сим-
метрии Td состоит из 12 пентагонов и 4 гексаго-
нов, как показано на рис. 1. Из диаграммы Шле-
геля видно, что фуллерен С28 с группой симмет-
рии Td содержит три неэквивалентных связи

(обозначены как a, b и c) и три группы неэквива-
лентных атомов углерода: G1 = {1, 3, 5, 9, 13, 17, 19,
20, 22, 23, 25, 26}, G2 = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 116, 18,
21, 24, 27}, G3 = {7, 11, 15, 28}. Связь а связывает
между собой два пентагона, связь b связывает
пентагон и гексагон, связь с связывает между со-
бой два гексагона. Множеству G1 принадлежат
атомы, которые находятся в вершинах сочлене-
ния двух гексагонов и одного пентагона. Множе-
ству G2 принадлежат атомы, которые находятся в
вершинах сочленения одного гексагона и двух
пентагонов. Множеству G3 принадлежат атомы,
которые находятся в вершинах сочленения трех
пентагонов.

Исследование ненасыщенных органических
молекул и углеродных наносистем показало, что
электронные и химические свойства этих систем
в основном определяют π-электроны, причем эф-
фективное взаимодействие двух электронов, на-
ходящихся на одном узле, составляет ~5 эВ [9, 10].
Для описания электронных свойств наносистем
[11–19] широко используется модель Хаббарда
[20]. В рамках этой модели были изучены элек-
тронные и оптические свойства различных нано-
систем [10–19]. Так, например, в рамках модели
Хаббарда в приближении среднего поля были по-
лучены энергетические спектры и спектры опти-
ческого поглощения фуллеренов С60 [13], С70 [14],
С20 с группами симметрии Ih, D5d и D3d [15], С24 с
группами симметрии Oh, D6 и D6d [18], и С36 с
группой симметрии D6h [19]. В работе [11] были
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исследованы электронные свойства углеродных
нанотрубок. Полученные в работах [13, 14] ре-
зультаты достаточно хорошо согласуются с экс-
периментальными данными.

Целью данной работы является исследование
энергетического спектра фуллерена С28 с группой
симметрии Td в рамках модели Хаббарда в при-
ближении среднего поля.

Рис. 1. Фуллерен С28 с группой симметрии Td и его диаграмма Шлегеля с указанием положения атомов углерода и свя-
зей между атомами углерода.
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ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ СПЕКТР 
ФУЛЛЕРЕНА С28

Для описания π-электронной системы фулле-
рена С28 воспользуемся моделью Хаббарда [20]:

(1)

где  – операторы рождения и уничтожения
электронов со спином σ на узле i;  – оператор
числа частиц со спином σ на узле i; εi – энергия
одноэлектронного атомного состояния на узле i;
tij – интеграл переноса, описывающий переско-
ки электронов с узла i на узел j; Ui – энергия ку-
лоновского отталкивания двух электронов с раз-
ными спинами, которые находятся на i-ом узле;

.

Из диаграммы Шлегеля (рис. 1), видно, что в
фуллерене С28 имеется три типа неэквивалентных
связей. Этим связям в модели Хаббарда соответ-
ствует три интеграла переноса:

Найдем энергетический спектр фуллерена С28 в
приближении среднего поля. Для этого в гамиль-
тониане (1) сделаем следующую замену:

(2)

где  – среднее число электронов со спином σ
на узле i.

Подставляя соотношение (2) в гамильтониан (1),
получим гамильтониан модели Хаббарда в при-
ближении среднего поля:

(3)

где

. (4)

Используя гамильтониан (3) и диаграмму
Шлегеля (рис. 1), запишем уравнения движения
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для всех операторов рождения , заданных в
представлении Гейзенберга:

(5)

Используя решение системы уравнений (5)
найдем Фурье-образы антикоммутаторных функ-
ций Грина:

(6)

(7)
где

(8)
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(9)

где x1, x2, x3, x4, x5 являются корнями следующего
уравнения

(10)

Как известно, энергетический спектр кванто-
вой системы определяется полюсами функции
Грина [21]. Следовательно, величины Em, кото-
рые входят в функцию Грина (6), определяют
энергетический спектр фуллерена С28 с группой
симметрии Td. Как видно из соотношения (7), ве-
личины , которые определяются соотношения-
ми (8), характеризуют энергетический спектр
фуллерена С28 относительно энергии . Таким об-
разом, в энергетической зоне фуллерена С28 энер-
гетические уровни сосредоточены вблизи энергии

, которая определяется соотношением (4).
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Энергетические состояния фуллерена С28 с
группой симметрии Td можно классифицировать
в соответствии с неприводимыми представления-
ми группы Td. Как известно, группа Td имеет два
одномерных неприводимых представлений , ;
одно двумерное неприводимое представление e; и
два трехмерных неприводимых представлений ,

 [22]. Можно показать, что энергетические со-
стояния фуллерена С28, определяемые полюсами
функции Грина (6), связаны с неприводимыми
представлениями группы Td следующим образом:
E1(a1), E2(e), E3(t1), E4(a1), E5(e), E6(t1), E7(a1),
E8(t2), E9(t2), E10(t2), E11(t2), E12(t2).

Каждый энергетический уровень квантовой
системы характеризуется степенью его вырожде-
ния, которая связана со спектральной плотно-
стью энергетических состояний следующим об-
разом [13, 14]:

(11)

где N – число узлов в наносистеме.
Подставляя величины Qj,i, которые определя-

ются соотношениями (8), в формулу (11), полу-
чим для степеней вырождения энергетических
уровней фуллерена C28 следующие значения:

(12)

Таким образом, соотношения (7) и (12) описы-
вают энергетический спектр фуллерена С28 с
группой симметрии Td в модели Хаббарда в при-
ближении среднего поля. Результаты данных вы-
числений приведены в табл. 1, а также на рис. 2.
Из данных вычислений следует, что энергетиче-
ский спектр фуллерена С28 с группой симметрии
Td состоит из 12 энергетических состояний, из ко-
торых 3 энергетических состояний не вырожде-
ны, 2 энергетических состояния являются дву-
кратно вырожденными, 7 энергетических состоя-
ний являются трехкратно вырожденными.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Как показали исследования, выполненные в

работе [5], в фуллерене С28 с группой симметрии
Td расстояния между атомами углерода имеют
следующие значения:

(13)

Для получения численных значений для инте-
гралов переноса воспользуемся следующим соот-
ношением [14, 15]:

(14)
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Таблица 1. Энергетический спектр фуллерена С28 с
группой симметрии Td: значения энергии уровней,
кратность их вырождения и неприводимые представ-
ления группы Td, к которым они относятся)

№ ej, мВ Ej, мВ gj E(Гj)

1 –4.425 –9.265 1 E1(a1)
2 –3.648 –8.488 3 E12(t2)
3 –2.382 –7.222 3 E11(t2)
4 –2.205 –7.045 2 E2(e)
5 –1.196 –6.036 3 E3(t1)
6 –0.414 –5.254 3 E10(t2)
7 –0.358 –5.198 1 E4(a1)
8 1.196 –3.644 2 E5(e)
9 2.205 –2.635 3 E6(t1)

10 2.815 –2.025 3 E8(t2)
11 3.629 –1.211 3 E9(t2)
12 3.774 –1.066 1 E7(a1)
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Подставляя (13) в формулу (14), мы получим
численные значения для интегралов переноса,
которые соответствуют фуллерену С28 с группой
симметрии Td:

(15)

Подставляя численные значения для интегра-
лов переноса (13) в соотношения (7), получим для
фуллерена С28 численные значения для величин

, которые приведены в табл. 1. Теперь подстав-
ляя численные значения для  из табл.1, а также
численное значение для  [13] в соот-
ношение (7) получим энергетический спектр
фуллерена С28 с группой симметрии Td. Результа-
ты вычислений приведены также в табл. 1 и на
рис. 2.

Из соотношений (7), (11), рис. 2 и табл. 1 сле-
дует, что в основном состоянии у фуллерена С28 с
группой симметрии Td связывающая молекуляр-
ная орбиталь, которой соответствует энергетиче-
ский уровень  не содержит электронов, а
энергетический уровень, который соответствует
энергии , трехкратно вырожден и содержит
четыре электрона. Тогда согласно правилу Хунда
[23], электроны, находящиеся на трехкратно вы-
рожденном энергетическом уровне , долж-
ны располагаться на разных орбиталях. Таким об-
разом, у фуллерена С28 на энергетическом уровне

 находятся два неспаренных электрона. На-
личие двух неспаренных электронов и незанятой
связывающей орбитали должно приводить к то-
му, что данная молекула будет обладать довольно
высокой химической активностью. Стабилиза-
цию фуллерена С28 за счет связывания двух не-
спаренных электронов, находящихся на энерге-
тическом уровне , и размещении еще двух
электронов на связывающей орбитали с энергией

 можно осуществить при помощи образова-
ния эндофуллеренов M@С28 с элементами, кото-
рые помещаются во внутрь фуллерена и способ-
ны принимать электронные конфигурации M4+.
При образовании эндоэдральных фуллеренов
M@С28, четыре валентных электрона атома ме-
талла переходят в оболочку фуллерена С28. Счита-
ется, что внедрение атома металла внутрь фулле-
рена не приводит к существенному изменению
его энергетических уровней. Поэтому в первом
приближении можно считать, что влияние внед-
ренного атома приводит лишь к добавлению
лишних электронов в остов фуллерена [24]. Че-
тыре электрона, перешедшие с атома металла на
фуллерен С28, займут энергетические уровни

 и .

= − = −
= −

1.62359 мВ, 1.40515 мВ,
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Проведенные исследования показали [5], что
эндоэдральный фуллерен Zr@С28, как и фуллерен
С28, обладает группой симметрии Td, а расстояния
между атомами углерода в этой молекуле имеют
следующие значения:

(16)

Подставляя (16) в соотношение (14), мы полу-
чим численные значения для интегралов перено-
са у Zr@С28:

(17)

Подставляя численные значения для интегра-
лов переноса (17) в соотношения (9), получим для
фуллерена С28 численные значения для величин

, которые приведены в табл. 2.
Из соотношения (4) следует, что при помеще-

нии атома металла во внутрь фуллерена происхо-
дит смещение энергии :

(18)

= = =1.458 , 1.462 , 1.502 .a b cx x xÅ Å Å

= − = −
= −

1.38 мВ, 1.34716 мВ,
1.05884 мВ.
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ke

ε'

+ −
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C
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Рис. 2. Энергетический спектр С28 с группой симмет-
рии Td.
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где  – это , который соответствует фуллерену
Cn; q – число электронов, перешедших с атома
металла на фуллерен Cn.

ε'
nC ε'

Из соотношения (18) получим, что для Zr@С28:

(19)

где  [13],  [10].
Подставляя численные значения для  из

табл. 2, а также  из (19) в соотношение (7),
получим энергетический спектр эндроэдрально-
го фуллерена Zr@С28 с группой симметрии Td. Ре-
зультаты вычислений приведены в табл. 2, а так-
же на рис. 3.

Одной из важнейших характеристик молекулы
является спектр оптического поглощения. Ис-
пользуя полученные выше энергетические спек-
тры молекул С28 и Zr@С28 с группой симметрии
Td, можно найти переходы, которые формируют
оптические спектры этих молекул. С помощью
теории групп [25] найдем, какие переходы у моле-
кул С28 и Zr@С28 разрешены, а также запрещены с
точки зрения симметрии.

Можно показать, что в энергетическом спек-
тре молекулы с группой симметрии Td разрешены
переходы

(20)

и запрещены переходы

(21)

Из энергетических спектров фуллерена С28 и
эндроэдрального фуллерена Zr@С28 с группой
симметрии Td, представленных на рис. 2 и 3, и со-
отношений (17), (18) следует, что у фуллерена С28
имеется 32 разрешенных перехода, а у эндроэд-
рального фуллерена Zr@С28 имеется 26 разрешен-
ных переходов. Остальные переходы являются за-
прещенными. Из рис. 2 и 3 видно, в результате
внедрения атома Циркония в фуллерен С28 энер-
гетические уровни E10(t2) и E4(a1) становятся пол-
ностью заполненными. В результате этого восемь
разрешенных переходов с более низко лежащих
энергетических уровней на энергетические уров-
ни E10(t2) и E4(a1) исчезают и появляются два раз-
решенных перехода с энергетического уровня
E4(a1).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Исследование фуллерена С28 с группой сим-

метрии Td в рамках модели Хаббарда в приближе-
нии среднего поля показало, что в основном со-
стоянии в этом фуллерене энергетический уро-
вень E10(t2) трижды вырожден и содержит два
неспаренных электрона, которые располагаются
на разных орбиталях. При этом связывающая
молекулярная орбиталь, которой соответствует
энергетический уровень , не содержит

ε = ε + = −
28 28Zr @C C

' ' 4 28 4.03 мВ,U

ε = −
28C

' 4.84 мВ = 5.662 мВU

ke
ε

28Zr@C'

↔ ↔1 2 1 2 2 1 1 2, , , , ,{ ,} { },t a e t t t a e t t

↔ ↔ ↔1 1 2 1 2 1 2 2{ } {, , , , , , , , .}a a a e t a a a e t e e

4 1( )E a

Таблица 2. Энергетический спектр эндоэдрального
фуллерена Zr@С28 с группой симметрии Td: значения
энергии уровней, кратность их вырождения и непри-
водимые представления группы Td, к которым они от-
носятся

№ ej, мВ Ej, мВ gj E(Гj)

1 –3.978 –8.009 1 E1(a1)
2 –3.278 –7.309 3 E12(t2)
3 –2.064 –6.095 3 E11(t2)
4 –2.007 –6.039 2 E2(e)
5 –0.949 –4.980 3 E3(t1)
6 –0.455 –4.487 3 E10(t2)
7 –0.432 –4.464 1 E4(a1)
8 0.949 –3.822 2 E5(e)
9 2.007 –2.024 3 E6(t1)

10 2.610 –1.421 3 E8(t2)
11 3.187 –0.844 3 E9(t2)
12 3.352 –0.680 1 E7(a1)

Рис. 3. Энергетический спектр Zr@С28 с группой
симметрии Td.
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электронов. Это приводит к тому, что фуллерен
С28 с группой симметрии Td является неустойчи-
вой молекулой. Образование же эндофуллерена
Zr@С28 приводит к образованию устойчивой мо-
лекулы за счет перехода четырех электронов от ато-
ма циркония на энергетические уровни E10(t2) и

 фуллерена С28. Кроме того, данные иссле-
дования показали, что в формировании оптиче-
ских спектров поглощения молекул С28 и Zr@С28
участвуют 32 и 26 разрешенных переходов соот-
ветственно.

Отметим также, что исследования оптических
свойств фуллеренов C60 и С70, выполненные в
рамках модели Хаббарда в работах [13, 14], пока-
зали хорошее соответствие между эксперимен-
тальными данными и теоретическими результа-
тами. Это позволяет считать, что модель Хаббарда
в приближении среднего поля достаточно хорошо
описывает электронные свойства углеродных на-
носистем.
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