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Используя асимптотические методы в теории дифференциальных уравнений, получено аналитиче-
ское приближенное решение задачи диффузии атомов внедрения в ограниченной среде при усло-
вии постоянного градиента температуры. Как следует из проведенного анализа, это решение при-
менимо для пластинчатых образцов, испытывающих тепловую и ионную модификацию одной из
поверхностей, толщина которых не превышает глубину диффузионного проникновения примесей
при условии установления стационарного распределения температуры по толщине. Для аттестации
предложенного метода проведено сравнение приближенного решения с численным расчетом зада-
чи термодиффузии. Получены условия, при которых вклад термодиффузионных эффектов в общий
диффузионный массоперенос примеси является существенным.
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ВВЕДЕНИЕ

Проблема описания атомной диффузии в при-
граничной области твердых тел, характеризующей-
ся неоднородностью структуры, а также изменяю-
щимися в ней условиями диффузионного процес-
са, тесно увязана с многочисленными методами
поверхностной модификации материалов, направ-
ленными на получение необходимых физико-ме-
ханических свойств. Современные методы моди-
фикации поверхности преимущественно основаны
на создании неоднородных температурных усло-
вий (лазерный нагрев, сварка трением, использо-
вание магнитных, электрических полей и потоков
заряженных частиц [1–3]), при которых вклад от
термодиффузионных эффектов в общий массопе-
ренос становится значительным. Множество прак-
тических исследований в этом направлении можно
найти в журнале “Упрочняющие Технологии и По-
крытия” (см., напр., статьи [4] и [5])

Кроме того, термодиффузионные модели мо-
гут успешно применяться к анализу процессов
деградации защитных и упрочняющих покрытий
на деталях с модифицированной поверхностью,
работающих в высокотемпературных условиях,
где градиент температур возникает естественным
образом в процессе эксплуатации изделий.

Развитие этих новых технологий обуславлива-
ет теоретический интерес к описанию пригра-
ничной диффузии в условиях неоднородной тем-
пературы, которое для реальных процессов по-
верхностной обработки материалов оказывается
весьма сложным даже для численного моделиро-
вания. Поэтому развитие аналитических подхо-
дов в этом направлении представляет несомнен-
ный интерес.

Линеаризованные решения задачи массопере-
носа с учетом термодиффузии (эффекта Соре)
были получены недавно в работах Князевой с
сотр. [6–8]. Следует отметить, что такие решения,
при которых не учитывается зависимость коэф-
фициента диффузии от градиента теплового по-
ля, пригодны при кратковременном воздействии
на границу материала. При достаточно больших
временах процесса (длительная обработка по-
верхности или деградация поверхностного слоя в
условиях эксплуатации изделий) может быть реа-
лизован режим, когда диффузионный фронт уже
достигает области, в которой температура замет-
но меняется с расстоянием. Получение аналити-
ческих решений именно для этих диффузионных
задач представляется на сегодня актуальным.

Ранее, используя асимптотические методы в
теории дифференциальных уравнений [9], нами

УДК 539.219.3.001

СТРУКТУРА,
ФАЗОВЫЕ ПРЕВРАЩЕНИЯ И ДИФФУЗИЯ



146

ФИЗИКА МЕТАЛЛОВ И МЕТАЛЛОВЕДЕНИЕ  том 122  № 2  2021

КЕСАРЕВ и др.

были получены аналитические решения задачи
диффузии в полубесконечной неоднородной сре-
де, когда коэффициент диффузии D(x) характе-
ризуется координатной зависимостью от рассто-
яния до границы x, для постоянного [10] и исто-
щаемого [11] источников диффузанта. В работе
[12] этот подход был обобщен при учете дрейфа
диффузанта, вызванного неоднородным распре-
делением неравновесных вакансий, и использо-
ван для интерпретации работ [1–3].

Как следует из проведенного анализа, во всех
случаях полученные решения оказались удачными
при условии, что диффузионная длина 
не превосходит  – характерного
масштаба изменения D(x). Это выполняется для
широкой области времен диффузионного процесса

(1)
Цель данной работы состоит в применении

разработанного нами ранее аналитического под-
хода к решению диффузионной задаче, учитыва-
ющей дрейф атомов в поле градиента температу-
ры (эффект Соре) и влияние этого градиента на
координатную зависимость коэффициента диф-
фузии D(x).

РЕШЕНИЕ ДИФФУЗИОННОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ СТАЦИОНАРНОГО ПОЛЯ 

ТЕМПЕРАТУРЫ
Ввиду сложности общей задачи возникает не-

обходимость в максимальном ее упрощении.
Ограничимся здесь рассмотрением диффузии
атомов внедрения, что позволяет пренебречь ва-
кансиями. Эффект сопутствующих диффузии
внутренних напряжений можно учесть, вводя
соответствующие поправки в термодинамиче-
ский множитель в D(x, t) [13]. Пренебрежем так-
же диффузионной теплопроводностью, вклад
которой незначителен [8]. При однородных гра-
ничных условиях на поверхности материала прихо-
дим к одномерной задаче, в которой выражение для
потока примеси J и потока тепла JT в разбавленных
растворах можно записать в следующем виде [14]:

(2)

(3)

Здесь С(x, t) – объемная концентрация,  – теп-
ло переноса (тепло, переносимое единичным по-
током примеси в отсутствии градиента температу-
ры [14]),  – газовая постоянная,  – коэффициент
теплопроводности, который, строго говоря, зави-
сит от температуры (x, t). Отсюда видно, что зада-
чу для распространения тепла можно решать неза-
висимо от диффузионной задачи.
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Рассмотрим, как пример, случай поверхност-
ной обработки металлической пластины. Подоб-
ный выбор геометрии связан, с одной стороны, с
простотой математического анализа, с другой
стороны – он позволяет качественно оценить ха-
рактерные времена процессов и выявить условия,
в которых нужно учитывать термодиффузионные
явления. Локальный поверхностный нагрев, как
отмечалось во введении, может быть осуществлен
трением, различными потоками энергии или ча-
стиц (лазерный, индукционный нагрев, имплан-
тация, плазменная обработка и т.п.).

Предположим, что толщина h пластины на-
много больше, чем характерная глубина диффу-
зионного проникновения примеси  но
достаточно мала, чтобы в ней за короткое время
устанавливался стационарный температурный
режим. Это выполняется в большинстве материа-
лов, так как скорость распространения тепла зна-
чительно превосходит скорость диффузии ато-
мов. Тогда диффузионную часть задачи можно
решать как для полубесконечного пространства с
независящим от времени коэффициентом D(x), а
распределение температуры считать по линейно-
му закону:

(4)

Далее будем считать, что на границе пластины
с координатой h выполняется условие теплового
равновесия, т.е. Th – температура окружающей
среды.

В данной работе мы предполагаем, что при-
месь проникает через одну из внешних поверхно-
стей пластины. Источником диффузанта может
быть слой, нанесенный на поверхность (при це-
ментации), или атмосфера (при азотировании).
Рассмотрим область  начальную концентра-
цию в которой положим равной нулю. Для посто-
янного источника при  концентрация под-
держивается равной  на поверхности пластины
(x = 0). С учетом вышесказанного от выражения
для потока (2) приходим к уравнению диффузии
при некотором стационарном распределении
температуры

(5)

которое нужно решать при следующих начальных
и граничных условиях:

(6)

Решение диффузионной задачи (5), (6) подоб-
но приведенному в работе [10] решению задачи
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для постоянного источника. Следуя ему, введем
безразмерные переменные:

(7)

и параметр , причем величина  имеет смысл
диффузионной длины для атомов диффузанта. В
рамках асимптотического метода полагается, что

 т.е. β  1– малый параметр. Применим к
уравнению (5) и условиям (6) преобразование Ла-
пласа по времени [15]. В результате приходим к
следующей краевой задаче:

(8)

(9)

Решение уравнения (8) ищем в виде

(10)

где искомую функцию  представим в виде
разложения по малому параметру 

(11)

Подставляя (10) и (11) в выражение (8), при-
равнивая члены разложения при одинаковых сте-
пенях  и ограничиваясь двумя первыми членами
разложения, находим уравнения для главного
члена и первой поправки. С учетом условий (9),
получаем приближенное решение задачи:

(12)

Наконец, используя формулу для обратного
преобразования Лапласа [15]

(13)

возвращаемся к оригиналу изображения концен-
трации (12):
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После перехода к исходным переменным при-
ходим к окончательному выражению для распре-
деления концентрации:

(15)

в котором была использована аррениусовская за-
висимость  =  где Q –
энергия активации диффузии. Выражение (15)
можно записать в компактном виде:

(16)

где

(17)

Из выражения (16) видно, что за эффект Соре
(дрейф атомов примеси) отвечает только экспо-
ненциальный множитель. Зависимость коэффи-
циента диффузии от координаты вследствие убы-
вающей с расстоянием до границы температуры
приводит к усилению крутизны концентрацион-
ного профиля. Более детальный анализ условий
применимости выражения (15) и проявления тер-
модиффузионных эффектов будет дан ниже.

УСЛОВИЯ ПРИМЕНИМОСТИ 
ПОЛУЧЕННОГО РЕШЕНИЯ

Приведем далее качественный анализ реше-
ния (15) для случая постоянного градиента тем-
пературы в пластине. Как уже отмечалось, выра-
жение (15) было получено при условиях установ-
ления стационарной температуры и толщине
пластины, значительно превышающей характер-
ную диффузионную длину для примеси. Введем
характерные времена tT и tL, при которых темпера-
тура выходит на стационарный режим, и диффу-
зионная длина достигает L – характерного мас-
штаба изменения D(x), соответственно. Тогда при
временах теплового и ионного воздействия t на
границу материала, удовлетворяющих двойному
неравенству

(18)

выражение (15) можно использовать для описа-
ния концентрации в диффузионной зоне.

Для определения времени tT рассмотрим зада-
чу о распространении тепла в пластине толщиной
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h при граничных условиях (4) и начальном усло-
вии 

(19)

Здесь  – плотность,  – удельная теплоем-
кость. Далее считаем , и введем

 – температуропроводность. Решение
этой задачи хорошо известно [16] и для нашего
случая имеет вид:

(20)

Определим tT из условия, что максимальное зна-
чение 1-го члена в сумме на порядок меньше 1-го
слагаемого в фигурной скобке (20) при x = h/2. В ре-
зультате получим

(21)

В пределе  для tT имеем близкое к (21) зна-

чение:  ≃  Так как tT
определена нами по порядку величины, то чис-
ленный коэффициент в (21) для всех x можно
считать равным 0.3.

Характерное время tL определим, заменяя не-
равенство (1) равенством. В случае постоянного
градиента температуры в пластине величина L
равна

(22)
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Следует заметить, что при обычных значениях
энергии активации Q и температур T0 масштаб L
оказывается значительно меньше толщины пла-
стины h. Поэтому при

(23)

диффузионную задачу в пластине можно считать
как для полубесконечного пространства.

При выводе выражения для концентрации (15)
использовалось разложение в ряд (11). Следуя на-
шим предыдущим работам [10–12], критерием
корректности этого разложения является условие
(см. (16)):

(24)

Используя далее представление

(25)

где α(u) – некоторая функция, удовлетворяющая
неравенству:  можно показать, что
условие (24) выполняется при достаточно малых
временах диффузионного отжига. В частности,
для линейного изменения T(x) отсюда получаем
неравенство

(26)

Так как tL и tM одного порядка малости (при
 отношение ), то использование

условий (23) и (26) практически эквивалентно.

ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ
ПОЛУЧЕННОГО РЕШЕНИЯ

Для численного анализа полученного решения
введем безразмерные координаты следующим
образом:

(27)

Для типичных примесей внедрения в -железе
  (для С и N см., например,

[14]). Численное решение задачи (5), (6) для слу-
чая    

 и  приведено на рис. 1 вместе
с решением (15). Ошибка аппроксимации точно-
го решения приведена на рис. 2. Видно, что для
выбранных значений  и  уравнение (15) хоро-
шо аппроксимирует точное решение в области
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Рис. 1. Решение задачи (5), (6) для  для вре-
мен:  = 0.25 (1), 1 (2), 2.5 (3), 5 (4).
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 практически на всем интервале 0 < x < 1
кроме области вблизи правой границы. Послед-
нее, очевидно, связано с тем, что решение (15) по-
лучено для полупространства, в то время при чис-
ленном решении поток на правой границе пола-
гался равным нулю. Однако из рис. 1 видно, что
даже при  уравнение (15) хорошо аппрокси-
мирует решение уравнения (5) вблизи левой гра-
ницы.

На рис. 3 и 4 приведено решение задачи (5) для
случая   Видно, что в этом случае
область применимости решения (15) ограничена
временами порядка tL. В результате серии расче-
тов было выяснено, что наибольшую область
применимости решение (15) имеет для значений

 что обычно соответствует энер-
гии термодиффузии примесей внедрения.

ОЦЕНКА
ТЕРМОДИФФУЗИОННЫХ ЭФФЕКТОВ

В рамках полученного нами решения (15), (16)
проанализируем теперь условия, при которых
можно использовать две часто употребляемые ап-
проксимации: 1) Эффект Соре, обусловленный
дрейфом диффузанта, пренебрежимо мал; 2) эф-
фект Соре учитывается, но коэффициент диффу-
зии считается постоянным. Первое приближение
нами обсуждалось в похожей задаче [12], а второе
является стандартным при малых временах по-
верхностной модификации материалов (см. [8]).

В первом случае, следуя обозначениям (17),
введем  – относительную концентрацию в от-
сутствие эффекта Соре (Q* = 0). Тогда условие,
когда можно пренебречь этим эффектом, можно
записать в виде

(28)

где  – некоторый малый параметр. Так как 
то неравенство (28) выполняется только, если под
знаком экспоненты стоит малая величина. Разла-
гая экспоненту в ряд и ограничиваясь первым
членом разложения, приходим к условию, при
котором эффект Соре можно не учитывать:

(29)

Здесь xC – предельное значение координаты.
Обратим внимание, что согласно (16) эффект Со-
ре достигает максимума в области диффузионно-
го фронта, когда  (здесь при малых x
пренебрегаем координатной зависимостью D(x)).
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Рис. 2. Ошибка аппроксимации точного решения выра-
жением (15) для  в разные моменты времени.

–0.8

–1.0

–0.6

–0.4

–0.2

0

0.2

1.0

0.25tL

1.00tL

2.50tL

5.00tL

Расстояние x
0.90.80.70.60.50.40.30.2

О
тн

ос
ит

ел
ьн

ая
 о

ш
иб

ка
, %

0.10

= −  * 10Q

Рис. 3. Решение задачи (5), (6) для  для времен:
 = 0.1 (1), 0.25 (2), 0.5 (3), 1 (4).

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.0
Расстояние x

0.90.80.70.6

43
21

Численное
Аналитическое

0.50.40.30.2

К
он

це
нт

ра
ци

я,
 C

/C
(0

)

0.10

= 0* 1Q

Lt t

Рис. 4. Ошибка аппроксимации точного решения вы-
ражением (15) для  в разные моменты времени.

–2

–4

0

4

6

10

8

2

12

1.0

0.10tL

0.25tL

0.50tL

1.00tL

Расстояние x
0.90.80.70.60.50.40.30.2

О
тн

ос
ит

ел
ьн

ая
 о

ш
иб

ка
, %

0.10

= 0* 1Q



150

ФИЗИКА МЕТАЛЛОВ И МЕТАЛЛОВЕДЕНИЕ  том 122  № 2  2021

КЕСАРЕВ и др.

Тогда условие (28) можно переписать для пре-
дельного времени tC:

(30)

Рассмотрим теперь случай, когда можно пре-
небречь координатной зависимостью коэффици-
ента диффузии. Введем  – относительную кон-
центрацию в этом приближении, которое спра-
ведливо, если выполняется неравенство

(31)

аналогичное (28). Используя представление функ-
ции ошибок в виде (25), после серии преобразова-
ний приходим к следующему условию:

(32)

где tD – предельное время, до которого можно не
учитывать координатную зависимость D(x).

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Рассмотрим в качестве примера диффузию уг-
лерода в железной пластине и оценим характерные
времена процессов, полученные в работе: tT – вре-
мя установления стационарного температурного
поля (21); времена tL (23) и tM (26), до которых
можно считать полученное нами выражение для
концентрации удовлетворительным; а также
предельных времен tC (30) и tD (32), когда можно
пренебречь эффектом Соре и координатной за-
висимостью D(x), соответственно. Примем тол-
щину пластины равной 1 см, а значения темпе-
ратур на поверхностях –  
Используем следующие данные для железа [17]:
плотность  кг/м3 (тепловым расшире-
нием пренебрегаем) и средние для данного темпе-
ратурного интервала значения теплопроводности

 Вт/м/K, теплоемкости  Дж/кг/K и
температуропроводности  м2/с. Вна-
чале по формуле (21) находим время установления
температурного поля  Так как времена от-
жига, как будет показано ниже, исчисляются часа-
ми, то можно утверждать, что диффузионная зона
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формируется в условиях стационарного поля рас-
пределения температуры.

Диффузионные данные для углерода в ОЦК-
железе приведены в табл. 1. Значение малого па-
раметра примем равным  Используя эти
данные по формулам (23), (26), (30) и (32), нахо-
дим характерные времена задачи (см. табл. 1).

Поскольку  то можно считать, что ре-
шение удовлетворительно работает до времен по-
рядка 2.5tL (см. рис. 1). Таким образом, решение
термодиффузионной задачи (15) для данного кон-
кретного случая должно быть применимым при
временах, превосходящих 5 с и не превосходящих

 ч. Из табл. 1 также видно, что время, в
течение которого можно пренебречь координатной
зависимостью коэффициента диффузии, оказыва-
ются значительно меньше, чем время установле-
ния температурного поля. Следовательно, ис-
пользование этого приближения при стационар-
ном тепловом режиме не корректно.

ВЫВОДЫ

Используя асимптотические методы в теории
решения дифференциальных уравнений, получе-
но приближенное аналитическое решение задачи
термодиффузии атомов внедрения в пластине
при стационарном распределении температуры.

Найдены условия, при которых приближенное
решение задачи термодиффузии (15) применимо.
Эти условия проиллюстрированы на конкретном
примере диффузии углерода в ОЦК-железе. По-
казано, что диффузионный процесс практически
сразу протекает в стационарном температурном
поле. Из проведенных численных расчетов также
следует, что аналитическое решение задачи (15)
является удачным в широком интервале времен
отжига.

Показано, что при стационарном распределе-
нии температуры следует учитывать все термо-
диффузионные эффекты. Если тепло переноса и
энергия активации диффузии величины одного
порядка, то нельзя пренебрегать эффектом Соре,
также нельзя пренебрегать координатной зависи-
мостью коэффициента диффузии.

Работа выполнена в рамках государственного
задания по теме Давление № АААА-А18-
118020190104-3.

δ = 0.1.

= − ,* 12Q

=2.5 125Lt

Таблица 1. Диффузионные данные для углерода в α-железе и характерные времена процессов

Диффузионные данные Характерные времена

 [17] Q [17] Q* [14]

3.94 × 10–7 м2/с 80.13 кДж/моль –100.4 кДж/моль 50 ч 65 ч 45 с 0.7 с

0D Lt Mt Ct Dt
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