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Проанализирована роль сдвиговых волн и влияние фокусировки фононов на анизотропию термо-
эдс электрон-фононного увлечения в монокристаллических нанопроводах калия при низких тем-
пературах. Для продольных компонент упругих мод использована теория деформационного потен-
циала. Для сдвиговых компонент колебательных мод использована константа электрон-фононного
взаимодействия, определенная ранее из сопоставления результатов расчета термоэдс с эксперимен-
тальными данными для объемных кристаллов калия. Показано, что сдвиговые волны вносят значи-
тельный вклад в термоэдс увлечения нанопроводов. В режиме кнудсеновского течения фононного
газа для нанопроводов со стороной сечения D = 5 × 10–6 см вклад медленной поперечной моды t2
при учете только продольной компоненты в направлениях [111] оказался на 32% меньше, а при учете
сдвиговой компоненты моды t2 он – на 12% больше, чем вклад продольных фононов. Определены
направления, соответствующие максимальным и минимальным значениям термоэдс увлечения на-
нопроводов. Показано, что в условиях конкуренции граничного и объемных механизмов релакса-
ции фононов с увеличением поперечного сечения нанопроводов анизотропия термоэдс увлечения
изменяется немонотонным образом Она превышает 30%, не только в режиме кнудсеновского тече-
ния фононного газа, но и при толщине образцов на два порядка большей. Это делает анизотропию
термоэдс доступной для экспериментальных исследований.
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1.ВВЕДЕНИЕ

В работах [1–4] было проанализировано влия-
ние фокусировки фононов на термоэдс увлече-
ния и решеточную теплопроводность объемных
кристаллов калия и наноструктур на его основе, а
также определен спектр и вектора поляризации
фононов. В этих работах при анализе термоэдс и
решеточной теплопроводности предполагали, что
квазипоперечные фононы в кристаллах калия мо-
гут взаимодействовать с электронами только бла-
годаря их продольной компоненте, а константа де-
формационного потенциала E0λ одинакова для
всех колебательных мод. Согласно [5–7], E0λ ≈
≈ (n/N(εF)) = (2/3)εF ≈ 1.41 эВ,  – концентрация
электронов, N(εF) – плотность состояний на
уровне Ферми. Было показано, что при низких
температурах вклад медленных квазипоперечных
мод в термоэдс увлечения в кристаллах калия, ко-
торый ранее не учитывали (см. [8–12]), на поря-
док величины превышал вклад продольных фо-
нонов. Однако оказалось, что этого приближения

недостаточно для объяснения эксперименталь-
ных данных [11]. Расчет термоэдс увлечения объ-
емных кристаллов калия в работе [4] интервале
Т = 1–3 К дал значения, почти в два раза мень-
шие данных работы [11].

В работе [13] впервые учтено влияние сдвиго-
вых волн на электрон-фононную релаксацию и
термоэдс увлечения в металлах при низких темпе-
ратурах. Из сопоставления результатов расчета
термоэдс и решеточной теплопроводности в объ-
емных кристаллах калия с экспериментальными
данными [11] в работе [13] определена константа
электрон-фононного взаимодействия для сдви-
говых компонент колебательных мод E0t = 0.11 эВ.
Она оказалась на порядок величины меньше, чем
следует из теории деформационного потенциала
для продольных компонент [5–7]: E0L ≈ (n/N(εF)) =
= (2/3)εF ≈ 1.41 эВ,  – концентрация электронов,
N(εF) – плотность состояний на уровне Ферми.
На необходимость учета влияния сдвиговых волн
на электрон-фононную релаксацию в щелочных
металлах указывал Займан в [5, 14]. Поскольку
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сфера Ферми в щелочных металлах подходит до-
статочно близко к границе зоны Бриллюэна, то
должна деформироваться в соответствии с симмет-
рией решетки. Благодаря анизотропии спектра
фермиевские электроны получают возможность
взаимодействовать со сдвиговыми деформациями,
т.е. с поперечной компонентой колебательных мод
(см. [5, 15]). Однако отклонение поверхности Фер-
ми от сферической в кристаллах калия мало, оно
составляет 7%. Поэтому полученное в [13] соотно-
шение констант E0L и E0t не является удивитель-
ным. Оно существенно отличается от полупро-
водниковых кристаллов, где благодаря значи-
тельно большей анизотропии спектра носителей
тока константа E0t на два порядка больше, и, как
правило, превышает значение E0L для продоль-
ных фононов мод (см., напр., [15, 16]).

Основной целью настоящей работы является
анализ влияния сдвиговых волн на анизотропию
термоэдс увлечения в монокристаллических на-
нопроводах калия при низких температурах. По-
лученные в работе результаты открывают новые
перспективы для экспериментальных исследова-
ний электрон-фононной релаксации в щелочных
и благородных металлах, а также влияния фоку-
сировки фононов на термоэдс увлечения в нано-
структурах на их основе.

2. ЭЛЕКТРОН-ФОНОННАЯ РЕЛАКСАЦИЯ
В УПРУГО-АНИЗОТРОПНЫХ КРИСТАЛЛАХ

Ранее при исследовании электрон-фононного
увлечения в металлах для фононов использовали
модель изотропной среды (см., напр., [8–12, 17–19]).
В этой модели электроны могут взаимодейство-
вать только с продольными фононами. В упруго-
анизотропных кристаллах распространяются ква-
зипродольные и квазипоперечные колебания, ко-

торые не являются ни чисто продольными, ни чи-
сто поперечными: их вектора поляризации  не
совпадают ни с направлением волнового вектора q,
ни с нормалью к нему [20–22]. Индекс поляриза-
ции L соответствует продольным фононам, t1 и t2 –
соответственно “быстрой” и “медленной” попе-
речным модам. Значения модулей упругости вто-
рого порядка при T = 4.2 K взяты из работы [21]. В
упруго-анизотропных металлах квазипоперечные
фононы могут взаимодействовать с электронами и
вносить вклад в термоэдс увлечения за счет про-
дольной компоненты, которая определяется ска-
лярным произведением  n = (q/q) – единич-
ный волновой вектор фонона. В работе [13] сфор-
мулирован феноменологический метод, который
позволяет учесть влияние сдвиговых волн на элек-
трон-фононную релаксацию и термоэдс увлечения
в металлах. Он основан на том, что поле смещений
в упругой среде u = A eλ(q)exp(i(ωt – qr)) можно
представить в виде суммы двух слагаемых: первое
из них характеризует потенциальное поле, обуслов-
ленное деформациями сжатия и растяжения, – по-
ле смещений для продольных волн, а второе–
вихревое поле, обусловленное сдвиговыми де-
формациями, для поперечных волн (см. подроб-
нее [21], раздел 3):

(1)
Поэтому согласно [13] фурье-образ матрично-

го элемента электрон-фононного взаимодей-
ствия при выделении продольных и поперечных
компонент векторов поляризации колебательных
мод можно представить в виде:

(2)

Фазовые скорости фононов  определе-
ны в работах [1–3].

Отметим, что в отличие от модели изотропной

среды, эффективная константа связи 
является функцией углов θ и ϕ, которые опреде-
ляются квадратами продольных и поперечных
компонент векторов поляризаций (см. табл. 1).
Для продольных фононов отклонение от изо-
тропного распределения малы, они не превышает
10% (см. [13], рис. 1). Однако для медленной по-

перечной моды величина  меняется до-
статочно резко за счет вклада продольной компо-
ненты, тогда как вклад сдвиговой компоненты
остается практически изотропным (см. [13], рис. 1,
кривая 3).
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Таблица 1. Средние значения продольных и попереч-
ных компонент колебательных мод, а также их безраз-
мерных скоростей релаксации на электронах, соглас-
но формуле (6)
Переменная L T1 T2
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3. РОЛЬ СДВИГОВЫХ ВОЛН В ТЕРМОЭДС 
УВЛЕЧЕНИЯ НАНОПРОВОДОВ

ИЗ КРИСТАЛЛОВ КАЛИЯ

Детали расчета термоэдс увлечения приведены
в работах [2–4], поэтому их здесь мы не воспроиз-
водим, а ограничимся конечными выражениями:

(3)

Здесь kB – постоянная Больцмана, Т – темпе-

ратура,  и  – проекции групповой скорости и
единичного волнового вектора фонона на на-
правление градиента температур.

(4)
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Здесь  – функция Планка, фурье-компо-

нента  определена выражением (2). В ра-
ботах [8–11] исследования термоэдс и решеточной
теплопроводности проводили на кристаллах калия
с концентрацией электронов ne = 1.4 × 1022 см–3,
kF = 0.75 × 108 см–1, эффективной массой mF =
= 1.1m0 (m0 – масса свободного электрона), εF ≈
≈ 2.12 эВ, ρ ≈ 0.91 × 108 г см–3. Для актуальных ме-
ханизмов рассеяния скорость релаксации фоно-
нов может быть представлена в виде [1–4]:

(5)

Здесь  и  – скорости релакса-
ции фононов на границах и изотопическом бес-
порядке (см. [1–4]). Согласно оценкам [1, 2, 11],
вклад изотопического рассеяния в теплосопротив-
ление кристаллов калия при Т = 2 К мал, составляет
менее 1.5%. Параметры  и  являются
безразмерными скоростями релаксации фононов на
электронах и дислокациях [1, 4]. Согласно [1, 2],

 ≅   –
концентрация дислокаций, параметр  для об-
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Рис. 1. Угловые зависимости средних длин пробега  (кривые 4), а также длин пробега продольных (кривые 3),
быстрых (кривые 2) и медленных квазипоперечных фононов (кривые 1), рассчитанных в режиме граничного рассея-
ния, для образцов калия с квадратным сечением D = 5 × 10–6 см и длиной L = 50 D в случаях, когда градиент темпера-
туры вращается в плоскости грани куба (а), в диагональной плоскости (б).
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разцов с различной степенью деформации опре-
делен в [13] (см. табл. 1). Скорость релаксации
фононов с поляризацией λ на электронах можно
представить в виде:

(6)

Как видно из табл. 2, скорость релаксации
продольных фононов на электронах в 25 раз боль-
ше, чем для моды t2. Из (5) видно, при понижении
температуры роль рассеяния на дислокациях и
электронах уменьшается.

Рассмотрим влияние фокусировки фононов
на анизотропию термоэдс увлечения в нанопро-
водах с квадратным сечением D = 5 × 10–6 см и
длиной L = 50 D в режиме граничного рассея-
ния. В этом случае размерное квантование элек-
тронного спектра можно не учитывать, посколь-
ку поперечные размеры нанопровода D гораздо
больше длины волны электрона:энергия Ферми
εF ≅ 2.12 эВ, длина волны фермиевского электро-
на ~(10–8–10–7) см, что гораздо меньше попереч-
ного размера нанопровода. Анализ, проведенный
в работе [23] (см. также [24]) показал, что для на-
нопроводов с диаметрами большими 50 нм в ин-
тервале температур от 20 до 50 К теплопровод-

ность следовала зависимости  как и теп-
лоемкость объемных образцов в теории Дебая.
Поэтому при указанных ограничениях влиянием
пространственного конфаймента на спектр аку-
стических мод можно пренебречь и использовать
модель анизотропного континуума для анализа
фононного транспорта в нанопроводах.

В этом случае термоэдс увлечения нанопрово-
дов может быть представлена в виде:

(7)

В этом пределе термоэдс увлечения в нанопро-
водах будет анизотропной и следовать зависимо-
сти  ([2, 3]). Однако при доминирую-
щей роли объемных механизмов релаксации фо-
нонов на электронах и дислокациях термоэдс
увлечения в калии будет изотропной и следовать
асимптотики  [4–13]. Скорости ре-
лаксации фононов на границах определяются ку-
сочно-гладкими функциями для различных ин-
тервалов углов, определяемых соотношениями
между компонентами групповой скорости и гео-
метрическим параметром  [2, 24]. При

выполнении неравенств  и 

или  и :

(8)

При выполнении противоположных нера-
венств они имеют вид:

(9)

Как видно из формул (8) и (9), с уменьшением
D скорости релаксации на границах возрастают.
Поэтому для реализации кнудсеновского течения
фононного газа в кристаллах калия необходимо
уменьшить поперечные размеры нанопроводов
до D < 10–5 см, чтобы диффузное рассеяние фоно-
нов на границах образца было более эффективно,
чем в объемных механизмах релаксации.

Мы зафиксировали температуру 2 К и рассчи-
тали угловые зависимости термоэдс увлечения и

вклады в нее от различных ветвей фононного
спектра при вращении градиента температуры в
плоскостях {100} и {110} (см. рис. 1). Из сравнения
рис. 1 и 2 видно, что для всех мод угловые зависи-
мости термоэдс увлечения качественно согласу-
ются с зависимостями длин свободного пробега.
Длины свободного пробега достигают макси-
мальных и минимальных значений в направлени-
ях фокусировки и дефокусировки фононов: для
медленной квазипоперечной моды – это направ-
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ления  соответствующих груп-
повым скоростям в точках нулевой кривизны на
изоэнергетических поверхностях и направлениях
дефокусировки – [111], соответственно (см. рабо-
ты [1–3]). Для продольных фононов – наоборот:
направления фокусировки – [111], а минимумы –
в направлениях дефокусировки – [001]. Из рис. 2
следует, что величины термоэдс колебательных
мод также достигают максимальных и минималь-
ных значений в направлениях фокусировки и де-
фокусировки фононов. Это неудивительно, так
как, чем больше длина свободного пробега отно-
сительно рассеяния фононов на границах образ-
ца, тем больше вероятность электрона столкнуть-
ся с неравновесным фононом и получить допол-
нительный импульс от градиента температуры.

Как видно из рис. 2, преобладающий вклад в
термоэдс увлечения нанопроводов вносят мед-
ленные квазипоперечные фононы: их вклады в
симметричных направлениях [001], [011] и [111]
составляют 78, 65 и 57% соответственно (см.
рис. 1). Это связано с аномально большим вкла-
дом моды t2 в решеточную теплоемкость, которая
в дебаевском приближении в 21 раз больше, чем
для продольных фононов [4]:

(10)

θ = ± πmax 0.58 ( 2) ,n

=2 1: : : 0.78 : 0.184 : 0.0366 : 1.t t L
V V V VС С С C

Анизотропия вкладов в термоэдс для моды t2
достаточно велика – отношения вкладов имеет
вид:  = 
Вклады продольных фононов в термоэдс увлече-
ния также являются сильно анизотропными,
они достигают максимумов в направлениях фо-
кусировки – [111], а минимумов – в направлени-
ях дефокусировки [001]:  :  =
=  Поскольку направления дефокуси-
ровки и минимумы вклада моды t2 соответствуют
направлениям фокусировки и максимумам вклада
продольных фононов, то в значительной степени
они компенсируют друг друга. Поэтому анизотро-
пия полной термоэдс значительно уменьшается:

 :  =  Заме-
тим, что при измерении термоэдс в симметричных
направлениях ее анизотропия будет значительно
меньше:  :  =  Вклад
сдвиговой компоненты моды t2 в термоэдс увлече-
ния по порядку величины совпадает с вкладом
продольных фононов (см. рис. 2, кривая 2b).
Сдвиговые волны оказывают значительное влия-
ние на соотношение вкладов моды t2 и продоль-
ных фононов, а также на анизотропию термоэдс
увлечения. В направлениях фокусировки про-

α α α α2 2 2 2

max

{100} {100} {110} {110}
θ [100] [110] [111]: : :t t t t 2 : 1.5 : 1.4 : 1.

α α{110} {100}
[111] [110]:L L α {100}

[100]
L

2.5 : 1.9 : 1.

α α
max

{100} {110}
θ [110]: α α{100} {110}

[100] [111]: 1.32 : 1.1 : 1.01 : 1.

α α{110} {100}
[110] [100]: α{110}

[111] 1.1 : 1.01 : 1.

Рис. 2. Угловые зависимости термоэдс  (мкВ/К) (кривые 4), вкладов продольных  (кривые 3), квазипопереч-

ных фононов  (кривые 2) и  (кривые 1), а также вкладов от продольной (кривые 2a) и сдвиговой (кривые 2b)
компоненты моды t2, рассчитанные в режиме кнудсеновского течения фононного газа, для нанопроводов калия с
квадратным сечением D = 5 × 10–6 см и длиной L = 50D в случаях, когда градиент температуры вращается в плоскости
грани куба (а), в диагональной плоскости (б). Штриховая кривая 4c – полная термоэдс с учетом объемных механизмов
релаксации для образца К5 с ε ≈ 0.053.
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дольных фононов [111] вклад моды t2  без
учета сдвиговой компоненты оказался на 32%
меньше, чем вклад  Однако при учете сдви-

говой компоненты моды t2 вклад  стал на

12% больше, чем вклад  Для нанопроводов с
D = 5 × 10–6 см граничное рассеяние вносит доми-
нирующий вклад в релаксацию фононов. Роль
объемных механизмов мала: они обеспечивают
уменьшение термоэдс увлечения от 1.5 до 5% для
нанопроводов калия с ε = 0, и от 2 до 7% для на-
нопроводов на основе К5 с ε ≈ 0.053.

4. АНИЗОТРОПИИ ТЕРМОЭДС УВЛЕЧЕНИЯ 
В УСЛОВИЯХ КОНКУРЕНЦИИ 
ГРАНИЧНОГО И ОБЪЕМНЫХ 

МЕХАНИЗМОВ РЕЛАКСАЦИИ ФОНОНОВ

Рассмотрим изменение анизотропии термоэдс
увлечения в условиях конкуренции граничного и
объемных механизмов релаксации фононов. С
увеличением поперечного сечения нанопроводов
скорость релаксации фононов на границах ослаб-
ляется, а роль объемных механизмов возрастает.
В результате этого анизотропия вкладов продоль-

α 2{110}
[111]
t

α {110}
[111] .L

α 2{110}
[111]
t

α {110}
[111] .L

ной и квазипоперечных мод в термоэдс увлече-
ния монотонно уменьшается (см. рис. 3). Из
рис. 3 видно, что кривые 3 и 3а соответствуют за-
висимостям максимальных и минимальных вели-
чин термоэдс увлечения для образца К4 с ε ≈ 0.1 от
D. При  они выходят на насыще-
ние и сливаются в одну линию. В этом пределе до-
минируют объемные механизмы релаксации, и зна-
чения термоэдс слабо зависят от геометрических
параметров образцов. Поэтому для образцов с раз-
личной концентрацией дислокаций при 
рассчитанные значения термоэдс увлечения сов-
падают с полученными в [11] для образцов с пря-
моугольным сечением  =  Как
видно из рис. 3, во всем исследованном интерва-
ле D вклад сдвиговой компоненты значительно
превышает вклад быстрой поперечной моды.
При D = 5 × 10–6 см он на 32% больше минималь-
ного значения вклада  (см. рис. 1а), а при D >
> 4 × 10–5 см он становится больше максимально-
го значения вклада  (см. рис. 3 кривая 4). При

переходе к объемным образцам ( )
вклад сдвиговой компоненты для образца К4 с ε ≈ 0.1
превышает  в 4 раза (см. рис. 3 кривые 2b и 3).

В области малых значений D поперечного се-
чения  доминирует граничное рассея-
ние, и кривые, соответствующие различным кон-
центрациям дислокаций, для каждого направле-
ния теплового потока сливаются в одну (см. рис. 3
кривые 1, 2, 3). А для больших значений попереч-
ного сечения  кривые, соответству-
ющие образцам с различными концентрациями
дислокаций, расходятся, и при  они
выходят на насыщение, соответствующее значе-
ниям для объемных образцов (см. рис. 3).

Следует отметить, что с увеличением попереч-
ного сечения нанопроводов максимальная ани-
зотропия термоэдс увлечения, пропорциональ-
ная отношению  изменяется не-
монотонным образом (см. рис. 4). При переходе
от режима кнудсеновского течения фононного
газа ( ) к режиму объемных механиз-
мов релаксации ( ) она сначала возрас-
тает от 32% при D ≈ 10–6 см, достигая максимума
36% при D ≈ 3 × 10–5 см, затем уменьшается и при
D ≥ 0.1 см исчезает (см. рис. 4). Этот эффект обу-
словлен тем, что продольные фононы значитель-
но сильнее рассеиваются на электронах, чем мед-
ленные поперечные и их относительный вклад
уменьшается и изотропизируется значительно
быстрее, чем  Поэтому минимум термоэдс, в

−≥ × 20.1 10 cмD

= 0.1 cмD

×D W × 20.15 0.5 см .
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Рис. 3. Зависимости максимальных значений полной
термоэдс увлечения от толщины D нанопроводов ка-
лия c концентрацией дислокаций: ε = 0, ε ≈ 0.053 (К5)
и ε ≈ 0.1 (К4) кривые 1, 2 и 3 соответственно. Кри-
вая 3a дает зависимость минимальных значений пол-

ной термоэдс увлечения  кривые (4, 4a), (5, 5а) и
(6, 6a) – зависимости максимальных и минимальных

значений вкладов продольных  медленных и
быстрых квазипоперечных фононов, соответственно;
кривая 5b – вклад сдвиговых волн калия К4 c концен-
трацией дислокаций с ε ≈ 0.1.
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который значительный вклад вносят L-фононы,
убывает быстрее, чем максимум термоэдс, опре-
деляемый главным образом вкладом t2-моды (см.
рис. 2 и 3). В результате анизотропия термоэдс
увлечения изменяется немонотонным образом.
Причем чем меньше концентрация дислокаций,
тем анизотропия – больше (см. рис. 4). Такие ве-
личины анизотропии термоэдс вполне доступны
экспериментальному определению. Из рис. 4 сле-
дует, что анизотропия термоэдс в 30% достигает-
ся не только в режиме кнудсеновского течения
фононного газа D < 10–5 см, но и при толщинах
образцов, на два порядка больших: D ≈ (0.4–2) ×
× 10–3 см. Отметим, что эта особенность анизо-
тропии термоэдс существенно упрощает пробле-
му экспериментальной проверки рассчитанных в
настоящей работе эффектов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проанализирована роль сдвиговых волн в тер-
моэдс увлечения нанопроводов калия при низких
температурах. Основные результаты работы мож-
но сформулировать следующим образом.

1. Анализ термоэдс увлечения показал, что сдви-
говые волны вносят значительный вклад в термо-
эдс увлечения нанопроводов. По порядку величи-
ны он совпадает с вкладом продольных фононов, а
в некоторых направлениях превосходит его. Вклад
моды t2 при учете только продольной компоненты в
направлениях [111] оказался на 32% меньше, а при
учете сдвиговой компоненты моды t2 он – на 12%
больше, чем вклад продольных фононов.

2. Определены направления, соответствующие
максимальным и минимальным значениям тер-
моэдс увлечения нанопроводов. Установлено,
что вклады колебательных мод в термоэдс дости-
гают максимальных и минимальных значений в
направлениях фокусировки и дефокусировки фо-
нонов.

3. Показано, что в условиях конкуренции гра-
ничного и объемных механизмов релаксации фо-
нонов с увеличением поперечного сечения нано-
проводов анизотропии термоэдс увлечения изме-
няется немонотонным образом. Этот эффект
обусловлен конкуренцией вкладов t2-моды и L-фо-
нонов в термоэдс увлечения в направлениях [111] и
существенно более сильной релаксацией L-фоно-
нов на электронах при увеличении поперечных
размеров нанопроводов. Причем величины анизо-
тропии термоэдс, достаточные для эксперимен-
тальной проверки, достигаются не только в режиме
кнудсеновского течения фононного газа, но и при
толщинах образцов на два порядка больших.

Работа выполнена в рамках государственного
задания МИНОБРНАУКИ России (тема “Функ-
ция”, № AAAA-A19-119012990095-0).
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