
ФИЗИКА МЕТАЛЛОВ И МЕТАЛЛОВЕДЕНИЕ, 2021, том 122, № 3, с. 248–254

248

ДИЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ
СФЕРИЧЕСКОЙ МЕТАЛЛИЧЕСКОЙ НАНОЧАСТИЦЫ

© 2021 г.   А. А. Ковальa, А. В. Коротунa, *
aНациональный университет “Запорожская политехника”, ул. Жуковского, 64, Запорожье, 69063 Украина

*e-mail: andko@zntu.edu.ua
Поступила в редакцию 28.08.2020 г.

После доработки 11.10.2020 г.
Принята к публикации 17.11.2020 г.

Исследовано взаимодействие электромагнитных волн со сферической металлической наночасти-
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ВВЕДЕНИЕ
Оптические свойства металлических наноча-

стиц достаточно давно изучаются как теоретиче-
ски, так и экспериментально [1–9]. Это обуслов-
лено широким спектром их применения, в част-
ности, при создании метаматериалов [10], в
устройствах сберхбыстрой оптоэлектроники [11]
и суперлинзах [12], а также для терапии рака [13].

Разработаны усовершенствованные методы
получения и созданы методики исследования оп-
тических свойств ансамблей малых металлических
частиц [14, 15]. При этом получение идентичных
по своим параметрам частиц все еще остается не-
решенной задачей [16]. Однако исследование еди-
ничных структур спектроскопическими методами
позволяет избежать усреднения и, как следствие,
потери физической информации.

Известно, что свойства малых частиц и их ан-
самблей отличаются от свойств массивных тел.
Так, при приближении размера частицы к фер-
миевской длине волны становится существен-
ным квантование электронного спектра. Новые
закономерности также наблюдаются в поглоще-
нии света малыми металлическими частицами.
Исследования указывают на тот факт, что опти-
ческие свойства малых металлических частиц в
значительной степени определяются их составом,
структурой, размером и формой [1, 2, 5, 17, 18].

Диэлектрическая функция является важной
физической величиной для изучения спектра оп-
тического поглощения малых металлических ча-
стиц [2, 7, 19]. Расчет диэлектрической функции с

использованием теории линейного отклика пред-
ставлен в работе [18]. Сравнение различных кван-
тово-механических подходов [18, 20, 21], а также
их применение к вычислению диэлектрической
функции для систем пониженной размерности
различной геометрии дано в [1].

Среди сравнительно недавних работ следует
отметить [9], в которой были выполнены числен-
ные расчеты диэлектрической функции с исполь-
зованием различных наборов собственных значе-
ний энергий для наночастиц серебра различных
размеров и трех видов ограничивающего потен-
циала. Влияние размерного квантования на ди-
электрическую проницаемость наночастиц ме-
таллов с использованием модели потенциальной
ямы рассматривается в [22].

Целью настоящей работы является вычисле-
ние компонент диэлектрического тензора сфери-
ческой металлической наночастицы. Для этого
используется подход [2], адаптированный для
ультратонких пленок и нитей в работе [23].
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имеет следующий вид:

(1)

Радиальная зависимость волновой функции
описывается сферическими функциями Бесселя
целого порядка:

(2)

(3)

 где  – положительные нули сфе-
рической функции Бесселя l-го порядка, числа

 нумеруют корни функции Бесселя по-
рядка l.

Шаровая функция описывается выражением

(4)

где   – присоединен-
ная функция Лежандра.

Приравнивая число заполненных состояний к
числу электронов проводимости N, получим:

(5)

где  – энергетическая плот-
ность состояний 0D-системы, а уровни энергии
определяются соотношением:

(6)

Для вычисления интеграла в (5) воспользуемся
разложением -функции в ряд Фурье по синусам
на конечном интервале  [24]:
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Подставляя (7) в (5), учитывая, что

(8)

где  – концентрация электронов проводимости,
 – объем частицы, получаем трансцен-
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конечном металле. Суммирование выполняется
по всем значениям  и , для которых
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ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ТЕНЗОР

Связь между компонентами индукции  и на-
пряженности  электрического поля для анизо-
тропных систем имеет вид

(11)

где  – диэлектрический тензор.
Используя выражение
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а также результаты [23], диэлектрический тензор
можно представить как

(13)

Здесь   – масса электрона;
 – коэффициент за-

полнения состояния с энергией  
 – векторы начального и конечного

состояния;  Т – температура. В даль-
нейшем будем считать 

Считаем, что волновой вектор лежит в плоско-
сти zx, т.е.  Направив ось z вдоль направле-
ния распространения волны, получим 

 и

В нулевом приближении по малому параметру
 выражение для диэлектрической функции

принимает вид:

(14)

Преобразовывая (14) путем почленного деле-
ния на  под знаком суммы и последующей
перестановки индексов начального и конечного
состояний во втором слагаемом, получаем

(15)

n l

= ≤�
2

2
F2

0

ε χ ε .
2

nl nl
em r

μD
νE

( )= ω qμ μν ν
ν

, ,D Ee

μνe

μν μν μν
π= δ + σ

ω
4i ,e

{

}{ }
− ⋅

− ⋅ ⋅ ⋅

−
= − −

−Ω

− +

 q r

q r q r q r

�

� �

2
i

μν μν μ2 2
,

i i i
μ ν ν

4π ˆδ e
ε ωω

1 1ˆe e e .
2 2

i j

i j ije

f fe j p i
m

q j i i p j q j i

e

= −i 1; em

( )( )[ ]−= ε − ε + 1
F Bexp 1i if k T

ε ;i ≡ , , ,i n l m
≡ ', ', 'j n l m

ε = ε − ε ;ij i j

= 0.T

= 0.yq
= 0,xq

⋅ = λq r � 0 1zq z r !

± ⋅ ≈ ±q rie 1 i .zq z

0 λr

−π= δ −
ε − ωω Ω �

2

μν μν μ ν2 2
,

4 ˆ ˆ .i j

i j ije

f fe j p i i p j
m

e

ε − ω�ij

m

π= δ − ×
ω Ω

 
× + ε − ω ε + ω 


� �

2

μν μν 2 2

μ ν μ ν

,

4

ˆ ˆ ˆ ˆ* *
.

e

i
i j ij ij

e

j p i i p j j p i i p j
f

e



250

ФИЗИКА МЕТАЛЛОВ И МЕТАЛЛОВЕДЕНИЕ  том 122  № 3  2021

КОВАЛЬ, КОРОТУН

Матричные элементы различных проекций
оператора импульса можно представить следую-
щим образом

(16)

где 

 

и  – символ Кронекера.
Правила отбора для проекции оператора им-

пульса на ось z имеют вид:

для проекции оператора импульса на оси x и y

Вследствие специфического вида матричного
элемента  сумма в выражении (14) обраща-
ется в нуль, если  или  Поэтому
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цию  [2], действительная и мнимая части
которой определяются как:
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Тогда квадрат матричного элемента проекции
оператора импульса (16) также не зависит от на-
правления и имеет вид:

(23)

Выражение для недиагональных компонент
 и  следует из (15):

(24)

Верхний знак соответствует   ниж-
ний знак –  

Анализ (24) показывает, что для каждого орби-
тального числа l происходит суммирование как
по положительным, так и по отрицательным зна-
чениям m (и ). Вследствие этого произведение
матричных элементов обращается в нуль и

(25)

Таким образом, все недиагональные компонен-
ты диэлектрического тензора в нулевом порядке
разложения по параметру  равны нулю, а сам
диэлектрический тензор вырождается в скаляр.

В дальнейшем для расчета диагональной ком-
поненты диэлектрического тензора используют-
ся формулы (21), (22) с учетом выражения (23) для
квадрата матричного элемента проекции опера-
тора импульса.

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ 
И ОБСУЖДЕНИЕ

Вычисления проведены для наночастиц Ag, Cu
и Al со значениями электронных концентраций

 где  – среднее расстояние между
электронами. Значения  и τ для различных ме-
таллов приведены в табл. 1.

На рис. 1 представлены частотные зависимо-
сти  и  для наночастиц Cu различных
радиусов. Пики соответствуют переходам между
уровнями размерного квантования. В наночасти-
цах с малым радиусом число подзон, заполненных
электронами полностью или частично, невелико.
Как следствие, количество пиков также невелико.
С увеличением радиуса все пики смещаются в об-
ласть меньших частот, расстояния между ними
уменьшаются, и пики начинают сливаться друг с
другом. Это обусловлено тем, что с увеличением
радиуса влияние квантовых эффектов нивелиру-
ется, а размерные осцилляции исчезают.

Определим для наночастицы Cu положение
пика  имеющего наибольшую высоту. Вы-
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Таблица 1. Параметры металлов [25]

Металл  c , эВ

Ag 3.02 4.0 0.016
Cu 2.67 2.7 0.024
Al 2.07 0.8 0.082

0sr a −τ 14, 10 τ�

Рис. 1. Частотные зависимости действительной (a) и
мнимой (б) частей диагональной компоненты  ди-
электрического тензора наночастицы Cu с различны-
ми значениями радиуса: 1 –  нм; 2 –  нм;
3 –  нм.
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Ошибка примерно в 10% связана с предположе-
нием о равномерности распределения уровней.

Оценим теперь величину  при  =
= 1.49 эВ. Принимая во внимание, что

(26)

μμIm e � maxω

( )≅ +
�

0

2 2
2 F

μ̂ 2 1 ,
3
k

j p i l

используя выражения (21), (22) с учетом того, что
  получаем

(27)

Подставим (26) в (27):

Указанная величина хорошо согласуется с дан-
ными вычислений, приведенными на рис. 1 (пер-
вый максимум на кривой 1).

Рисунок 1 демонстрирует важный факт неот-
рицательности  во всем исследуемом ча-
стотном диапазоне, в то время как  является
знакопеременной функцией частоты.

На рис. 2 приведено сравнение результатов
расчетов  и  с результатами работы [9],
в которой использован подход, предложенный
в [21].

Следует отметить, что полученные результа-
ты качественно подобны, с тем отличием, что
количество экстремумов, рассчитанных по фор-
мулам (21), (22), больше, чем в работе [9]. Это
связано с тем, что в работе [9] используется вме-
сто  эффективное время релаксации

 где величина  опре-
деляется эффектами поверхностного рассеяния.
Однако поверхностное рассеяние учтено при ре-
шении квантово-механической задачи о движе-
нии электрона в сферически симметричной по-
тенциальной яме. Как показали авторы работы
[2], уже само наложение граничных условий на
волновые функции электрона приводит к класси-
ческому выражению  Поэтому введение
поверхностного рассеяния, определяющего соб-
ственные состояния частицы, является нецелесо-
образным.

Положение пика для наночастицы Ag может
быть найдено таким же способом, как ранее было
определено для наночастицы Cu, с тем отличием,
что теперь  Тогда при  нм

что с хорошей точностью соответствует результа-
там расчетов, приведенным на рис. 2б.

Сравним результаты расчетов диэлектрической
функции металлических наночастиц с аналогич-
ными результатами для тонких металлических ни-
тей [23]. Для нити радиусом  при  квадрат
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Рис. 2. Частотные зависимости действительной (a) и
мнимой (б, в) частей диагональной компоненты 
наночастицы Ag рассчитанные по формулам (21), (22)
(сплошные линии); пунктирные линии – результаты,
взятые из работы [9]. Кривые 1, 2 соответствуют

нм; 3, 4 –  нм.
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матричного элемента проекции оператора импуль-
са имеет вид

где    – поло-

жительные нули цилиндрической функции Бес-
селя m-го порядка  

На рис. 3 представлены результаты расчета ча-
стотных зависимостей  для наночастицы и
нити Cu. Отличия в положении и величине пиков
объясняется разными энергетическими спектра-
ми 0D и 1D-систем. После пересчета в 0D-систе-
ме остается суммирование по квантовым числам
n и l, а в случае 1D-системы это n и m. Считая, что

 и  ≅  получим

Для Cu при  нм и  м–1
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что с достаточной точностью соответствует ре-
зультатам расчетов.

Частотные зависимости мнимой части ди-
электрической функции для различных метал-
лов при фиксированном значении радиуса ча-
стицы (  нм) приведены на рис. 4. Полу-
ченные результаты имеют качественно и
количественно разный характер для частиц Ag,
Cu и Al. Так, в случае наночастиц Ag и Cu, в от-
личие от Al, имеют место сильные осцилляции

 практически во всем рассматриваемом ча-
стотном диапазоне. Такой характер зависимости
объясняется отличиями во времени релаксации
электронов различных металлов. Для Al время
релаксации наименьшее, поэтому и ширина пи-
ков – наибольшая.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Введен диэлектрический тензор для сфериче-
ских металлических наночастиц и вычислены его
диагональные компоненты с использованием раз-
ложения по степеням  Проанализирована эво-
люция частотных зависимостей действительной и
мнимой частей диэлектрической функции при ва-
риации радиуса. Показано, что действительные ча-
сти являются знакопеременными функциями ча-
стоты, в то время как мнимые части неотрицатель-
ны во всем исследуемом диапазоне частот.
Установлено, что с увеличением радиуса нано-
частицы максимумы действительной и мнимой
частей компонент диэлектрического тензора сме-
щаются в область меньших частот, а сами макси-
мумы сливаются друг с другом, что связано с уве-
личением количества уровней размерного кван-
тования, а следовательно, и числа возможных
переходов между ними.

=0 1.5r

μμIm e

0 λ .r

Рис. 3. Частотные зависимости мнимой части диаго-
нальной компоненты  наночастицы (сплошная
линия) и нанонити (пунктирная линия) Cu радиусом
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Рис. 4. Зависимость мнимой части диагональной
компоненты  диэлектрического тензора для нано-
частиц различных металлов: 1 – Ag; 2 – Cu; 3 – Al.
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Расчеты компонент диэлектрического тензора
выполнены для частиц Ag, Cu и Al. Отличия в ха-
рактере частотных зависимостей наночастиц раз-
личных металлов обусловлены отличиями в зна-
чениях времени релаксации электронов проводи-
мости.
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