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На основе решения кинетического уравнения Больцмана получено приближенное выражение для
функции распределения, описывающей нестационарное энергетическое распределение каскада движу-
щихся атомов. Развитие каскада рассматривается в материалах, состоящих из одинаковых атомов с уче-
том энергии связи атомов в узлах решетки (εd). Предполагается, что рассеяние движущихся атомов яв-
ляется упругим и сферически симметричным в системе центра инерции, а сечение взаимодействия об-
ратно пропорционально скорости. На основе полученного решения проведен анализ влияния энергии
связи атомов на функцию распределения и связанные с ней величины. В предельном случае εd = 0 полу-
ченное приближенное решение хорошо согласуется с точным решением соответствующей задачи.
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ВВЕДЕНИЕ
При проектировании и создании ядерных ре-

акторов и термоядерных установок возникает за-
дача выбора для них радиационно-стойких мате-
риалов, поскольку в процессе эксплуатации их
корпуса и отдельные элементы подвергаются дли-
тельному воздействию радиации. Именно радиа-
ционная стойкость материала во многом опреде-
ляет время жизни установок и многие другие их
физические характеристики.

При облучении различных материалов быст-
рыми частицами (в частности нейтронами) атомы
кристаллической решетки, которым налетающая
частица сообщает энергию, большую энергии свя-
зи, вылетают из своих равновесных положений. В
дальнейшем столкновения движущихся атомов с
атомами, расположенными в узлах решетки, при-
водят к образованию следующих поколений вы-
битых атомов. В результате возникает так называ-
емый каскад движущихся атомов. Развитие кас-
кадов в твердом теле приводит к образованию
комплекса точечных дефектов (вакансий и меж-
доузельных атомов, кластеров и т.д.), определяю-
щих степень повреждения материала и его даль-
нейшие физические свойства [1–5].

Описание развития каскадов представляет со-
бой достаточно сложную задачу. В связи с этим
для ее решения в большинстве случаев с успехом
используется компьютерное моделирование. Су-
ществует три основных метода, используемых для

моделирования поведения атомов в каскаде сме-
щений: метод бинарной аппроксимации столк-
новений, метод молекулярной динамики и кине-
тический метод Монте-Карло [2, 6–9].

Однако, аналитические решения соответствую-
щей задачи для линейного уравнения Больцмана,
несмотря на то, что они существуют в исключитель-
ных случаях, также представляют значительный
интерес. Это связано с тем, что аналитические ре-
шения дают наглядное представление о протекаю-
щем процессе и его особенностях. Кроме того, эти
результаты могут быть использованы для тестиро-
вания достаточно сложных численных расчетов.

Аналитическое описание каскадов атомных
столкновений в твердом теле и их особенностей бы-
ло представлено в целом ряде работ [10–21]. В [10] с
помощью построенной модельной индикатрисы
рассеяния было получено приближенное стацио-
нарное энергетическое распределение каскада дви-
жущихся атомов для произвольных потенциалов
межатомного взаимодействия. В работах [11, 12]
анализировалась возможность образования суб-
каскадов – ряда неперекрывающихся между со-
бой областей, в процессе развития каскада атом-
ных столкновений. Оценка пороговой энергии
образования субкаскадов была проведена в [13].

В работе [14] была разработана теоретическая
модель для исследования образования каскадов и
субкаскадов атомных столкновений в облучае-
мых твердых телах, основанная на использовании

УДК 539.12.043

ПРОЧНОСТЬ
И ПЛАСТИЧНОСТЬ



ФИЗИКА МЕТАЛЛОВ И МЕТАЛЛОВЕДЕНИЕ  том 122  № 4  2021

НЕСТАЦИОНАРНОЕ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ КАСКАДА 447

линейного кинетического уравнения Больцмана.
На основе расширенного толкования понятия
первично выбитый атом (ПВА) в [14] был сфор-
мулирован критерий для определения пороговой
энергии образования субкаскадов в твердом теле
и получены формулы для определения средних
размеров субкаскадов и их числа в зависимости от
энергии ПВА. На основе результатов, представ-
ленных в [14], в работе [15] были проведены чис-
ленные расчеты для конкретных материалов, со-
гласующиеся с экспериментальными данными.

Кроме этого, представления, развитые в [14], в
работе [16] были использованы для вычисления
стационарного энергетического распределения ре-
лятивистских электронов, замедляющихся в ве-
ществе за счет ионизационных потерь, с учетом
размножения электронов. Использование резуль-
татов из [14] в работе [17] позволило на основе реше-
ния кинетического уравнения Больцмана опреде-
лить функцию распределения по энергии каскада
движущихся атомов при степенном потенциале
взаимодействия (U ~ 1/rn [18]) с учетом энергии
связи атомов в узлах решетки.

В работах [19, 20] было получено точное реше-
ние кинетического уравнения Больцмана, опи-
сывающее нестационарное энергетическое рас-
пределение каскада движущихся атомов с учетом
их размножения. Предполагалось, что материал
состоит из одинаковых атомов, рассеяние движу-
щихся атомов является упругим и сферически
симметричным в системе центра инерции, а энер-
гия связи атомов в узлах решетки не учитывалась
(εd = 0). В [19] предполагалось, что сечение рассе-
яния обратно пропорционально скорости (Σ =
= Σ0/v; Σ0 = const), а в [20] оно полагалось посто-
янной величиной (Σ = const). В работе [21] в тех
же предположениях (εd = 0; Σ = const) с использо-
ванием P1 и транспортного приближений было по-
лучено нестационарное пространственно-энерге-
тическое распределение каскада выбитых атомов.

В настоящей работе на основе приближенного
метода решения кинетического уравнения Больц-
мана определяется нестационарное энергетическое
распределение каскада движущихся атомов с учетом
их энергии связи в узлах решетки. Рассеяние движу-
щихся атомов считается упругим и сферически сим-
метричным в системе центра инерции. Для простоты
и наглядности расчетов полагается, что сечение рас-
сеяния обратно пропорционально скорости.

Полученное решение при εd = 0 хорошо согла-
суется с точным решением аналогичной задачи
(см. [19]). Это решение позволяет оценить энер-
гетический диапазон влияния учета энергии свя-
зи на функцию распределения.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим распространение каскада выбитых

атомов в твердом теле, состоящем из одинако-

вых атомов. Кинетическое уравнение Больцма-
на, описывающее этот процесс, имеет следую-
щий вид [10, 22]:

(1)

где  – число атомов с энергией  в ин-
тервале  в момент времени t в единице объе-
ма;  – поток движущихся ато-
мов;  – их скорость; P(E' → Ε) = Σ(E' → E)/Σ(E') –
индикатриса рассеяния (вероятность того, что дви-
жущийся атом с энергией  в результате рассеяния
перейдет в единичный интервал энергий вблизи
значения );  и  – дифференци-
альное и полное макроскопические сечения
рассеяния атомов; δ(x) – дельта-функция Дира-
ка;  – начальная энергия движущихся ато-
мов;  – полное число атомов, испущенных в
единицу объема;  – энергия связи атомов в уз-
лах решетки.

Первый интеграл, стоящий в правой части кине-
тического уравнения (1), описывает переход движу-
щегося атома с энергией E ' в состояние с энерги-
ей E. Второй интеграл описывает образование вы-
битого атома с энергией E, когда движущийся атом
перешел в состояние с энергией 

Выше отмечалось, что точное решение уравне-
ния (1) было получено в работах [19, 20] для упру-
гого, сферически симметричного рассеяния в си-
стеме центра инерции без учета энергии связи
атомов в узлах решетки ( ).

В данной работе мы также будем считать, что
рассеяние движущихся атомов на покоящихся яв-
ляется сферически симметричным в системе цен-
тра инерции и описывается индикатрисой рассея-
ния, имеющей следующий вид [22]:

(2)
Для учета энергии связи уравнение (1) запи-

шем в более простом виде, удобном для дальней-
шего решения [23]:
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Величину δΣ найдем, следуя [23], из соотно-
шения

(4)

где

(5)

Используя (2)–(4), получим

(6)

Корректность использования уравнения (3) и
соотношения (4) была подробно проанализиро-
вана в работах [10, 24]. Там было показано, что в
этом случае учитываются соударения, сопровож-
дающиеся передачей энергии, большей  Кроме
этого, в этих работах было представлено уравне-
ние, аналогичное (3), и позволяющее более точно
учесть наличие энергии связи, но являющееся
значительно более сложным для аналитического
решения.

Учитывая (2) и (6), уравнение (3) можно пред-
ставить в следующем виде:

(7)

где  – плотность соударений.

РЕШЕНИЕ 
КИНЕТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

Применяя к обеим частям уравнения (7) пре-
образование Лапласа по времени [25]

(8)

получим:

(9)

Выделим в решении уравнения (9) нерассеян-
ное излучение
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Подставив (10) в (9), найдем уравнение для
функции 

(11)

Будем далее для простоты расчетов полагать, что

(12)

Используя (12) и дифференцируя (11) по энер-
гии получим дифференциальное уравнение для
функции 

(13)

Начальное условие для уравнения (13) легко
определить из (11):

(14)

Решая уравнение (13) с учетом (14), для образа
Лапласа функции распределения получим:

(15)

Очевидно, что при  выражение (15) сов-
падает с точным решением соответствующей за-
дачи (см. в [19] формулу (12)), поскольку при этом
условии и сделанных предположениях совпадают
уравнения (1) и (7).

Вычисление оригинала функции распределе-
ния  используя формулу (15), является
достаточно сложной задачей. В связи с этим для
функции распределения (первое слагаемое в (15))
выберем следующее приближенное выражение
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где параметры    легко определя-
ются через временные моменты (см. напр. [22])

(17)

Используя (16), (17), найдем:

(18)

где Γ(x) – гамма-функция [26].
Из выражения (16) следует, что наиболее веро-

ятное время замедления равно.

(19)

Соответствующие временные моменты, исполь-
зуя (15), можно вычислить следующим образом:

(20)

Используя (15), (20), найдем:

(21)

Заметим, что в выражениях (21), мы прене-
брегали членами порядка  много меньши-
ми единицы.

Таким образом, окончательно функцию рас-
пределения (16) (рассеянное излучение) можно
представить в следующем безразмерном виде:
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где  – безразмерное время; 

АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННОГО РЕШЕНИЯ
Оценим точность представления функции рас-

пределения в виде (16). На рис. 1 представлены за-
висимости функции распределения  от
безразмерного времени  для различных значе-
ний безразмерной энергии  построен-
ные по формуле (22) при  и по формуле (26)
из [19], являющейся точным решением соответ-
ствующей задачи. Из рисунка видно, что функ-
ция (22) с хорошей точностью описывает точное
решение задачи. Следует отметить, что время до-
стижения максимума и значение функции (22) в
максимуме на несколько процентов отличаются
от соответствующих значений при точном реше-
нии (см. в [19] формулы (27), (28)).

Учет энергии связи ( ) приводит к уменьше-
нию среднего времени замедления и среднего
квадрата этой величины, что представлено на
рис. 2 и 3. (кривые построены по формулам (21)).
Это обстоятельство связано, очевидно, с тем, что
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Рис. 1. Зависимости функции распределения от вре-
мени при различных значениях энергии (
1 – ε = 10–1; 2 – ε = 10–2; 3 – ε = 10–3; 4 – ε = 10–4),
построенные по точной формуле (штриховые линии)
и по приближенной (сплошные линии).
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при учете энергии связи образуется меньше вы-
битых атомов, поскольку учитываются потери
энергии на выбивание атомов из узлов решетки.
Напомним, что при  число выбитых атомов
возрастает не ограничено [19].

На рис. 4 показаны зависимости функции рас-
пределения от времени ( ), построенные по
формуле (22) для различных значений безразмер-
ной энергии  при учете (штриховые ли-
нии) и без учета (сплошные линии) энергии связи
атомов. При расчетах полагалось, что 

Из представленных результатов видно, что при
учете энергии связи функция распределения до-
стигает максимума при меньших значениях вре-
мени (см. рис. 4), и ее значение в максимуме су-
щественно меньше. Это обусловлено, очевидно,
тем, что при учете энергии связи количество вы-
битых атомов конечно, а в противном случае оно
неограниченно возрастает. Однако с увеличени-
ем энергии эти различия становятся все менее и
менее существенными, и при практиче-
ски исчезают. Последнее обстоятельство уточня-
ет область применимости точных результатов,
полученных в работах [19–21].

Найдем каскадную функцию  представ-
ляющую собой полное число атомов решетки, вы-
битых одним первичным атомом с энергией  В

0dε =

( )'f τ

dEε = ε�

5
0 .10dE ε =

25   dE ≥ ε

( )0 ,Ev

0.E

Рис. 2. Зависимость среднего времени замедления
 от безразмерной энергии  (1 – с уче-

том  2 – без учета ).
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нашем случае она будет определяться следующим
выражением (см. [10, 24]):

(23)

Используя (23) и (21) и пренебрегая членами по-
рядка  много меньшими единицы, найдем:

(24)

Это значение несколько превосходит извест-
ный результат Кинчина–Пиза (см. в [2]), по-
скольку мы не учитывали соударения с передачей
атомам решетки энергии, меньшей  (подроб-
ный анализ приведен в [10, 24]).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе получено приближенное
аналитическое решение кинетического уравне-
ния Больцмана, описывающее нестационарное
энергетическое распределение каскада движущих-
ся атомов в твердом теле при учете энергии связи
атомов в узлах решетки ( ). Предполагалось, что
тело состоит из одинаковых атомов, рассеяние яв-
ляется сферически симметричным в системе цен-
тра инерции, а сечение взаимодействия обратно
пропорционально скорости (см. (12)).

На основе полученного решения проведен ана-
лиз влияния энергии связи на функцию распре-
деления и связанные с ней величины: среднее
время замедления, средний квадрат этой величи-
ны (см. рис. 2–4). В предельном случае  по-
лученное приближенное решение хорошо согла-
суется с точным решением соответствующей за-
дачи из [19] (см. рис. 1).

Показано, что учет энергии связи атомов в уз-
лах решетки начнет оказывать влияние на функ-
цию распределения при энергиях меньших 
Это позволяет уточнить область применения точ-
ных решений уравнения Больцмана полученных
в [19–21] при 
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