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В рамках модели Хаббарда в приближении среднего поля получены в аналитическом виде антиком-
мутаторные функции Грина и энергетические спектры фуллерена С26 и эндоэдрального фуллерена
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Ключевые слова: модель Хаббарда, функции Грина, энергетический спектр, фуллерен С26

DOI: 10.31857/S0015323021040094

ВВЕДЕНИЕ
После открытия в 1985 г. фуллерена С60 [1]

началось интенсивное исследование углеродных
кластеров. Эти исследования привели к открытию
целого ряда фуллеренов Cn с n > 60, эндоэдральных
фуллеренов A@Cn, а также нанотрубок. Исследо-
вания также проводили по поиску малых фулле-
ренов Cn с n < 60. В настоящее время большое
число исследований посвящено изучению свойств
малых фуллеренов: С20 [2, 3], С24 [4, 5], С28 [6, 7],
С36 [8, 9]. Одним из малых является фуллерен С26,
существование которого было экспериментально
подтверждено в ряде работ [10, 11]. Исследованию
физических и химических свойств фуллерена С26
посвящено довольно много работ [12–15].

Фуллерен С26 c группой симметрии D3h состо-
ит из 12 пентагонов и 3 гексагонов, как показано
на диаграмме Шлегеля, рис. 1. Из диаграммы
видно, что фуллерен С26 с группой симметрии D3h
содержит пять неэквивалентных связей и четыре
группы неэквивалентных атомов углерода: G1 =
= {1, 4, 9, 15, 21, 25}, G2 = {2, 3, 5, 6, 8, 10, 14, 16, 20,
22, 24, 26}, G3 = {7, 11, 13, 17, 19, 23}, G4 = {12, 18}.
Множеству G1 принадлежат атомы, которые на-
ходятся в вершинах сочленения одного гексагона
и двух пентагонов, общая граница которых свя-
зывает два гексагона. Множеству G2 принадлежат
атомы, которые находятся в вершинах сочленения
одного гексагона и двух пентагонов, общая граница
которых связывает гексагон и пентагон. Множеству
G3 принадлежат атомы, которые находятся в вер-
шинах сочленения трех пентагонов, общая граница
которых связывает пентагон и гексагон. Множеству

G4 принадлежат атомы, которые находятся в вер-
шинах сочленения трех пентагонов, общая граница
которых связывает два пентагона.

Для описания электронных свойств углеродных
наносистем широко используется модель Хаб-
барда [16]. В рамках этой модели были изучены
электронные и оптические свойства различных
наносистем [17–25]. Так, например, в рамках мо-
дели Хаббарда в приближении среднего поля бы-
ли получены энергетические спектры и спектры
оптического поглощения фуллерена С60 [18], фул-
лерена С70 [19], фуллерена С36 с группой симмет-
рии D6h [20], фуллерена С28 с группой симметрии
Td [21], фуллерена С24 с группами симметрии Oh,
D6 и D6d [22] и фуллерена С20 с группами симмет-
рии Ih, D5d и D3d [23], в работе [24] были исследова-
ны электронные свойства углеродных нанотрубок.
Полученные в работах [18, 19] результаты доста-
точно хорошо согласуются с экспериментальны-
ми данными.

Целью данной работы является исследование
энергетического спектра фуллерена С26 с группой
симметрии D3h в рамках модели Хаббарда в при-
ближении среднего поля.

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ СПЕКТР 
ФУЛЛЕРЕНА С26

Для описания π-электронной системы фулле-
рена С26 воспользуемся моделью Хаббарда [16]:

(1)
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где   – операторы рождения и уничтожения
электронов со спином  на узле i;  – оператор
числа частиц со спином  на узле i;  – энергия
одноэлектронного атомного состояния на узле i;

 – интеграл переноса, описывающий перескоки
электронов с узла i на узел j;  – энергия куло-
новского отталкивания двух электронов, находя-
щихся на i-ом узле; 

Найдем энергетический спектр фуллерена С26
в приближении среднего поля. Для этого в га-
мильтониане (1) сделаем следующую замену:

(2)

,ic+
σ ic σ

σ in σ
σ iε

ijt
iU

.σ = −σ

,i i i i i in n n n n nσ σ σ σ σ σ→ +

где  – среднее число электронов со спином σ
на узле i.

Подставляя соотношение (2) в гамильтониан (1),
получим гамильтониан модели Хаббарда в при-
ближении среднего поля:

(3)

где

(4)

Поскольку в фуллерене С26 имеется четыре ти-
па неэквивалентных связей, то, как видно из диа-
граммы Шлегеля, в рамках модели Хаббарда этим
связям соответствуют четыре интеграла переноса:

Используя гамильтониан (3) и данные рис. 1,
запишем уравнения движения для всех операто-
ров рождения  заданных в представлении
Гейзенберга:

(5)

Система уравнений (5) имеет точное аналити-
ческое решение. Используя это решение, можно
найти фурье-образы антикоммутаторных функ-
ций Грина:
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Рис. 1. Фуллерен С26 с группой симметрии D3h и его
диаграмма Шлегеля с указанием положения атомов
углерода и связей между атомами углерода.
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(8)

где x1, x2, x3, x4, x5 являются корнями следующего
уравнения

(9)

Зная фурье-образ антикоммутаторной функ-
ции Грина, можно найти энергетический спектр
квантовой системы, который определяется полю-
сами функции Грина [26]. Следовательно, энер-
гетический спектр фуллерена С26 с группой сим-
метрии D3h определяется величинами Em, кото-
рые входят в функцию Грина (6). Отметим, что
величины  которые определяются соотноше-
ниями (7), характеризуют энергетический спектр
фуллерена С26 относительно энергии 

Энергетические состояния фуллерена С26 с
группой симметрии D3h можно классифициро-
вать в соответствии с неприводимыми представ-
лениями группы D3h. Как известно, группа D3h

имеет четыре одномерных неприводимых пред-
ставлений     и два двумерных неприво-
димых представлений   [27]. Можно показать,
что энергетические состояния фуллерена С26, опре-
деляемые полюсами функции Грина (6), связа-
ны следующим образом с неприводимыми пред-
ставлениями группы D3h:   

      

     
 

Важной физической характеристикой каждого
энергетического уровня квантовой системы явля-
ется степень его вырождения. Для того чтобы най-
ти степень вырождения энергетических уровней

( ){
( )

( ) ( )

( )

22 2 2
1

2 2 2 2

22 2 2 2 2

2 2 2

22 2 2 2

2 2

1arccos (2 2 2 3
2

27 ( ) 8 16 18( ) )

2 2 3 27 3( ) 2

81 ( 2 )( )

6 ( ) 2 2 3

9 8 (

d b c a e

c a c a b e c a d a

d b c a e c a e d a

e c a b c a

a c a d d b c a e

e b

t t t t t

t t t t t t t t t t

t t t t t t t t t t

t t t t t t

t t t t t t t t t

t t t

ϕ = + − + +

+ + + − + + ×

× + − + − + + +
+ − + ×

× + + + − + +

+ +( ) ( 3 2)2) },c at
−

− 

( )
( )

2 2 2

2 3 22 2 2

3 2 2

3 3 22 2

9 27arccos ,
6 9

3arccos ,
2( 2 )

c c d e

c d e

d c

c d

t t t t

t t t

t t

t t

 + −ϕ =   + + 

 
ϕ =  

+ 

( )
( )

5 2 2 2 2 3 2 2 2 2

2 2 2 2 4 2 2 2 2 2

4 2 4

4 4 2 2 0.
a b c d d c d b a

a d c d b b a c a d b c a

x t t t t x t t x t t t

t t t t t t t t t t t t t x

− + + + + − −
− + + + + + =

,me

' .ε

1
',a 1

'',a 2' ,a 2
''a

',e ''e

1 1
''( ),E a 2 2'( ),E a 3 2'( ),E a

4( ''),E e 5( ''),E e 6( ''),E e 7 2
''( ),E a 8 2

''( ),E a 9 2
''( ),E a 10 1'( ),E a

11 1'( ),E a 12 1'( ),E a 13 1'( ),E a 14( '),E e 15( '),E e 16( '),E e

17( '),E e 18( ').E e

фуллерена C26, воспользуемся следующим соот-
ношением [18, 19]:

(10)

где N – число узлов в наносистеме.
Подставляя величины Qj,i, которые определя-

ются соотношениями (7), в формулу (10), получим
для степеней вырождения энергетических уровней
фуллерена C26 следующие значения:

(11)

Таким образом, соотношения (8) и (11) описы-
вают энергетические спектры фуллерена С26 с груп-
пой симметрии D3h в модели Хаббарда в прибли-
жении среднего поля.

Результаты данных вычислений приведены в
табл. 1, а также на рис. 2, и из них следует, что
энергетический спектр фуллерена С26 с группой
симметрии D3h состоит из 18 энергетических со-
стояний, из которых 10 состояний не вырождены,
а 8 состояний являются двукратно вырожденными.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Исследования, выполненные в работе [15], по-
казали, что расстояния между атомами углерода в
фуллерене С26 с группой симметрии D3h имеют
следующие значения:

(12)

Для того чтобы найти численные значения ин-
тегралов переноса, которые соответствуют фул-
лерену С26, воспользуемся следующим соотноше-
нием [19, 22]:

(13)

Подставляя (12) в соотношение (13), получим
численные значения интегралов переноса для фул-
лерена С26 с группой симметрии D3h:

(14)

Подставляя численные значения интегралов пе-
реноса (14) в соотношение (8), получим для фулле-
рена С26 численные значения для величин  кото-
рые приведены в табл. 1.
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Теперь, как это следует из (6), для того чтобы
получить энергетический спектр фуллерена С26,
следует воспользоваться следующей формулой:

(15)

Подставляя численные значения для  из
табл. 1, а также ε' = –4.979 эВ [19] в соотноше-
ние (15), получим энергетический спектр фулле-
рена С26 с группой симметрии D3h. Результаты вы-
числений приведены в табл. 1, а также на рис. 2.

Рассмотрим структуру энергетического спек-
тра фуллерена С26. Как видно из соотношения (15)
и рис. 2, в энергетической зоне фуллерена С26 энер-
гетические уровни сосредоточены вблизи энергии

(16)

Из соотношений (15), (8), (11), рис. 2 и табл. 1
следует, что в основном состоянии у фуллерена С26
с группой симметрии D3h на энергетическом уров-
не, который соответствует энергии  распо-
ложены две связывающие орбитали, на которых
отсутствуют электроны. Поэтому фуллерен С26 с
группой симметрии D3h должен обладать доволь-
но высокой химической активностью. Стабили-
зацию фуллерена С26 можно осуществить при по-
мощи образования эндофуллеренов M@С26 с эле-
ментами, которые помещаются внутрь фуллерена
и способны принимать электронные конфигура-
ции M4+. В качестве таких элементов могут вы-
ступать, например, Ti, U. При образовании эндо-
эдральных фуллеренов M@С26, четыре валентных
электрона атома металла переходят в оболочку
фуллерена С26. Считается, что внедрение атома
металла внутрь фуллерена не приводит к суще-
ственному изменению его энергетических уров-
ней. Поэтому в первом приближении можно счи-
тать, что влияние внедренного атома приводит
лишь к добавлению лишних электронов в остов
фуллерена [28]. Четыре электрона, перешедшие с
атома металла на фуллерен С26, займут энергетиче-
ский уровень  Проведенные исследова-
ния показали [15], что эндоэдральный фуллерен
U@С26, как и фуллерен С26, обладает группой сим-
метрии D3h. Исследования эндоэдрального фул-
лерена U@С26 также показали [15], что расстоя-
ния между атомами углерода в этой молекуле име-
ют следующие значения:

(17)
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Подставляя (17) в соотношение (13), получим
численные значения интегралов переноса у моле-
кулы U@С26:

(18)

Подставляя численные значения интегралов
переноса (18) в соотношение (8), получим для эн-
доэдрального фуллерена U@С26 численные зна-
чения величин  которые приведены в табл. 2.

Из соотношения (16) следует, что при помеще-
нии атома металла внутрь фуллерена происходит
смещение энергии 

(19)

где  – это  который соответствует фуллере-
ну Cn; q – число электронов, перешедших с атома
металла на фуллерен Cn.
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Таблица 1. Энергетический спектр фуллерена С26 с
группой симметрии D3h: значения энергии уровней,
кратность их вырождения и неприводимые представ-
ления группы D3h, к которым они относятся

№ ej, eV Ej, eV gj E (Гj)

1 –4.444 –9.423 1

2 –3.904 –8.883 1

3 –3.426 –8.405 2

4 –2.535 –7.514 1

6 –2.086 –7.065 2

5 –2.036 –7.016 2

8 –1.212 –6.192 1

7 –1.071 –6.051 1

9 –0.454 –5.433 2

10 –0.286 –5.265 2

11 1.058 –3.922 1

12 1.448 –3.531 1

13 2.242 –2.738 2

14 2.490 –2.489 2

16 3.503 –1.477 1

15 3.556 –1.424 2

17 3.527 –1.453 1

18 3.630 –1.349 1
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Из соотношения (19) следует, что при помеще-
нии атома урана внутрь фуллерена С26 параметр 
смещается на десятые доли электрон-вольта:

(20)

где U = 5.662 эВ [25], ε' = –4.979 эВ [19].
Из рис. 2, 3, табл. 1 и 2 видно, что энергетиче-

ские спектры молекул С26 и U@С26 отличаются
друг от друга относительным расположением
энергетических состояний   

  
Одной из важнейших характеристик кванто-

вой системы является спектр оптического погло-
щения. Используя полученные выше энергети-
ческие спектры молекул С26 и U@С26 с группой
симметрии D3h, можно найти переходы, которые
обуславливают оптические спектры этих моле-
кул. С помощью теории групп [29] найдем, какие

'ε

ε = ε + = − +

×+ = −

26 26U@C C
' ' 4.979

4 5.662 4.108 эВ,
26

qU

n

17( '),E e 6( ''),E e 3 2
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переходы в молекулах С26 и U@С26 разрешены, а
какие запрещены с точки зрения симметрии.

Можно показать, что в энергетическом спек-
тре молекулы с группой симметрии D3h разреше-
ны следующие переходы:

(21)

Из анализа энергетических спектров (8), (11),
(15) и (21) следует, что фуллерен С26 имеет 45 раз-
решенных переходов, молекула U@С26 имеет
44 разрешенных перехода. Разрешенные перехо-
ды в молекулах С26 и U@С26 показаны вертикаль-
ными стрелками на рис. 2 и 3 соответственно. Из
рисунков видно, в результате внедрения атома
урана в фуллерен С26 семь разрешенных перехо-
дов исчезают с двух связывающих орбиталей с
энергией  так как четыре электрона, пере-
шедших с атома урана на фуллерен С26, заполняют
четыре свободных энергетических состояния на
двух связывающих орбиталях с энергией 

↔ ↔ ↔ ↔
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Рис. 2. Энергетический спектр С26 с группой симмет-
рии D3h. Вертикальными стрелками показаны разре-
шенные переходы.
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Рис. 3. Энергетический спектр U@С26 с группой сим-
метрии D3h. Вертикальными стрелками показаны
разрешенные переходы.
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При этом появляются шесть новых переходов со
связывающих орбиталей с энергией 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследование фуллерена С26 с группой сим-
метрии D3h в рамках модели Хаббарда в прибли-
жении среднего поля показало, что в основном
состоянии в этом фуллерене энергетический уро-
вень  дважды вырожден и на этом уровне
находятся две связывающие орбитали, при этом
электроны на них отсутствуют. Это приводит к
тому, что фуллерен С26 с группой симметрии D3h

является неустойчивой молекулой. Образование
эндофуллерена U@С26 приводит к образованию
устойчивой молекулы за счет перехода четырех
электронов от атома урана на фуллерен С26. Кро-
ме того, данные исследования показали, что в
формировании оптических спектров поглощения
молекул С26 и U@С26 участвуют 45 и 44 разрешен-
ных переходов соответственно.

16( ').E e

16( ')E e

Отметим также, что исследования оптических
свойств фуллеренов C60 и С70, выполненные в
рамках модели Хаббарда [18, 19], показали хо-
рошее соответствие между экспериментальны-
ми данными и теоретическими результатами. Это
позволяет считать, что модель Хаббарда в прибли-
жении среднего поля достаточно хорошо описыва-
ет электронные свойства углеродных наносистем.
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