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Приведен сравнительный анализ моделей смешения, используемых в радиофизике для описания
эффективных свойств композитных материалов, сформулированы ограничения применимости мо-
делей смешения и критерии проверки их корректности. Выбраны две наиболее общие модели, учи-
тывающие трансформацию структуры композита при изменении его состава. Рассмотрена пробле-
ма соответствия выбранной модели результатам эксперимента. Показано влияние структуры ком-
позита на частоту максимума и форму линии его диэлектрического поглощения. Из проведенного
анализа следует, что усложнение моделей по сравнению с уже известными и увеличение числа опре-
деляемых из эксперимента параметров нецелесообразно при имеющейся погрешности измерений
состава, материальных параметров (диэлектрической и магнитной проницаемостей) композита, а
также существенном вкладе размерных и поверхностных эффектов, не учитываемом в квазистати-
ческих моделей смешения.
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ВВЕДЕНИЕ

Большая часть используемых в технике и встре-
чающихся в природе материалов является гетеро-
генными системами. Модели смешения (физи-
чески обоснованные формулы, связывающие свой-
ства смеси со свойствами и концентрацией ее
компонентов) используют для расчета широкого
круга явлений переноса в гетерогенных средах, а
также состава и структуры этих сред: в медицине
для оценки пористости костной ткани по измере-
ниям ее импеданса [1], в химии для оценки коэф-
фициентов диффузии [2], в геологии для оценки
влагопроницаемости почв (ламинарное течение
жидкости по порам) [3, 4] в теплофизике для оцен-
ки теплопроводности композитов [5, 6], в меха-
нике для расчета модуля упругости и скорости
звука [7, 8] и т.д. Классические бинарные (двух-
комонентные) модели (формулы Максвелла Гар-
нетта [9], Брюггемана [10], Ландау–Лифшица–
Лоенги [11, 12]) выведены из первых принципов
и являются строгими, но описывают идеализи-
рованные структуры, редко встречающиеся на
практике. Дальнейшее развитие теории шло по
пути использования коэффициентов, определя-
емых из эксперимента. Обзорные работы по свя-

зи свойств композита и его компонентов извест-
ны с 50-х гг. [13, 14], но подобные работы продол-
жают появляться до настоящего времени [15–17],
что свидетельствует об отсутствии удовлетвори-
тельного решения и, соответственно, об актуаль-
ности этой проблемы.

Наиболее высокие требования к формулам сме-
шения предъявляет радиофизика, в рамках кото-
рой и проводится представленный ниже анализ
известных моделей смешения. В радиофизике
обычно требуется описание динамических ма-
териальных параметров композитов, а именно за-
висящих от частоты комплексных диэлектриче-
ской и магнитной проницаемостей, тогда как
известные модели смешения выведены в статиче-
ском приближении. В них не рассматривается
масштаб неоднородности в композите по отно-
шению к длине волны и игнорируется тот факт, что
динамические параметры композита могут быть
обусловлены не только свойствами составляющие
его компонентов, но и, например, гранулометри-
ей, формой и чистотой поверхности электропро-
водящих частиц. Частично эти проблемы решают-
ся введением эффективных свойств частиц напол-
нителя. Эффективные свойства частицы, в отличие
от свойств составляющего ее вещества, могут за-
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висеть от ее формы, размера, чистоты поверхно-
сти и т.д.

При анализе композита (гетерогенной систе-
мы) с требуемыми свойствами (упругостью, про-
водимостью, диэлектрической или магнитной
проницаемостью и т.д.) необходимо усреднить
эти свойства по объему системы путем введения
эффективных (соответствующих гомогенной си-
стеме) параметров, корректно учитывающих струк-
туру композита. С практической точки зрения при
этом возникают две задачи: (1) вычисление вос-
приимчивости смеси по составу и восприимчиво-
сти ее компонентов (прямая задача смешения) и
(2) определение восприимчивости одного из ком-
понентов смеси по измеренной восприимчивости
смеси и ее составу (обратная задача смешения).
Решению этих задач препятствует неопределен-
ность в выборе модели смешения из множества
известных (табл. 1–4) даже в бинарных системах.

Цель настоящей работы – анализ и сравнение
моделей смешения применительно к оценке вы-
сокочастотной магнитной проницаемости метал-
ла, прямое измерение которой невозможно из-за
влияния скин-эффекта, а также высокочастот-
ной диэлектрической проницаемости компози-
тов с электропроводящими включениями. Дета-
ли вывода конкретных моделей смешения можно
найти в обзорных статьях, цитируемых выше.

Для анализа и сравнения моделей смешения,
как правило, исследуют концентрационные се-
рии композитных образцов. Обычно использует-
ся жидкое полимерное связующее, наполненное
частицами исследуемого металла известных раз-
меров и формы. Для измерений проницаемости
необходимы образцы заданных размеров и фор-
мы, поэтому после перемешивания частиц на-
полнителя и связующего смесь отверждается (за
счет полимеризации, охлаждения и т.д.). Измеря-
ют комплексные материальные параметры серии
образцов, содержание частиц металла в которых
меняется от единиц объемных процентов до вели-
чины, ограниченной доступной технологией при-
готовления композита.

Обзор имеет следующую структуру. В разд. 2 рас-
смотрена связь уравнений диффузионного перено-
са с характеристической функцией Бергмана–
Милтона и формулами смешения и определены
понятия обобщенной проводимости и нормиро-
ванной восприимчивости. В разд. 3 рассмотрены
способы учета динамических эффектов за счет
введения эффективных свойств частиц наполни-
теля. В разд. 4 сформулированы принципы отбо-
ра и систематизации формул смешения и рас-
смотрен учет анизотропии смеси. В разд. 5 фор-
мулы систематизированы по группам, оценены
их области применимости и ограничения. В разд. 6
проведено сравнение концентрационных и ча-
стотных зависимостей диэлектрической прони-

цаемости, описываемых моделями смешения для
композитов с электропроводящими частицами. В
разд. 7 рассмотрены спектральные геометриче-
ские функции основных моделей смешения. В
разд. 8 рассмотрены проблемы эксперименталь-
ной верификации моделей смешения.

2. УРАВНЕНИЯ
ДИФФУЗИОННОГО ПЕРЕНОСА,

СВЯЗЬ С МОДЕЛЯМИ СМЕШЕНИЯ

В твердом теле (здесь рассматриваются только
твердые композиты), где какие-либо механиче-
ские, например, конвективные, потоки невоз-
можны, актуальным является лишь механизм
диффузионного переноса (массы, заряда, темпе-
ратуры, и т.д.), когда движущей силой потока  яв-
ляется исключительно градиент скалярного поля
(потенциала ).

Рассматриваемые композиты не имеют внут-
ренних источников, поэтому в любой точке такой
гетерогенной системы дивергенция потока равна
нулю  В пределах каждого однофазного
участка системы  или

(1)

То, что магнитное поле не является потенциаль-
ным, не препятствует использованию уравнения
Лапласа (1) при поставленных граничных услови-
ях, когда замыкающие потоки проходят вне рас-
сматриваемой системы.

Решение интегрального уравнения переноса в
такой системе сводится к закону переноса, связы-
вающего поток с градиентом потенциала через
скалярный множитель, являющийся обобщен-
ной проводимостью  Частными случаями зако-
на переноса являются закон Фика в случае пере-
носа массы, где  является коэффициентом диф-
фузии,  является концентрацией; закон Фурье
для переноса тепла, где  является теплопровод-
ностью,  – температурой; закон Ома для стати-
ческого переноса заряда, где  является электро-
проводностью,  – электрическим потенциалом;
закон Хагена–Пуазейля для ламинарного пере-
носа жидкости, где  является функцией вязко-
сти и параметров канала (поры),  является гра-
диентом давления, и т.д.

Для однозначного решения уравнения переноса
в случае гетерогенной системы достаточно знать
геометрическую конфигурацию этой системы,
обобщенную проводимость каждого компонента
системы и потенциал на граничных поверхностях.
В общем случае для получения интегрального урав-
нения переноса требуется решение системы диф-
ференциальных уравнений в частных производ-
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ных для локальных полей на границах раздела
фаз [19, 20].

Необходимо отметить, что в таком чисто струк-
турном подходе отсутствует концентрация ком-
понентов в явном виде, и он не учитывает особен-
ности переноса на границе раздела фаз гетероген-
ной системы, например, контактные явления при
расчете электропроводности [21, 22]. Пренебре-
жение явлениями на границе раздела фаз являет-
ся недостатком всех известных моделей смеше-
ния (см. разд. 3).

Результатом решения уравнения переноса явля-
ется характеристическая геометрическая функ-
ция Бергмана–Милтона, связывающая отношение
обобщенной проводимости смеси к соответствую-
щей проводимости включений (частиц наполни-
теля)  (или обратную ей величину)
со структурой (с геометрической конфигурацией)
системы [19, 20]. Существенным для практиче-
ских задач недостатком такого подхода является
отсутствие однозначной связи обобщенной про-
водимости Λ с концентрацией p компонентов ге-
терогенной системы.

При выводе моделей смешения обычно ис-
ходят из какой-либо умозрительной структуры
смеси, а модель лишь описывает изменение этой
структуры, обусловленное изменением концентра-
ции компонентов смеси. В этом случае характери-
стическая геометрическая функция уже включает
в себя в качестве параметров и объемную концен-
трацию p, и форму включений (форм-фактор N,
разд. 4). Таким образом, она становится функцио-
нальной зависимостью  спе-
цифичной для конкретной модели смешения.

При анализе модели смешения удобнее поль-
зоваться не характеристической, а спектральной
геометрической функцией, а именно зависимостью
плотности распределения форм-факторов кла-
стеров включений (спектром эффективных форм-
факторов) от концентрации включений 
(разд. 7) [24]. В литературе анализ спектральных
геометрических функций предлагаемых моделей
смешения встречается редко [26, 27, 30], хотя вид
частотной дисперсии материальных параметров
смеси определяется как свойствами компонен-
тов, так и спектральной геометрической функци-
ей (разд. 6, 7).

Для облегчения сравнения моделей, использу-
емых в различных дисциплинах, все приведенные
ниже формулы записаны в терминах обобщенной
восприимчивости, т.е. обобщенной проводимо-
сти, нормированной на соответствующую прово-
димость компонента, являющегося непрерывной
средой или матрицей. Переход от диэлектриче-
ской ε или магнитной μ проницаемости к соответ-
ствующей восприимчивости χ упрощает сравне-
ние и адаптацию рассматриваемых моделей для

mix inclm = Λ Λ

( ) ( )mix incl ,m p p= Λ Λ

( ),b n p

расчета любой обобщенной проводимости [13, 21],
описывающей процесс диффузионного переноса в
бинарной смеси: заряда (электропроводность σ),
электрической и магнитной поляризации (ди-
электрическая ε и магнитная μ проницаемости),
массы (коэффициент диффузии), тепла (коэффи-
циент теплопроводности), механического напря-
жения (модуль Юнга), и т.д. Так, например, нор-
мированная диэлектрическая восприимчивость
частиц и смеси записывается как  и

 где ε – диэлектрическая проницае-
мость. Индекс 1 относится к частицам наполните-
ля (металла в рассматриваемом случае), индекс 2 –
к полимерной матрице, индекс 3 – к смеси. За-
метим, что при немагнитной матрице ( )
нормированная восприимчивость совпадает с об-
щепринятым определением магнитной восприим-
чивости: для частиц металла  а для сме-
си  где  – магнитная проницаемость
частицы, – магнитная проницаемость смеси.

Приведенные выше обозначения используют-
ся далее для единообразия записи и удобства срав-
нения моделей смешения.

3. ЭФФЕКТИВНЫЕ СВОЙСТВА ЧАСТИЦ, 
УЧЕТ ДИНАМИЧЕСКИХ ЭФФЕКТОВ

В известных моделях смешения принимается,
что свойства компонентов постоянны и не зави-
сят от концентрации компонентов и условий из-
мерения. Эти модели описывают только стати-
ческие параметры и не учитывают особенности
переноса на границе частиц (контактные явления,
например). Частично это ограничение снимается
учетом эффективных свойств компонентов. Так,
наличие оксидной оболочки на частицах металла
учитывается введением конформной диэлектри-
ческой “скорлупы” с соответствующей коррекци-
ей объемной доли частиц наполнителя и их эф-
фективных свойств [13, 29, 35]. При расчете элек-
тропроводности смеси делаются оценки площади
контакта частиц, зависящей от морфологии сме-
си, и вводится контактная проводимость, отлич-
ная от проводимости массивного компонента
смеси [21, 22].

Расчет динамических свойств смеси осложня-
ется тем, что частотная дисперсия диэлектриче-
ской и магнитной проницаемостей частицы зави-
сит не только от свойств составляющего ее метал-
ла, но и от ее размеров и формы [30–33]. Так, на
частоте f эффективные (с учетом скин-эффекта)
свойства частиц с диэлектрической проницаемо-
стью ε1 и магнитной проницаемостью μ1 в виде сфер
диаметром d определяются их оптической толщи-
ной  В этом выражении ε1 и μ1 –

12 1 2 1χ = ε ε −
32 3 2 1,χ = ε ε −

2 1μ =

12 1 1,χ = μ −
32 3 1,χ = μ − 1μ

3μ

0 1 0 12 .fdθ = π ε ε μ μ
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внутренние проницаемости материала частицы,
 

Для частиц металлов диэлектрическая прони-
цаемость определяется электропроводностью σ и
частотой f:  Эффективная вос-
приимчивость сферических частиц определяется

как  =  [11, 34], тонких пле-

нок (дисков или чешуек толщиной d) – как 

=  [30], сильно вытянутых эллипсоидов

(иголок, волокон, нитей) – как  =

=  Здесь J0 и J1 – функции

Бесселя, μ1 – магнитная проницаемость, d – диа-
метр нити [35].

Приведенные оценки вклада скин-эффекта
являются грубыми по двум причинам. Во-пер-
вых, оптическая толщина θ точно определена
только для сфер, бесконечных пленок и беско-
нечных нитей. Во-вторых, эти оценки не учиты-
вают распределение частиц наполнителя по раз-
мерам и форме.

Необходимо отметить, что динамические эф-
фекты не сводятся только к скин-эффекту. Когда
длина l вытянутой частицы ( ) сопоставима с
длиной волны λ, следует учитывать полную ком-
плексную проводимость частицы. При 
проводимость имеет индуктивный характер. Ин-
дуктивность L нити приближенно определяется

как  [11]. Тогда эффективная вос-

приимчивость проводящей нити  обусловле-
на не только восприимчивостью материала нити,
но также ее размерами l, d и частотой f [35]:

(2)

При этом дисперсия диэлектрической воспри-
имчивости композита с такими частицами может
иметь резонансный характер (см. разд. 6).

При неупорядоченном расположении отрезков
высокопроводящих нитей в композите помимо
омических потерь появляются потери на излуче-
ние, обусловленные излучением нитей как полу-
волновых диполей [35].

Другой размерный эффект проявляется в маг-
нитной восприимчивости композита. Он обуслов-
лен тем, что частота ферромагнитного резонанса
частиц с минимальным размером d, близким или
меньшим размера домена, определяется не только
материалом частицы, но и ее формой [30–32]. По-
этому динамическая магнитная проницаемость, в

12
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отличие от статической, является эффективным
свойством, характеризующим скорее конкретную
частицу, чем составляющее ее вещество.

Из-за этих эффектов в моделях смешения для
расчета высокочастотных свойств композитов
вместо восприимчивости материала включения 
приходится использовать эффективную воспри-
имчивость  зависящую еще от формы и раз-
меров включения.

4. ПРИНЦИПЫ ОТБОРА, 
СРАВНЕНИЯ И ВЕРИФИКАЦИИ 

МОДЕЛЕЙ СМЕШЕНИЯ
Общее число опубликованных формул смеше-

ния сложно подсчитать точно, многие из них дуб-
лируют друг друга, являются эмпирическими или
применимыми для каких-либо частных случаев,
поэтому при анализе формул смешения необхо-
димо, прежде всего, сформулировать принципы
их выбора и сравнения.

Выбранные формулы группируются ниже по ти-
пу структуры смеси и по числу параметров, которые
определяются из экспериментальных данных.

Выбранные формулы должны физически кор-
ректно описывать частотную дисперсию комплекс-
ных материальных параметров смеси, в которой
контраст проводимостей  компонентов мо-
жет меняться от нуля до бесконечности. Формулы
должны учитывать форму включений, обычно ха-
рактеризуемую коэффициентом деполяризации N,
и порог перколяции pc (концентрацию включе-
ний, выше которой они образуют бесконечные
кластеры).

Необходимо заметить, что величину pc фор-
мально определяют как переход от изолятора к про-
воднику, то есть при  на пороге перколяции
наблюдается разрыв производной восприимчиво-
сти по концентрации включений  За-
метим, что при таком определении величина pc
зависит от отношения размеров образца (или в ди-
намике длины волны λ) к радиусу перколяции, ко-
торый, в свою очередь, зависит от размеров включе-
ний. При конечных размерах образца, включений,
конечной восприимчивости включений  и
неизбежных флуктуациях концентрации включе-
ний p, эффект перколяции удобнее рассматри-
вать как фазовый переход второго рода, где ве-
личине pc соответствует точка перегиба на кон-
центрационной зависимости восприимчивости.
В реальных композитах именно наличие макси-
мума  положение которого на оси кон-
центрации не зависит от величины  является
проявлением эффекта перколяции (фазовый пе-
реход является перестройкой структуры, которая
не зависит от величины обобщенной проводимо-

12χ

12eff ,χ

1 2Λ Λ
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32 .p∂χ ∂ = ∞

12χ < ∞
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сти Λ1 или восприимчивости χ12 включений, то
есть ). Величина максимума  и
ширина переходной зоны  обусловлены флук-
туациями концентрации компонентов по объему
образца.

Для учета эффектов, не описываемых в рамках
первых принципов, в формулы могут вводиться
параметры, подбираемые из обработки экспери-
ментальных данных. Число этих параметров долж-
но быть минимальным, а сами параметры долж-
ны иметь ясный физический смысл.

В известных моделях смешения частицы ап-
проксимируются эллипсоидами вращения, фор-
ма которых описывается двумя осями. В зависи-
мости от объемной концентрации один или оба
компонента бинарной смеси рассматриваются
как сильно вытянутые или сплюснутые эллипсо-
иды; при этом отношение длины осей эллипсои-
да (удлинение или эксцентриситет) может быть
близко к нулю для чешуек, к бесконечности для
нитей, или к единице для сфер. Ограничения на
отличие формы частиц от сферической обуслов-
лено в настоящем обзоре приближенным учетом
анизотропии смеси, заключающемся в учете не
действительной, а эффективной концентрации
частиц. При этом учитываются лишь частицы,
большая ось которых параллельна возбуждающе-
му электрическому или магнитному полю. Этот
подход справедлив только для частиц с коэффи-
циентами деполяризации N ≈ 1/3 (сферы), N → 0
(нити и диски). Таким образом, приводимые ни-
же формулы описывают изотропные композиты
со сферическими частицами, анизотропные од-
номерные композиты с волокнами и плоско-ани-
зотропные композиты с чешуйками или дисками.
Для изотропных композитов с волокнами эффек-
тивная концентрация составляет 1/3 от реальной
концентрации волокон; для изотропных компо-
зитов с чешуйками эффективная концентрация
составляет 1/2 от реальной концентрации чешу-
ек. Этот метод широко используется для оценки
свойств изотропного композита с частицами,
сильно отличающимися от сфер [32]. При незна-
чительных отличиях формы частиц от сфериче-
ской зависимостью поляризуемости частицы от
направления обычно пренебрегают.

Известно много публикаций, посвященных ана-
лизу и классификации моделей смешения [14–16].
Модели обычно сравнивают на основе физиче-
ских предположений, на которых они построены,
при этом различие в числе параметров, подбирае-
мых из экспериментальных данных, из сравнения
выпадает. Эти параметры обычно связаны с эф-
фектами, которые не учитывают в моделях, выве-
денных из первых принципов. Таким образом,
оценки области применимости той или иной мо-
дели строго в литературе не рассматривали.

( )12cp f≠ χ 32 p∂χ ∂
cpΔ

Применимость выбранной модели смешения
к исследуемым композитам обычно оценивается
по величине среднеквадратичного расхождения
(невязке) между экспериментальной и расчетной
восприимчивостью серии образцов композитов с
различной концентрацией частиц наполнителя.
Предполагается, что чем меньше невязка иссле-
дуемой восприимчивости, тем точнее выбранная
модель описывает исследуемый композит. Такой
общепринятый подход имеет низкую селектив-
ность к тестируемым формулам и часто не позво-
ляет выбрать наиболее подходящую формулу из
нескольких, удовлетворительно описывающих
свойства концентрационной серии образцов, да-
же при известных свойствах компонентов смеси.

Оценка применимости выбранной модели сме-
шения к композитам заданного качественного со-
става (т.е. из заданных компонентов) является су-
щественно более сложной, чем простое сравнение
расчета по выбранной модели с измеренной зави-
симостью материального параметра смеси от кон-
центрации ее компонентов. Несоответствующая
структуре смеси модель может быть с успехом ис-
пользована для интерполяции измеренной зави-
симости материального параметра от концентра-
ции, являясь в то же время лишь эмпирической
формулой с какими-то формальными параметра-
ми, как, например, в работе [30]. При этом экстра-
поляция по ошибочно выбранной модели в сторо-
ну больших концентраций частиц наполнителя
будет давать неизвестную погрешность. Попытка
применить явно ошибочную модель смешения
для расчета другого материального параметра той
же смеси с иным контрастом в свойствах компо-
нентов ведет к высокой невязке с измеренными
данными [31].

Использование эмпирических формул огра-
ничивается тем, что они неприменимы для опи-
сания широкого круга свойств компонентов сме-
си, а их область применимости неизвестна.

Восстановление микроволновой магнитной
проницаемости металлических включений из изме-
рений соответствующей проницаемости композита
осложняется тем, что высокочастотная проницае-
мость (и, следовательно, контраст свойств компо-
нентов смеси) изменяется из-за частотной диспер-
сии от единицы до нескольких сотен или выше в
зависимости от используемого ферромагнитного
сплава. Определяемые аппроксимацией экспери-
ментальных данных параметры ошибочно выбран-
ной формулы смешения (восприимчивость на-
полнителя  является не параметром, а исходной,
или наоборот, искомой величиной) меняются с ча-
стотой аналогично контрасту проницаемостей 
или  тогда как параметры верной формулы
смешения не должны зависеть от частоты. В ре-
альных измерениях динамической восприимчи-
вости подобранные параметры зависят от часто-

12χ

1 2ε ε
1 2 ,μ μ
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ты для любой модели из-за ошибок измерения, а
также потому, что все модели справедливы лишь
для идеализированных упрощенных структур сме-
си. Поэтому выбор модели смешения формаль-
но является задачей математической статистики
(чем сильнее зависимость параметров модели от
контраста восприимчивостей при одном и том же
числе подбираемых параметров, тем менее досто-
верна тестируемая модель). К сожалению, подоб-
ные вероятностные оценки применимости той или
иной модели смешения мало актуальны для прак-
тических задач.

Более близкий к практике метод верификации
выбранной модели смешения предложен в рабо-
тах [30, 31]. Он основан на том, что в исследуемой
серии различающихся по составу образцов изме-
ряют как минимум две различные по физической
природе обобщенные проводимости, имеющие для
одних и тех же компонентов смеси разный кон-
траст свойств, но одинаково зависящие от струк-
туры смеси.

Таким методом восстанавливается магнитная
проницаемость металлических частиц [30, 31],
которая меняется в широких пределах в зависи-
мости от частоты. В качестве второй обобщенной
проводимости выбрана диэлектрическая прони-
цаемость смеси. Для одних и тех же образов ком-
позитов измеряются высокочастотные диэлектри-
ческая и магнитная проницаемости. Объемное со-
держание частиц в образцах варьируется от нуля
до максимума. Максимальное наполнение огра-
ничивается хрупкостью образцов и используемой
технологией их изготовления.

Чем меньше влияет концентрация металличе-
ских частиц в композите на восстановленную ча-
стотную зависимость магнитной проницаемости
частиц, тем точнее выбранная модель смешения
описывает исследуемые композиты. Соответствен-
но, тем ближе полученная частотная зависимость
магнитной проницаемости к реальным свойствам
частиц металла.

Для упрощения выбора и верификации моде-
лей смешения необходимо систематизировать и
критически сравнить известные модели. Это поз-
волит оценить области применимости и ограни-
чения рассматриваемых моделей и исключить из
процедуры верификации модели, явно неподхо-
дящие для описания свойств исследуемых компо-
зитов.

Из литературы известно более пятидесяти мо-
делей смешения. Число оригинальных формул
много меньше, так как одни и те же формулы выво-
дятся несколько раз и называются по именам но-
вых авторов. Так формула Максвелла Гарнета, за-
писанная для эллипсоидальных включений, на-
зывается формулой Оллендорфа [37], формула
Брюггемана [10] имеет названия формул Полде-
ра–Ван Сантена, Дас–Дас Гупта или Рао [38–40].

Дополнительным осложнением является то,
что при цитировании формулы редактируют или
видоизменяют для описания конкретных образ-
цов; видоизмененная формула часто имеет мало об-
щего с оригинальной. Например, формула Винера
обычно записывается в виде  или в
терминах нормированной восприимчивости:

(3)

где  и 
На самом деле выражение (3) является лишь

упрощением формулы Винера [41] для анизо-
тропного композита, в котором оба компонента
образуют взаимопроникающую анизотропную сло-
истую или нитевидную структуру. В этой структуре
слои или нити ориентированы параллельно внеш-
нему полю. Оригинальная формула Винера слож-
нее и включает, как дополнительный параметр, ве-
личину локальной восприимчивости  вблизи
частицы наполнителя

Модели, рассматриваемые в данном обзоре,
отобраны по следующим принципам. Эти модели
должны описывать комплексные материальные
параметры и их частотную дисперсию (комплекс-
ные диэлектрическую ε(f) и магнитную μ(f) про-
ницаемости) композита при восприимчивости
включений (см. разд. 2) от нуля до бесконечно-
сти. Модели должны учитывать форму включе-
ний (коэффициент деполяризации N) и порог
перколяции. Формулы смешения должны вклю-
чать в себя минимальное число подбираемых из
эксперимента параметров, а эти параметры долж-
ны иметь ясный физический смысл.

Из рассмотрения исключаются численные ал-
горитмы (их обзор представлен в работе [17]) и
модели, применимые лишь к каким-либо частным
структурам смеси, формам включений [42], огра-
ниченному контрасту свойств компонентов [43],
диапазону концентраций и т.д.

В частности, оригинальная формула Винера [41]
не рассматривается, так как используемая в ней
величина локальной восприимчивости в общем
случае не определена, и формула не дает явной
функциональной связи между составом смеси, ее
проводимостью и проводимостью компонентов.

В зависимости от объемной доли p один или
оба компонента можно рассматривать как вытя-
нутые или сплюснутые эллипсоиды [44]. Отно-
шение длины поперечного размера эллипсоида d
к длине оси вращения D (эксцентриситет или
удлинение) может быть близким к нулю (диски
или хлопья), к бесконечности (нити или волок-
на), или к единице (сферы). Коэффициент депо-
ляризации, или форм-фактор N, входящий в боль-
шинство формул смешения как определяемый из
эксперимента параметр, является функцией экс-
центриситета  [25, 30, 31, 44–46]. Для нитей

3 1 1 2 2,p pε = ε + ε

32 12 1,pχ = χ

12 1 2 1χ = ε ε − 32 3 2 1.χ = ε ε −

local2χ

d D
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(вытянутых эллипсоидов при d/D > 1) минималь-
ный коэффициент деполяризации (вдоль оси
вращения) вычисляется как:

(4)

Для дисков (при ) коэффициент депо-
ляризации минимален (вносит основной вклад в
поляризуемость) в плоскости диска:

(5)

Максимальный вклад в поляризуемость частицы
вносит минимальный коэффициент деполяри-
зации.

Ограничение на отклонение от сферичности,
неявно присутствующее в большинстве моде-
лей, накладывается приближенным учетом ани-
зотропии смеси с помощью эффективной кон-
центрации (доли частиц, взаимодействующих с
однородным внешним полем). Этот учет точен для
сферических частиц (N = 1/3) и для частиц с форм-
фактором, близким к нулю (волокна 

 и диски  ).
Рассматриваемые ниже модели описывают изо-

тропную смесь в случае сферических частиц, од-
номерную одноосно анизотропную смесь в случае
волокон, двумерную плоско анизотропную смесь в
случае дисков. Очевидно, что учет анизотропии ме-
тодом эффективной концентрации (разд. 3) являет-
ся приближенным [25], но более точный учет, об-
щий для всех моделей смешения, неизвестен.

В обзоре приведены оригинальные выражения
из первоисточников, однако ради удобства срав-
нения эти выражения переписаны в терминах
нормированной восприимчивости (нормирован-
ной обобщенной проводимости, см. раздел 2). Из
удобства классификации и сравнения, представ-
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ленные формулы разделены по группам (таблицам)
с одинаковым числом подбираемых из экспери-
мента параметров.

Внутри каждой таблицы в столбцах формулы
сгруппированы по типу структуры, принципу вы-
вода или области применимости.

5. КЛАССИФИКАЦИЯ
МОДЕЛЕЙ СМЕШЕНИЯ

Модели смешения, отобранные в соответствии
с изложенными выше принципами, представле-
ны в табл. 1–4. В правой колонке таблиц пред-
ставлены формулы, полученные дифференциро-
ванием по концентрации формул, описывающих
смеси с симметричной структурой [28], а также
полученные для случая малого контраста прони-
цаемостей компонентов [11].

Эти формулы выделены в отдельную группу
из-за малой чувствительности к структуре смеси.

В табл. 1 приведены классические формулы,
выведенные для смесей, содержащих сфериче-
ские включения. Эти формулы не имеют эмпири-
ческих параметров и не допускают отклонения от
идеализированных гипотетических структур, для
которых они были выведены.

Формула Максвелла–Гарнетта (известная так-
же как формула Клаузиуса–Моссотти и Лоренц–
Лорентца) и формула Брюггемана (первая и вто-
рая колонки) имеют ограниченную примени-
мость и низкую точность, так как даже идеально
сферические частицы агрегируются в кластеры с
эффективной формой, отличающейся от сфери-
ческой. Вывод этих формул основан на том, что
суммарная поляризуемость включений, помещен-
ных в среду, являющуюся либо матрицей (компо-
нент 2), либо самой смесью (компонент 3) обу-
словливает проницаемость однородной эффек-
тивной среды.

В настоящее время эти формулы представляют
скорее исторический интерес, тем не менее их
выводили и публиковали повторно [48–51] с не-
значительными вариациями, претендующими на
увеличение точности. В современной практике

Таблица 1. Строго выведенные модели, не имеющие эмпирических параметров

Матричные структуры Симметричные структуры Малый контраст свойств компонентов

прямая формула
Клаузиус–Мосотти, 1850;
Лорентц–Лоренц, 1880;
Максвелл–Гарнетт, 1904;
Вагнер, 1914

симметричная формула Брюггеман, 
1936

Ландау–Лифшиц–Лоенга, 1938, 1965
 Лихтенекер, 1926,

 асиммет-
ричная формула Брюггемана, низкое наполне-
ние 1935, формула Ханая (обобщение на 
динамические свойства), 1968
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эти формулы обычно используют без должных про-
цедур верификации (разд. 4), оказываясь при этом
лишь популярными эмпирическими формулами
для интерполяции экспериментальных данных.

Экспоненциальные [12, 28, 52] и логарифми-
ческие [53, 54] формулы, полученные дифферен-
цированием по концентрации формул для сим-
метричной [28] или матричной [52] смеси, широко
используются в геологии для оценки влагопрони-
цаемости почв, несмотря на ограничение по кон-
трасту свойств компонентов. Для согласования с
экспериментальными данными в оригинальные
формулы включаются эмпирические коэффици-
енты, полученные выражения известны как фор-
мулы Арчи и Топпа [3, 4, 55, 56].

Исключением из ограничения по контрасту
свойств компонентов является асимметричная
формула Брюггемана, примененная Ханаем для
расчета динамических свойств [52]. Эта формула
известна в двух вариантах, для низкой и для высо-
кой концентраций компонента 1 (табл. 2) [28].

В табл. 2 представлены формулы, в которых
учитывается форма включений как выбираемый
из эксперимента эмпирический параметр. Ис-
ключением является формула Мусала–Хана–Бу-
ша [57], полученная применением формул для
прямой и инверсной матричной смесей и рассмот-
рением новых квазикомпонентов (  и ) в каче-
стве наполнителя и матрицы. В ней эмпирический
параметр  предназначенный для достижения

aχ bχ

fit,P

согласия между теорией и экспериментом, не име-
ет физического обоснования. Последовательное
применение нескольких моделей смешения встре-
чается и в более новых публикациях [57, 58]. Од-
нако анализ частотной дисперсии динамической
восприимчивости, а также геометрической спек-
тральной функции показывает, что последова-
тельное применение формул, описывающих раз-
личные структуры смеси, приводит к физически
некорректным результатам (к появлению ложных
максимумов спектральной геометрической функ-
ции и соответствующих им пиков поглощения).

Заметим, что в формулах табл. 2 форма вклю-
чений аппроксимируется эллипсоидом вращения
с коэффициентом деполяризации, или форм-фак-
тором N. При этом формулы табл. 2 и далее опи-
сывают восприимчивость анизотропных смесей с
эллипсоидами, параллельными внешнему (элек-
трическому для проводимости или диэлектриче-
ской проницаемости, магнитному для магнитной
проницаемости) полю, тогда как формулы табл. 1
описывают свойства изотропных смесей со сфе-
рическими частицами.

Именно отличная от сферической форма вклю-
чений и их ориентация определяют анизотро-
пию всего композита. Наиболее интересными для
практики являются композиты, наполненные либо
сильно вытянутыми эллипсоидами (иголки или
волокна), либо, напротив, сильно сплюснутыми
эллипсоидами (диски, чешуйки, хлопья). Такое
отличие формы частиц от сферической и оправ-

Таблица 2. Модели с эмпирическим форм-фактором N компонента 1 (включений)

Матричные структуры Гибридные структуры Симметричные структуры
Малый контраст

свойств компонентов, 
дифференциальные формулы

обобщенная прямая
формула Максвелла
Гарнетта,
Оллендорф, 1931,
Оделевский, 1947

обобщенная инверс-
ная формула Максвелл
Гарнетта

Мусал–Хан–Буш, 1988

 

обобщенная симметрич-
ная формула Брюггемана

когерентный потенциал 
1968

Лоенга–Бойль, 1985,

Лихтенеккер–Ротер, 1931

асимметричная формула Ханай–
Брюггеман для низкого напол-
нения,
Буссиан, Бонед–Пейреласс, 1983

асимметричная формула Брюгге-
мана для высокого наполнения,
Семенов, 2018
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дывает применение метода эффективных кон-
центраций для учета хаотической ориентации не-
сферических включений в изотропных компози-
тах. Учет является приближенным, так как в нем
не учитывают поляризуемость эллипсоидов, ори-
ентированных перпендикулярно внешнему полю
(вкладом больших коэффициентов деполяриза-
ции). При этом метод эффективных концентра-
ций неприменим к включениям с формой, близ-
кой к сферической (N ~ 0.3).

Приведенные в табл. 2 формулы широко при-
меняются в расчетах в настоящее время, поэтому
рассмотрим их подробнее.

Из них наиболее известны обобщенные для
эллипсоидов вращения формулы Максвелла Гар-
нетта [13, 37] и симметричная формула Брюггема-
на. Формула Максвелла Гарнетта может быть за-
писана в двух вариантах. Обычно используется
формула для прямой матричной смеси (6):

(6)

Инверсная формула Максвелла–Гарнетта (7)
описывает смесь, в которой роли матрицы (ком-
понент 2) и включений (компонент 1) инвертиро-
ваны [28] и форм фактор N относится к компо-
ненту 2:

(7)

Для анизотропной смеси прямая и инверсная
(при ) формулы Максвелла–Гарнетта (6),
(7) совпадают с границами Хашина–Штрикмана
[18], включающими физически допустимые вели-
чины обобщенной проводимости для изотропного
композита.

Отличительной чертой моделей симметрично-
го типа является учет появления сквозной прово-
димости по кластерам включений при концентра-
ции включений, равной порогу перколяции 
В моделях матричного типа (6), (7) такая проводи-
мость появляется при  либо при  В мо-
дели Брюггемана для сферических частиц (табл. 1)

Широко используемое обобщение симмет-
ричной формулы Брюггемана на несферические
частицы (8) является физически противоречивым
(компоненты симметричной бинарной смеси мо-
гут иметь одинаковую форму только в случае
сфер, иначе появляется третий компонент – по-
ры) [28, 61] и некорректным (например, расхож-
дение с формулой (7) при  [62]). Помимо
этого, симметричная модель Брюггемана прене-
брегает важными физико-химическими эффек-
тами, определяющими агрегацию частиц в гете-
рогенной системе (смачивание, технология пере-
мешивания, и т.д.).
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1 3.cp =

1 1p →

В результате в этой модели порог перколяции
определяется исключительно формой частиц на-
полнителя и равен их форм-фактору 

(8)

Более новая и малоизвестная модель когерент-
ного потенциала [60] дает зависимость восприим-
чивости смеси от наполнения, близкую к обобщен-
ной симметричной модели Брюггемана, и имеет
все ее недостатки. Отличие формулы когерентно-
го потенциала (9) от формулы Брюггемана (8)
лишь в том, что порог перколяции оказывается не-
сколько меньше коэффициента деполяризации:

(9)

Отличительно чертой моделей симметричного
типа, осложняющей решение задач смешения, яв-
ляется наличие двух корней.

Обобщенные на несферические включения сте-
пенная [38]:

(10)

и логарифмическая [47, 48] модели,

(11)

учитывают более высокую поляризуемость эл-
липсоидов по сравнению со сферами (табл. 2, ко-
лонка 4). Формулы (10), (11) наследуют ограниче-
ние низкого контраста свойств компонентов сме-
си, свойственное исходным формулам (табл. 1,
колонка 3). Это ограничение ведет к нулевому по-
рогу перколяции ( ), проявляющемуся при
расчетах с электропроводящим наполнителем [19].
Очевидно, что степенная и логарифмическая мо-
дели [45, 53, 54] не могут описывать восприимчи-
вость смесей диэлектрика с резистивным мате-
риалом.

Более гибкой является асимметричная модель
Брюггемана, обобщенная Буссианом [63] и Хана-
ем [52] для эллипсоидальных включений. По ана-
логии с прямой и инверсной формулами Макс-
велла Гарнетта получены две асимметричных
формулы Брюггемана–Буссиана [10, 63]. Пер-
вая (12) получена дифференцированием (8) для
смеси с низкой концентрацией компонента 1,
вторая (13) – для смеси с высокой концентрацией
компонента 1 [10, 28, 52]. При этом модель (12)
оказывается близка к прямой (6), а (13) – к ин-
версной (7) моделям Максвелла Гарнетта.

Модель Брюггемана–Буссиана–Ханая описы-
вает S-образную зависимость  с точкой пе-
региба, похожую на зависимость, свойственную
перколяционным моделям. Но положение точки
перегиба  в формулах (12), (13) зависит от

:cp N≡

( )
( ) ( )

12 32 32

12 32 32

(1 ) .
1 1 1 1

p p
N N N

χ − χ − χ=
+ χ + χ − + χ −

( )12 32 32

12 32 32

(1 ) .
1 1

p p
N
χ − χ − χ=

+ χ + χ + χ

( ) ( ) ( ) ( )1/ 1 2 1/ 1 2
32 121 1 1 1N Np− − χ + − = χ + − 

( ) ( ) ( )χ + = − χ +32 12lg 1 1 lg 1p N

0cp =

( )32
'' pχ

( )32
'' pχ



356

ФИЗИКА МЕТАЛЛОВ И МЕТАЛЛОВЕДЕНИЕ  том 122  № 4  2021

СТАРОСТЕНКО и др.

восприимчивости включений χ12, поэтому моде-
ли Брюггемана–Буссиана–Ханая не описывают
эффект перколяции:

(12)

(13)

Недостатки обоих асимметричных формул
Брюггемана–Буссиана–Ханая те же, что и в ис-
ходной обобщенной симметричной формуле Брюг-
гемана (8). Эти модели “игнорируют имеющуюся
структуру смеси, при расчете эффекта от добав-
ления малого количества одного из компонен-
тов” [28].

Общий недостаток моделей (табл. 2), которые
учитывают форму включений и описывают эф-
фект перколяции, заключается в пренебрежении
эффектами, определяющими агрегацию включе-
ний, и, соответственно, оказывающими не менее
сильное влияние на величину порога перколяции pc
(критическое наполнение, или пороговую объем-
ную концентрацию включений), чем форма этих
включений.

В табл. 3 приведены формулы смешения с дву-
мя эмпирическими параметрами. Первым, как и
в более простых моделях предыдущей группы, яв-
ляется форм-фактор включений N. Вторым – по-
рог перколяции  который зависит не только от
формы включений, но и от ряда других факторов,
которые сложно определить и перечислить.

Простейшая из этих моделей, предложенная
Оделевским [13], является, по сути, формулой
Максвелла Гарнетта для анизотропной смеси с
регулярно расположенными эллиптическими вклю-
чениями (6). Отличие заключается в перенорми-
ровке концентрации включений на порог перко-
ляции (на диапазон наполнений, в пределах кото-
рого смесь сохраняет матричную структуру):

(14)
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Очевидными недостатками модели Оделев-
ского (14) являются ограниченный диапазон кон-
центраций (  тогда как корректные мо-
дели должны быть применимы в диапазоне

) и расхождение аппроксимации низкого
контраста проницаемостей со строгой формулой
Ландау–Лифшица–Лоенги [11, 12] вблизи 

За порогом перколяции предполагается, что
концентрационная зависимость проницаемости
смеси близка к популярной версии формулы Ви-
нера (3), в которой одним из компонентов являет-
ся смесь с критическим наполнением, а вторым –
компонент 1, из которого состоят включения.

Подход, предложенный Оделевским, является
кусочной сшивкой прямой матричной и симмет-
ричной моделей на пороге перколяции. Очевид-
но, что вблизи критического наполнения  точ-
ность такой модели низка, потому что эти струк-
туры сильно различаются и перестройка структуры
смеси в реальности происходит постепенно в ка-
ком-то переходном диапазоне концентраций. Бо-
лее корректна модель Сихволы [15, 39, 57], также
имеющая два эмпирических параметра:

(15)

Первым является, как и в модели Оделевского,
форм-фактор включений N, второй параметр a
Сихвола определяется как некий формальный
структурный параметр. Заметим, что оригиналь-
ная модель Сихволы (15) предполагает точное
описание изотропной смеси с несферическими
частицами с тремя разными размерами (различа-
ющимися форм-факторами ).

Для удобства сравнения формула (13) перепи-
сана для случая анизотропного композита с регу-
лярно ориентированными несферическими ча-
стицами (14), а восприимчивость изотропной смеси
учитывается методом эффективной концентрации
(см. разд. 2). При такой записи легко показать [30],

0 ,cp p< <

0 1p< <

.cp

cp

3
32

132 32 12
3

12
12

1 32 12

1
1 .

3
1

k k

k

k k

a
a Np

Np
a N

=

=

+ χ
χ + χ + χ=
χ

− χ
+ χ + χ





1 2 3N N N≠ ≠

Таблица 3. Модели с двумя эмпирическими параметрами

Матричные смеси Симметричные смеси

 Оделевский, 1947

Розанов–Колединцева–Древняк, 2012
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что формальный параметр a функционально связан
с порогом перколяции  а параметры
формулы Сихволы оказываются теми же парамет-
рами, что и в формуле Оделевского, с ясным физи-
ческим смыслом:

(16)

Модель Сихволы весьма универсальна, фор-
мула (16) может быть превращена в формулу
Максвелла Гарнетта (6), Брюггемана (8), когерент-
ного потенциала (9), за счет выбора соответствую-
щего значения порога перколяции (  

) [30]. Формула Оделевского (14)
при  также является частным случаем (16),
но лишь при бесконечном контрасте 

В отличие от (14), формула Сихволы (16) спра-
ведлива при  и учитывает неоднородное
взаимодействие включений за счет распределе-
ния эффективных форм-факторов, не учитывае-
мое в моделях матричного типа (разд. 7).

Легко показать, что симметричная формула
Брюггемана (8) приводит к  (заметим, что
модель (8) предполагает, что оба компонента сме-
си имеют одинаковую форму). Совместное реше-
ние (7) и (16) показывает, что при  компо-
нент 2, являющийся средой или матрицей, можно
описать форм-фактором  Таким образом,
модель Сихволы является моделью симметрич-
ной смеси с корректным учетом формы эллипсо-
идальных включений.

Следующую модель (формулу Розанова–Ко-
лединцевой–Древняка [65]) можно поместить и в
табл. 2, и в табл.3 потому, что третьим параметром
является мерность гетерогенной системы D (15).
При выводе принимается, что мерность может
принимать лишь фиксированные целочисленные
значения (D = 1, 2, 3). Для анизотропных компо-
зитов D = 1, 2, для изотропных – D = 3, поэтому
отнести мерность к эмпирическим параметрам
можно весьма условно. Анизотропия задается
технологией изготовления композита и не являет-
ся идеально линейной или плоской. В этой модели
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остается неясным описание композитов, не от-
носящихся к идеальным линейным, плоским или
объемным структурам (с мерностью ):

(17)

Оставшиеся два параметра (коэффициент де-
поляризации N и критическое наполнение ),
входящие в формулу (17), идентичны параметрам
формул Оделевского (14) и Сихволы (16). Необхо-
димо отметить, что геометрическая спектральная
функция выбрана в формуле (15) с одним максиму-
мом, поэтому форм фактор включений и мерность
смеси не связаны друг с другом, и применение ме-
тода эффективных концентраций к модели (17) не-
корректно. По этой же причине модель (17) при-
менима лишь к включениям с формой, близкой к
сферической 

В табл. 4 представлены формулы, имеющие три
параметра, определяемые из массива эксперимен-
тальных данных. Модель МакЛахлана [66] – мо-
дель эффективной среды (описывает смесь с сим-
метричной структурой). Первым эмпирическим
параметром является форм-фактор включений,
который входит во все модели, имеющие подго-
ночные параметры. Оставшиеся в формуле (18)
два свободных параметра – показатели экспо-
нент Ψ и Ω – формальные критические индексы,
т.е. эмпирические параметры, физический смысл
которых не определен:

(18)

Выражение (18) получено без строгого вывода
эвристически, и даже спустя 30 лет после публи-
кации [66] остаются сомнения в эксперименталь-
ном подтверждении и в физической корректно-
сти этой модели. В частности, формула (18) не
описывает частотную дисперсию диэлектриче-
ской проницаемости электропроводящих компо-
зитов (  где  – удельное сопротив-
ление, f – частота).
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Таблица 4. Модели с тремя эмпирическими параметрами
Матричные смеси Симметричные смеси

Старостенко–Розанов, 2020

МакЛахлан, 1992
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Недостатком наиболее пригодных по точности
для прикладных расчетов моделей Максвелла Гар-
нетта, Оделевского, Брюггемана и Сихволы явля-
ется то, что каждая из этих моделей применима
лишь к одной структуре смесей из трех возмож-
ных (прямая матричная, симметричная, обратная
матричная). Сходство между матричной и сим-
метричной структурами при низкой концентра-
ции компонента 1 (разд. 6, рис. 2, 3) является кажу-
щимся. Попытка описать в рамках одной модели
диэлектрическую и магнитную проницаемости (с
различным контрастом свойств компонентов) од-
ного и того же образца проявляет различие моде-
лей [5, 30, 31].

Более общей представляется модель [44],
учитывающая возможность инверсии матричной
структуры, при этом структура, подобная симмет-
ричной, рассматривается как переходная область

 в окрестности точки инверсии, которая обо-
значена аналогично порогу перколяции 

Одинаковые обозначения выбраны потому,
что величины критической концентрации и кон-
центрации инверсии матричной структуры близ-
ки при малой ширине переходной области, хотя и
имеют разный физический смысл:

(19)
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Вывод формулы (19) основан на предположе-
нии о том [44], что локальная в окрестности
включения восприимчивость  (восприимчи-
вость среды, в которой по модели Винера [41] на-
ходится включение) является средним между вос-
приимчивостями прямой  и обратной  мат-
ричных смесей. В моделях, описывающих смеси с
симметричной структурой, среда имеет воспри-
имчивость смеси  в моделях с матричной струк-
турой, среда – один из компонентов смеси. В ин-
версно-матричной модели (19) восприимчивость

 определяется как взвешенное среднее меж-
ду восприимчивостями прямой  и обратной

 матричных смесей (только такое
усреднение описывает эффект перколяции [44]):

Локальная концентрация включений флукту-
ируют относительно средней по объему образца
величины p, характеризующей композит. Пред-
полагается, что разброс локальных концентраций
относительно средней по образцу концентрации
p описывается нормальным (гауссовым) распре-
делением. При этом весовой множитель w, входя-
щий в формулу (17) является кумулятивным (инте-
гральным) гауссовым распределением локальной
концентрации, нормированной на отклонение от
точки инверсии :

(20)

Величина флуктуации δ в этом распределении
является стандартным отклонением и определя-
ется технологией изготовления композита. Это
стандартное отклонение δ является третьим (по-
мимо N и ) параметром, определяемым из экс-
перимента. Оно определяет диапазон переходных
концентраций  в котором локальное наполне-
ние  отличается от  на величину, не превыша-
ющую  с вероятностью 95%: 
Внутри переходной области образуется структу-
ра, близкая по свойствам к симметричной, за пре-
делами  флуктуации концентрации не влияют
на структуру композита (смесь остается либо пря-
мой, либо инверсной матричной).

При выводе формулы (17) закон распределе-
ния Гаусса (18) выбран как наиболее вероятный,
но было показано (рис. 1), что закон распределения
можно заменить на простое аппроксимирующее
выражение практически без потери точности [44]:

(21)
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Рис. 1. Зависимость весового множителя w от кон-
центрации включений для  (точки), 
(сплошная линия),  (пунктир) и  Се-
рым тоном залита область структурного перехода 
для  Черные линии соответствуют распределе-
нию (20), серая – аппроксимирующей формуле (21)
для  При  кривые, рассчитанные по форму-
лам (20) и (21), совпадают с графической точностью.
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Несмотря на кажущуюся сложность инверсно-
матричной модели (17), решение прямой и обрат-
ной задач смешения для этой модели проще, чем
для моделей симметричного типа (14), так как
формула (17) имеет единственное решение, не
требующее выбора физически значимого корня.

Из приведенной выше классификации для
дальнейшего анализа имеет смысл выбрать наи-
более универсальные модели, представляющие
интерес для практических расчетов. Очевидно,
что модели без эмпирических параметров описы-
вают лишь идеализированные гипотетические
структуры, не встречающиеся в реальности. Так-
же нецелесообразно анализировать модели с огра-
ничением по контрасту обобщенных проводимо-
стей компонентов, так как эти модели являются
асимптотикой более общих моделей и не учитыва-
ют влияние формы включений. Выбор сужается
еще больше, если учесть, что обобщенные модели
Максвелла–Гарнетта, Брюггемана и когерентно-
го потенциала, имеющие один эмпирическиий
параметр, являются частным случаем модели Си-
хволы с двумя параметрами. Обобщенные модели
Максвелла–Гарнетта являются частным случаем и
модели Сихволы, и инверсно-матричной модели.

Таким образом, интерес представляет анализ
наиболее общих, но полученных из разных подхо-
дов моделей, а именно, модели Оделевского (14)
как обобщение модели (6), асимметричной модели
Брюггемана–Ханая (12), модели Сихволы (16) и
модели с инверсией матричной структуры (19).

6. КОНЦЕНТРАЦИОННЫЕ И ЧАСТОТНЫЕ 
ДИСПЕРСИИ ВОСПРИИМЧИВОСТИ

В РАЗЛИЧНЫХ МОДЕЛЯХ СМЕШЕНИЯ
Сравнение выбранных моделей смешения про-

ведено методом компьютерного моделирования.
Из приведенного выше многообразия моделей для
расчетов выбраны наиболее общие из тех, которые
не имеют ограничений на контраст свойств ком-
понентов и описывают эффект перколяции. Так
как все модели симметричного типа являются
частными случаями модели Сихволы (16), то рас-
сматриваются результаты расчета комплексной
восприимчивости по формулам (16), (19), (12).

Расчеты по формулам Максвелла Гарнетта и
частному случаю формулы Винера (3) приведены
как ограничение области допустимых для анизо-
тропной смеси значений восприимчивости (гра-
ницы Хашина–Штрикмана [18]).

Форма включений и порог перколяции выбра-
ны близкими к величинам, встречающимся на
практике для композитов, наполненных сфери-
ческими частицами:   [30, 31].
Включения считаются электропроводящими с
удельной проводимостью σ1 = 55.62 Ом–1 м–1. На

0.33,cp = 0.24N =

постоянной частоте f мнимая часть восприимчи-
вости смеси  связана с проводимостью σ:

 ( ). Таким об-
разом, контраст диэлектрических проницаемо-
стей компонентов смеси  является ком-
плексной величиной, зависящей от частоты. В
расчетах моделируется измерение диэлектрической
проницаемости на частоте  обеспечива-
ющей контраст в два порядка в проницаемости
компонентов смеси:  Ве-
личины проводимости и частоты выбраны для от-
четливого проявления эффекта перколяции и для
того, чтобы пики диэлектрического поглощения,
описываемые различными моделями смешения,
для удобства совмещения кривых на одном гра-
фике находились при средних наполнениях в
диапазоне частот 3–30 ГГц.

На рис. 2 представлены результаты расчетов по
наиболее общим моделям (16), (19). На рис. 3
представлены результаты расчетов по модели
Брюггемана–Ханая (12), описывающей эффект
перколяции (12), а также по модели Максвелла–
Гарнетта (6). Заливкой на рис. 2б, 3б выделена об-

ласть допустимых значений  в границах [18].
Инверсно-матричная модель с тремя свобод-

ными параметрами (19) является наиболее гиб-
кой, изменением ширины области инверсии можно
получить концентрационные зависимости воспри-
имчивости  (рис. 2), подобные зависимостям
для симметричных моделей (16) и кусочно-матрич-
ной модели Оделевского (14) (рис. 3). Для смесей
симметричного типа модель Сихволы (16) является
более строгой и общей, поэтому в переходной 
области формула (19) может иметь большую по-
грешность, чем (16).

Вид годографа концентрационной зависимо-
сти восприимчивости смеси  специфичен
для каждой модели смешения. Так, в моделях с
кусочной сшивкой прямой матричной с симмет-
ричной (14), или инвертированной матричной
структурой при отсутствии флуктуаций наполне-
ния  (19) эта сшивка проявляется в виде из-
ломов. По виду этого годографа часто можно
определить модель, соответствующую исследуе-
мому композиту, аналогично тому, как по виду го-
дографа частотной дисперсии восприимчивости
можно определить тип (форму) линии поглоще-
ния (сравним рис. 2а, 2в, 3а, 3в и рис. 4а, 4б, 5а, 5б).

Проблема в том, что построение по экспери-
ментальным данным концентрационного годо-
графа восприимчивости смеси возможно лишь в
отдельных случаях, так как получение двухфаз-
ных композитов с закритическим ( ) напол-
нением твердыми частицами представляет боль-
шие технологические проблемы (растет хруп-

32
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кость, появляется неконтролируемая пористость
и композит становится трехфазным, что выходит
за границы применимости бинарных моделей).

При концентрации включений меньше кри-
тической ( ) сравнение с эксперимен-
тальными концентрационными зависимостями ди-
электрической восприимчивости позволяет отсеять
модели, лишь явно не соответствующие исследуе-
мому композиту. Выбор между моделями с одина-
ковым числом свободных параметров, например,
(14), (16), только по концентрационным зависимо-
стям восприимчивости проблематичен [5, 31, 44].

0.75 cp p<

Рис. 3. Зависимость а) действительной, б) мнимой ча-
стей (залита область Хашина–Штрикмана) воспри-
имчивости смеси от концентрации; в) годограф ком-
плексной восприимчивости смеси при 

  Сплошные линии соответствуют
асимметричной модели Брюггемана–Ханая (12),
пунктирные – модели Оделевского (14), точечные –
модели Максвелла–Гарнетта (6).
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Рис. 2. Зависимость а) действительной, б) мнимой ча-
стей (залита область Хашина–Штрикмана) воспри-
имчивости смеси от концентрации p; в) годограф
комплексной восприимчивости смеси при

   Черные сплошная,
пунктирная и точечная линии соответствуют модели
с инверсией матрицы (19) при  Серые
линии соответствуют модели Сихволы (16), сплош-
ная  пунктир  Точками на годогра-
фе отмечено положение  Чем меньше величина
флуктуаций δ, тем ближе порог перколяции (серая
точка) к точке инверсии матричной структуры (чер-
ная точка).
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В противоположность концентрационным го-
дографам, построение годографов частотной дис-
персии восприимчивости (рис. 4б, 5б) по резуль-
татам измерений комплексной восприимчивости
проблем не представляет.

Очевидно, что структура композита определя-
ет форму спектра диэлектрического поглощения
наравне с проводимостью, размерами и формой
частиц наполнителя. Впервые эта связь была вы-
ведена в работе [34] для композита, наполненного
сферическими электропроводящими частицами и
описываемого моделью Максвелла Гарнетта (6).
Сравнение частотных (рис. 4б, 5б) и концентраци-
онных (рис. 2в, 3в) годографов показывает, что в
композитах с матричной структурой и электро-
проводящими включениями диэлектрическое по-
глощение является релаксационным с единствен-
ным временем релаксации (линия Дебая) (22)

(22)( ) ( ) ( )rel0 1 .f i f Fχ = χ +

Для удобства сравнения с графиками частот-
ных зависимостей восприимчивости (рис. 4, 5)
выражения, описывающие спектр поглощения,
записаны в терминах текущей частоты  частоты
релаксации  и статической восприимчивости

 В этом случае, с точки зрения радиофизики
композит можно рассматривать как набор иден-
тичных RC-цепочек. Совместное решение (14),
(22) (для оценок выбрана модель (14), как более об-
щая по сравнению с (6)) позволяет определить и ча-
стоту  максимума потерь, и их величину 

(23)

(24)
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Рис. 4. Частотная зависимость мнимой части воспри-
имчивости (спектр поглощения) – а; б – годограф
(частота растет против часовой стрелки) комплекс-
ной восприимчивости композита с 20 об. % частиц с
проводимостью (σ1 = 55.62 Ом–1 м–1) при 
Инверсно-матричная модель (19) представлена чер-
ными линиями, сплошной – , пунктиром –

. Серыми линиями представлена модель Си-
хволы (16), сплошной –  пунктиром –
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Рис. 5. Частотная зависимость мнимой части воспри-
имчивости (спектр поглощения) – а; б – годограф
(частота растет против часовой стрелки) комплекс-
ной восприимчивости композита с 20 об. % частиц с
проводимостью (σ1 = 55.62 Ом–1 м–1) при 
Сплошной линий представлена асимметричная мо-
дель Брюггемана–Буссиана–Ханая (12), пунктиром –
модель Максвелл Гарнетта (6), точками – модель
Оделевского (14) с 
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Величина максимальных потерь  опреде-
ляется исключительно концентрацией и формой
включений, частота максимума потерь  опре-
деляется также проводимостью включений и ди-
электрической проницаемостью матрицы 

В композитах с тем же наполнителем и сим-
метричной или инверсно-матричной структурой
линия поглощения близка при докритическом
наполнении к линии Гавриляка–Негами [67], в
которой имеется асимметричное распределение
времен релаксации:

(25)

В этом выражении параметр  характеризует
ширину распределения времен релаксации,  –
его асимметрию.

Заметим, что пренебрежение абсолютным
максимальным размером (учет только скин-эффек-
та) не позволяет получить наблюдаемую в экспери-
ментах с высокопроводящими волокнами [35]
резонансную дисперсию диэлектрической прони-
цаемости, с лоренцевой формой (26) линии по-
глощения:

(26)

В этом выражении  – текущая частота,  –
резонансная частота,  – коэффициент затуха-
ния,  – статическая восприимчивость.

Резонансное поглощение описывается моде-
лями смешения только в том случае, когда учитыва-
ется размер включения, нормированный на длину
волны (когда учитывается его индуктивность L).

При этом композит можно рассматривать как
набор идентичных резонансных RCL-цепочек [35],
а годограф частотной дисперсии восприимчиво-
сти трансформируется при уменьшении коэффи-
циента затухания, из полуокружности в окруж-
ность при  (при  и  выра-
жение (26) трансформируется в (22)).

Характерным отличием инверсно-матрич-
ной (19) от модели Сихволы (16) является одно-
временное (при ) наличие в модели (19)
двух механизмов поглощения: за счет статиче-
ской проводимости и за счет релаксационной
дисперсии восприимчивости. В модели (16) в за-
висимости от концентрации включений наблю-
дается лишь один из этих механизмов поглоще-
ния. Так, на годографе (рис. 4б, черный пунктир)
появляется линейный участок, а на частотной за-
висимости мнимой части диэлектрической воспри-
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имчивости  появляется подъем (рис. 4а),
обусловленный статической проводимостью.

В противоположность этому, в моделях с сим-
метричной структурой смеси линия поглощения
при приближении к порогу перколяции уширяет-
ся, смещается в низкочастотную сторону, но
смесь остается изолятором. За порогом перколя-
ции статическая проводимость растет с увеличе-
нием концентрации включений, а действитель-
ная часть восприимчивости падает. Именно это
различие может позволить разделить модели сме-
шения, описывающие близкие концентрацион-
ные зависимости диэлектрической восприимчи-
вости (рис. 2).

Для иллюстрации различий в спектрах погло-
щения, описываемых различными моделями сме-
шения для одинакового состава смеси, на рис. 6
представлены трехмерные зависимости мнимой
части восприимчивости  от частоты f и кон-
центрации p включений для моделей Максвелла
Гарнетта (6), Брюггемана–Ханая (12), Оделев-
ского (14), Сихволы (17) и инверсно-матричной
модели (19).

Проводимость и форма включений соответ-
ствуют выбранным для графиков на рис. 2–4 (σ1 =
= 55.62 Ом–1 м–1, ). В связи с широким
диапазоном изменения восприимчивости (10–10 ≤

 ≤ 1010), частоты (100 МГц ≤ f ≤ 100 ТГц), а так-
же с необходимостью представления спектра по-
глощения и при малых, и при близких к единице
концентрациях включений ( ), по осям
концентрации p и восприимчивости χ'' (рис. 6) вы-
брана логарифмическая система координат. На
всех графиках при малых концентрациях включе-
ний ( ) видна линия поглощения в области
10–12 ГГц. Приближение к порогу перколяции
( ) вызывает изменение механизма погло-
щения с релаксационного на поглощение за счет
проводимости всего композита.

Понижение частоты вызывает увеличение кон-
траста проницаемостей компонентов смеси 
и соответствующее увеличение скачка восприим-

чивости  на пороге перколяции  В модели
Максвелла Гарнетта (6) порог перколяции соот-
ветствует материалу включений  а перегиб,

наблюдающийся на зависимости  в моде-
ли (12) при высокой концентрации включений,
не является перколяционным переходом. В асим-
метричной модели Брюггемана–Ханая концен-
трация p, соответствующая точке перегиба, зави-
сит от частоты (от контраста ). В моделях
перколяционного типа (14), (16), (19) концентра-
ция, соответствующая точке перегиба, от частоты
не зависит.
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Рис. 6. Зависимость мнимой части диэлектрической восприимчивости смеси от объемной концентрации p прово-
дящих включений (σ1 = 55.62 Ом–1 м–1, ) и частоты f [Гц]: а – для модели Максвелла Гарнетта (6); б – для
асимметричной модели Брюггемана–Буссиана–Ханая (12); в – для модели Оделевского (14) при  г – для мо-
дели Сихволы (16) при  д – для инверсно-матричной модели смешения (19) при  и 
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Совместное решение формул смешения (12),
(16), (19) с наиболее общей формулой, описываю-
щей спектр поглощения (25), аналогичное сов-
местному решению формул (23), (24) для матрич-
ной смеси, невозможно. Проблема в том, что более
сложные модели смешения (12), (16, (19) описы-
вают спектры поглощения, для которых формула
Гавриляка–Негами (25) является лишь грубым
приближением. Тем не менее соответствие эф-
фективного (вероятнейшего) коэффициента де-
поляризации и частоты максимума потерь (23)
сохраняются.

Распределение времен релаксации определя-
ет форму спектра поглощения. Оно обусловлено
распределением форм-факторов кластеров вклю-
чений. При этом вид частотной дисперсии ди-
электрической восприимчивости смесей с про-
водящими включениями связан со спектраль-
ной геометрической функцией, описывающей
плотность распределения форм-факторов кла-
стеров при заданной концентрации и форме
включений [24].

7. СПЕКТРАЛЬНЫЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ 
ФУНКЦИИ МОДЕЛЕЙ СМЕШЕНИЯ

Вывод моделей смешения основан на гипотезе
о конкретной структуре композита, поэтому то-
пология спектральной геометрической функции
специфична для каждой модели смешения, а дан-
ные по частотной зависимости одного материаль-
ного параметра образца композита из компонен-
тов с известными свойствами могут использо-
ваться для восстановления любой обобщенной
проводимости этого образца [30, 31, 44, 64].

Известно несколько методов определения плот-
ности распределения эффективных форм-фак-
торов (спектральной геометрической функции
Бергмана–Милтона)  из зависимости вос-
приимчивости смеси  от объемной концен-
трацией включений p, характеризуемых форм-
фактором N [19, 20, 61]. Проще всего спектраль-
ная геометрическая функция выбранной формулы
смешения определяется методом Гоша–Фукса [24]:

(27)

Расчет (27) основан на том, что эффективная
восприимчивость идеально проводящего класте-
ра включений определяется его текущим форм-
фактором n:  Формальный пара-
метр  – величина, пропорциональная
удельному сопротивлению кластера включений,
а текущий форм-фактор n – аргумент геометри-
ческой спектральной функции.

Заметим, что текущий эффективный форм-фак-
тор n характеризует кластер включений и отлича-

( )b n
( )32 pχ

( ) ( )[ ]32 120

1 lim , , .
s

b n p N
p →

= χ χ
π

( ) 1
12 .n is −χ = − +

0s →

ется от исходного форм-фактора N одиночной ча-
стицы (  лишь при ).

Спектральные геометрические функции экс-
поненциальных и логарифмических формул сме-
шения рассмотрены в работах [27, 69]. Ниже рас-
сматриваются спектральные функции наиболее
общих моделей смешения (см. разд. 6).

В моделях матричного типа (6), (14) форма
включений одинакова и увеличение концентра-
ции ведет к одинаковому удлинению всех класте-
ров, поэтому для этих моделей плотность распре-
деления форм-факторов является дельта-функ-
ций, смещающейся с ростом концентрации p к

 при  (6), или при  (14).
На рис. 7–9 приведены зависимости плотно-

сти распределения форм-факторов кластеров от
концентрации p и исходной формы N включений,
рассчитанные для моделей (12), (16), (19). Под
трехмерными картами спектральных геометриче-
ских функций  приведено их сечение при
концентрации включений ниже порога перколя-
ции  близкой к порогу перколяции 
и превышающей порог перколяции 

Сравнение трехмерных карт геометрической
спектральной функции (рис. 7–9) показывает, что
при увеличении концентрации включений до по-
рога перколяции все модели описывают форми-
рование кластеров, образующих удлиненные це-
почки из исходных включений. Коренное отличие
анализируемых моделей от моделей с матричной
структурой (6), (14) в том, что в последних длина
всех цепочек идентична и зависит только от кон-
центрации и исходной формы включений.

Плотность распределения эффективных (опи-
сывающих форму кластеров частиц) форм факто-
ров моделей (6), (14) представляет собой δ-функ-
цию. Увеличение концентрации включений ведет
к уменьшению эффективного форм-фактора. Бес-
конечный (с ) кластер образуется для мо-
дели Оделевского (14) при  а для модели
Максвелла–Гарнетта (6) при 

Модели (12), (16), (19) также описывают
уменьшение эффективного форм-фактора по
сравнению с форм-фактором отдельного вклю-
чения  но одновременно с увеличением кон-
центрации включений растет и разброс форм
факторов  относительно наивероятнейшей ве-
личины  Закон распределения эффективных
форм-факторов как функция концентрации и
исходной формы включений определяется вы-
бранной моделью смешения.

Наиболее простой закон распределения (рис. 6),
описывающий монотонное уплощение кривой
плотности распределения и сдвиг максимума с
увеличением концентрации включений к 

n N= 0p →

0n = 1p = cp p=

( ), ,b n N p

,cp p! cp p≈
.cp p>

eff 0N =
,cp p=

1.p =

,N

n
eff .N

eff 0N =
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при p = pc, задается асимметричной моделью
Брюггемана–Буссиана–Ханая (10).

В модели Сихволы (16) закон распределения
(рис. 7) сложнее. Увеличение концентрации вклю-
чений выше порога перколяции  ведет к од-
новременному образованию бесконечно длинных
кластеров с  (плотность распределения
близка к δ-функции) и коротких фрагментов с
широким распределением по длинам в модели
Сихволы (16).

cp p>

eff 0N =

В инверсно-матричной модели (19) приближе-
ние к точке инверсии ведет к образованию двух раз-
дельных пиков плотности распределения эффек-
тивных форм-факторов (рис. 8). Пик с 
тоже соответствует формированию длинных кла-
стеров, но в отличие от модели (16) здесь наблюда-
ется широкое распределение кластеров по длинам
при незначительной доле бесконечных кластеров с

 Положение второго пика обусловлено и
исходной формой отдельного включения, и кон-
центрацией. Как и в модели (16), он обусловлен

eff 0N →

eff 0.N =

Рис. 7. Зависимость плотности распределения эф-
фективных форм-факторов  от форм-фактора
кластеров для низконаполненной асимметричной
модели Брюггемана–Буссиана–Ханая (12) при форм-
факторе исходных включений  – а; сечение

 при концентрации включений p = 0.01, 0.33, 0.68
более темная и толстая линия соответствует большей
концентрации – б.
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Рис. 8. Плотность распределения эффективных
форм-факторов для модели Сихволы (16). Трехмер-
ный график вверху представляет зависимость b(n) от
объемной концентрации  и форм-фактора класте-
ров при  исходных включений. Затемнение
поверхности соответствует увеличению  – а; се-
чение поверхности  для концентрации включе-
ний p = 0.02, 0.33, 0.6; более темная линия соответ-
ствует большей концентрации – б.
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ориентацией близких по форме кластеров перпен-
дикулярно внешнему полю, но в инверсно-мат-
ричной модели этот пик плотности распределения
форм-факторов близок по форме к Δ-функции.
При   представляет собой сумму двух
Δ-функций, первая соответствует бесконечным
кластерам, ориентированным вдоль поля, вторая –
перпендикулярно полю.

1p → ( )b n

Знание спектральной геометрической функ-
ции необходимо для правильного выбора модели
по форме спектра поглощения. Измерение ча-
стотной зависимости диэлектрического погло-
щения  композитов с электропроводящими
включениями ( ) может быть допол-
нительным (помимо концентрационной зависи-
мости восприимчивости ) условием, поз-
воляющим выбрать модель смешения, наиболее
соответствующую структуре исследуемого ком-
позита.

Спектры диэлектрического поглощения (рис. 4,
5) и спектры плотности распределения эффектив-
ных форм-факторов (рис. 7б–9б) функционально
связаны. Казалось бы, достаточно измерить зависи-
мость  образца композита с известным содер-
жанием ( ) электропроводящих включе-
ний, чтобы определить его геометрическую спек-
тральную функцию  Знание этой функции
позволяет решать прямую и обратную задачу
смешения для любой обобщенной проводимости

 исследуемого образца, так как характеристи-
ческая геометрическая функция  =
=  определяется лишь структурой
этого образца.

В более общем случае по измеренным зависимо-
стям диэлектрического поглощения серии компо-
зитов от концентрации частиц и частоты 
(рис. 6) и спектрам плотности распределения эф-
фективных форм-факторов  (рис. 7а–9а)
можно выбрать модель смешения, наиболее кор-
ректно описывающую исследуемые образцы.

Описанные выше подходы на практике не реа-
лизованы из-за ряда проблем.

Во-первых, восстановление спектральной гео-
метрической функции из дисперсионной зависи-
мости комплексной восприимчивости композита
является некорректной задачей [68], а возможное
решение [70] осложняется тем, что частицы ре-
альных порошков неоднородны по форме.

Во-вторых, в случае композитов с частицами
металлов, максимум поглощения оказывается в
области жесткого ультрафиолета (оценка частоты
релаксации по формуле (23) для сфер железа дает
при  ). В этом диапазоне и раз-
мер частиц металла, и расстояние между ними на-
много превышают длину волны  мкм. К
тому же учет скин-эффекта является приближен-
ным для несферических частиц, в нем не учитыва-
ется гранулометрическое распределение частиц, а
поверхностная проводимость дисперсных порош-
ков может существенно отличатся от удельной
проводимости металла.

( )32'' fχ
1 1 02 fε = π σ ε

32( )pχ

( )32'' fχ
constp =

( ) .b n

mixΛ
mix inclm = Λ Λ

( ) ( )32 121 1χ + χ +

( )32'' ,f pχ

( ),b n p

cp p! ≈ 16
rel 10 ГцF

Λ ≈rel 0.01

Рис. 9. Плотность распределения эффективных
форм-факторов для инверсно-матричной (19) при

 Трехмерный график вверху представляет за-
висимость  от объемной концентрации  и форм-
фактора кластеров при  исходных включе-
ний. Затемнение поверхности соответствует увеличе-
нию b(n) – а; б – сечение поверхности  для кон-
центрации включений p = 0.2, 0.33, 0.6; более темная
линия соответствует большей концентрации.
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В-третьих, наблюдаемые в микроволновой об-
ласти широкие полосы диэлектрического погло-
щения композитов с высоким содержанием ме-
таллических включений [30–32, 71] имеют низ-
кую интенсивность и плохую воспроизводимость
тонкой структуры. Это обусловлено, по-видимому,
поверхностными и контактными явлениями, выхо-
дящими за рамки бинарных моделей смешения.

Поэтому для верификации модели при восста-
новлении магнитной проницаемости частиц ме-
талла обычно используют не спектры диэлектри-
ческого поглощения, а данные по концентрацион-
ной зависимости статической или низкочастотной
диэлектрической проницаемости [30, 44].

8. ВЫВОДЫ

Анализ моделей смешения показывает, что
для интерполяции измеренных концентрацион-
ных зависимостей обобщенной восприимчивости
смеси можно использовать практически любую из
описанных формул. Но формула, выбранная без
проверки соответствия модели структуре компо-
зита, является лишь эмпирическим уравнением.
Так модели, не имеющие определяемых из экспе-
римента параметров (табл. 1), верны лишь для
идеализированных структур, редко встречаю-
щихся в реальности. Ошибка в выборе модели
проявляется при экстраполяции эксперимен-
тальных данных в область более высоких концен-
траций включений и, в радиофизике, в описании
частной дисперсии восприимчивости композита.
Наиболее жесткие требования к корректности
выбора модели смешения проявляются при по-
пытке экстраполировать концентрационную за-
висимость комплексной восприимчивости смеси
на неизвестную восприимчивость материала вклю-
чений. Расчеты показывают, что расхождение меж-
ду величинами  предсказываемыми моделями
(12), (14), (16), (19), являющимися наиболее общи-
ми из рассмотренных (табл. 2–4), может состав-
лять несколько порядков.

Для выбора корректной модели смешения не-
обходимо проводить исследования концентра-
ционной зависимости нескольких различных по
физической природе и контрасту величин обоб-
щенной восприимчивости (в радиофизике такими
величинами могут являться, например, магнитная
и диэлектрическая восприимчивости). Чем ближе
структура композита к структуре в основе выбран-
ной модели, тем меньше невязка с измеренными
данными в описании всех восприимчивостей при
выбранных параметрах модели (разд. 4). При этом
в практических расчетах, по мнению авторов, це-
лесообразно использовать наиболее общие моде-
ли смешения (16), (19), так как остальные модели
являются, по сути, их частными случаями, полу-
чающимися при искусственном введении связи
между порогом протекания и формой частиц, при

12,χ

ограничении контраста в проницаемостях ком-
понентов смеси, и т.д.

Необходимо отметить, что погрешность мето-
дов измерения и состава, и восприимчивости
смеси растет с увеличением концентрации вклю-
чений. Известные методы [24, 56, 72] измерения
микроволновой диэлектрической и магнитной
проницаемостей имеют относительную погреш-
ность порядка 10% (точную величину погрешно-
сти привести невозможно, эта величина зависит
от многих факторов: частоты, тангенса потерь,
величин восприимчивости, методики измерений,
и т.д.), пикнометрическая погрешность измерения
концентрации включений имеет тот же порядок.

Здесь же следует упомянуть эффекты, влияю-
щие на восприимчивость смеси, но не рассматри-
ваемые бинарными моделями смешения. Это,
прежде всего, гранулометрическое распределе-
ние включений, влияющее на микроструктуру
смеси. Во-вторых, это поверхностные эффекты,
из-за которых свойства вещества на поверхности
и в объеме включения различаются. Например,
проводимость контактов между включениями
может быть существенно ниже объемной прово-
димости включений. Это может сказаться как на
проводимости смеси за порогом перколяции, так
и на вкладе скин-эффекта в динамическую вос-
приимчивость включения. Попытка учета свойств
поверхностного слоя приводит к тому, что смесь
престает быть бинарной.

Кроме того, квазистатические модели смеше-
ния имеют дополнительные погрешности, расту-
щие с увеличением частоты. Так, при линейном
размере (длине нити) высокопроводящего вклю-
чения, близком к длине волны, частотная диспер-
сия диэлектрической восприимчивости стано-
вится резонансной, а линия Дебая (22) превраща-
ется в линию Лоренца (26). Высокочастотная
магнитная восприимчивость оказывается также
зависимой от абсолютного размера (толщины)
включений. В результате модели смешения свя-
зывают высокочастотную восприимчивость ком-
позита со свойствами конкретных частиц, а не
вещества. Пересчет восприимчивости частицы на
удельные свойства вещества является грубо при-
ближенным, использует дополнительные парамет-
ры, определяемые экспериментально, и, строго го-
воря, выходит за рамки моделей смешения.

При погрешностях измерений концентрации
компонентов p и восприимчивости смеси χ32 поряд-
ка 10%, а также при пренебрежении контактными
явлениями и грубом учете размерных эффектов
(гранулометрическое распределение частиц обыч-
но заменяют монодисперными частицами с наи-
вероятнейшим размером и формой), статистиче-
ски достоверное разделение моделей (16) и (19)
проблематично. Поэтому, по мнению авторов,
усложнение квазистатической модели смешения,
например, за счет учета мультипольного взаимо-
действия включений, и увеличение числа опреде-
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ляемых из эксперимента параметров выше трех
нецелесообразно.

Работа выполнена при частичной поддержке
РФФИ  (грант 20-52-53020).
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