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Обзор посвящен различным экспериментальным и теоретическим исследованиям магнитных и
транспортных свойств сверхпроводников второго рода. Основной интерес представляют исследо-
вания особенностей поведения вихревой системы, ее динамики и взаимодействия с центрами пин-
нинга – дефектами. Подробно рассмотрены два широко используемых метода численного модели-
рования вихревой системы: Монте-Карло и молекулярной динамики. Описаны эффекты, исследо-
ванные данными методами, такие как различные фазовые переходы в решетке вихрей, ее плавление
и инверсная кристаллизация. Рассмотрены существующие модели слоистого анизотропного высо-
котемпературного сверхпроводника в магнитном поле, перпендикулярном и наклонном по отно-
шению к сверхпроводящим слоям. Описаны активно исследуемые и применяемые на практике ме-
тоды улучшения токонесущих характеристик сверхпроводника путем внедрения различных нано- и
микроскопических искусственных дефектов, в том числе имеющих ферромагнитное упорядочение.
Рассмотрены различные эффекты, наблюдаемые в композитных (в том числе многослойных)
структурах ферромагнетик–сверхпроводник, представляющие интерес по сей день.
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ВВЕДЕНИЕ

Сверхпроводники являются перспективными
материалами для различных электротехнических
приложений, поскольку обладают более высокими
токонесущими характеристиками по сравнению с
традиционными резистивными проводниками. От-
крытие высокотемпературных сверхпроводников
(ВТСП), сохраняющих свои сверхпроводящие
свойства при азотных температурах (77.4 K), при-
вело к новым возможностям применения дан-
ных материалов, что стимулировало интенсив-
ное исследование их магнитных и транспортных
свойств. Как известно, все ВТСП являются
сверхпроводниками второго рода, отличительная
особенность которых – переход в смешанное
(вихревое) состояние: уже при не слишком боль-
ших полях и токах в объем сверхпроводника на-
чинают проникать так называемые вихри Абри-
косова. Поведение вихрей и их взаимодействие с
дефектной структурой образца в значительной мере
определяют магнитные и транспортные свойства
всего материала. Дефекты являются областями с
пониженными сверхпроводящими свойствами,
поэтому вихрю, обладающему нормальной (не-
сверхпроводящей) сердцевиной, оказывается
энергетически выгодно закрепиться на дефекте
(центре пиннинга). Наиболее практически зна-
чимым параметром для ВТСП служит критиче-
ский ток jc, при котором вихревая решетка срыва-
ется с дефектов и начинает движение, в результа-
те которого происходит диссипация энергии.
Природа дефектов, их форма, размеры и способы
распределения по образцу оказывают сильное
влияние на эффективность пиннинга в ВТСП,
поэтому их всестороннему исследованию уделя-
ется большое внимание. Такие факторы, как тем-
пература и анизотропия γ, также влияют на про-
цессы проникновения, движения и захвата цен-
трами пиннинга вихрей. Другая практически
важная характеристика – значения гистерезис-
ных потерь в режиме j < jc, когда транспортный
ток течет бездиссипативно, а транспортные поте-
ри обусловлены потерями на перемагничивание
образца, в котором уже присутствует захвачен-
ный магнитный поток.

Одним из наиболее легко достижимых на прак-
тике способов повышения критического тока яв-
ляется создание искусственных центров пиннинга
[1–10]. Часто используются дефекты, полученные
в результате облучения образца нейтронами или
высокоэнергетичными ионами, когда в слоистой
структуре ВТСП появляются соответственно то-
чечные или протяженные столбчатые дефекты,
способные удержать прямую вихревую нить (од-
номерные дефекты, [3]). Хорошими центрами
пиннинга служат, например, дислокации и другие
дефекты кристаллической решетки, а также гра-
ницы зерен (двумерные дефекты). В ряде случаев

оказываются эффективны трехмерные дефекты,
представляющие собой включения в сверхпро-
водник наночастиц различных веществ. Предпо-
лагается, в частности, что включения ферромаг-
нитных наночастиц способны существенно по-
высить величину критического тока, поскольку к
обычной, немагнитной части взаимодействия
вихря с дефектом, добавляется энергия магнит-
ного момента примеси в поле вихря. В настоя-
щее время изучаются как ферромагнитные при-
меси в сверхпроводящих материалах (с целью
улучшения токонесущих характеристик), так и
взаимодействие ферромагнитных (антиферро-
магнитных) фаз со сверхпроводящей [11, 12] –
для исследования сосуществования ферромаг-
нетизма и сверхпроводимости в смешанном со-
стоянии.

Следует, однако, отметить практическую слож-
ность получения монокристаллов сверхпроводника
с включениями в виде наночастиц другого веще-
ства, а также предполагаемую неэффективность та-
ких частиц ввиду существенного подавления сверх-
проводимости в окрестности ферромагнитной ча-
стицы за счет эффекта близости. Только в
последнее время появились технологии создания
подобных включений (см., напр., [13]), в резуль-
тате которых магнитная частица внутри сверх-
проводника оказывается покрыта тонким слоем
изолятора и на сверхпроводимость влияет только
магнитное поле частицы. Тем не менее при опре-
деленных условиях была экспериментально про-
демонстрирована эффективность ферромагнит-
ных дефектов и предпринимались попытки объ-
яснить механизм пиннинга в таких системах. В
работах [13, 14] была аналитически рассчитана
сила взаимодействия сферической (или эллипсо-
идальной [14]) ферромагнитной частицы с пря-
мой вихревой нитью, показано усиление пин-
нинга по сравнению с немагнитными дефектами.
Существует также большое число эксперимен-
тальных работ [15, 16], показывающих усиление
или подавление пиннинга магнитными частица-
ми (в работе [15] использовали взвесь наночастиц
железа в сплаве Hg–13% In, в более поздних – не-
посредственно магнитные частицы, помещенные
внутрь сверхпроводника, такого как MgB2). Сле-
дует отметить, что большинство работ по исследо-
ванию влияния ферромагнетизма на магнитные
свойства сверхпроводника носит эксперименталь-
ный характер. С другой стороны, существуют ана-
литические решения, но полученные только для
некоторых типичных частных случаев и неприме-
нимые в случае произвольных конфигураций
магнитных дефектов.

Высокотемпературные сверхпроводники –
материалы с ярко выраженной анизотропией.
Данная характеристика влияет на жесткость вих-
ревой нити в образце, что влияет на подвижность
и взаимодействие вихрей и, следовательно, на
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фазовую диаграмму сверхпроводника. Фактиче-
ски, ВТСП являются слоистыми структурами, в
которых сверхпроводящие слои (отождествляе-
мые с плоскостями CuO2) чередуются со слоями,
обладающими слабой сверхпроводимостью (или
практически несверхпроводящими), отождеств-
ляемыми с промежуточными интеркалирующи-
ми областями.

Важен также случай, когда магнитное поле на-
правлено под некоторым углом к сверхпроводя-
щим плоскостям. Здесь реализуются сложные
структуры, состоящие из абрикосовских и джо-
зефсоновских вихрей. В экспериментах наблюда-
ются немонотонные зависимости критического
тока сверхпроводника от наклона магнитного по-
ля, при этом на данных зависимостях наблюдают-
ся дополнительные максимумы при углах, отлич-
ных от 0 и π/2, не имеющие удовлетворительного
объяснения.

Как уже было упомянуто выше, слоистый вы-
сокотемпературный сверхпроводник в смешан-
ном состоянии представляет собой сложную си-
стему с большим числом степеней свободы. На-
личие значительного числа взаимодействующих
друг с другом и с дефектами вихревых нитей за-

трудняет аналитическое описание системы в
условиях (в общем случае) произвольного рас-
пределения дефектов и при произвольном изме-
нении внешних параметров. Поэтому особый ин-
терес приобретают методы численного моделиро-
вания вихревых состояний в ВТСП, такие как
Монте-Карло и молекулярная динамика. Данные
методы позволяют рассчитывать физические ха-
рактеристики системы в широком диапазоне раз-
личных параметров и показали свою эффектив-
ность при исследовании вихревых структур в
ВТСП (фазовые переходы, классическое и кван-
товое плавление [17–21]), при расчете намагни-
ченности, токонесущих характеристик и струк-
турных переходов в случаях хаотического и пери-
одического распределения дефектов [22–28].

Обзор построен следующим образом. В разд. 2
поясняются основные понятия, связанные с
вихревой решеткой. В разд. 3 и 4 описывается
реализация методов молекулярной динамики и
Монте-Карло в применении к вихревой системе
и результаты расчетов в отсутствие магнитных
дефектов, разд. 4 и 5 посвящены теоретическим
и экспериментальным данным по композитным
структурам ферромагнетик-сверхпроводник. В
заключении кратко сформулированы основные
результаты.

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Сверхпроводник второго рода в магнитном поле.
Прежде чем переходить к рассмотрению исследо-
ваний, направленных на улучшение технических
характеристик сверхпроводящих образцов, опи-
шем вкратце магнитные свойства сверхпровод-
ников второго рода. Для сверхпроводников ха-
рактерно наличие эффекта Мейсснера – полного
выталкивания магнитного поля из объема сверх-
проводника. Магнитное поле проникает в сверх-
проводник только на небольшую глубину λ от по-
верхности – лондоновская глубина проникнове-
ния (рис. 1). Согласно теории Гинзбурга–Ландау,
для сверхпроводников второго рода характерна
отрицательная энергия границы раздела между
нормальной и сверхпроводящей фазами, так что в
магнитном поле при определенных условиях им
выгодно расслоиться на области сверхпроводя-
щей и нормальной фаз. У этих сверхпроводников
отсутствует полный эффект Мейсснера: магнит-
ное поле экранируется сверхпроводником, но толь-
ко до определенного значения, называемого пер-
вым критическим полем Hc1. Согласно точному

расчету,  [29]. Выше этого

значения сверхпроводник переходит в смешанное
состояние (см. фазовую диаграмму на рис. 2), и маг-
нитное поле проникает в образец в виде квантов
магнитного потока – вихрей Абрикосова, вытя-

( )Φ= κ +
πλ

0
c1 2 ln 0.50

4
H

Рис. 1. Проникновение магнитного поля в сверхпро-
водник.

B = 0

B

λ
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нутых вдоль направления внешнего поля. Каж-
дый вихрь имеет нормальную сердцевину, в кото-
рой сверхпроводящий параметр порядка ψ суще-
ственно подавлен и в центре вихря равен 0.
Структура изолированного вихря показана на
рис. 3. Магнитное поле вихря спадает на расстоя-
нии порядка λ; полный магнитный поток, свя-
занный с отдельным вихрем, равен  =

=  В области радиусом порядка
длины когерентности ξ от центра вихря сверхпро-
водящий параметр порядка существенно подав-
лен (рис. 3). Параметр Гинзбурга–Ландау κ = λ/ξ
определяет род сверхпроводника. Сверхпровод-
ники второго рода характеризуются параметром

 первого –  Случай  яв-
ляется граничным; сверхпроводники, для кото-
рых κ находится вблизи этого значения, форми-
руют т.н. промежуточное смешанное состояние,
при котором области в мейсснеровском состоянии
сосуществуют с вихревой решеткой, вихревыми
цепочками, кластерами и т.д. Интересно, что вбли-
зи граничного значения κ наблюдается притяже-
ние между абрикосовскими вихрями. Следует от-
метить работы [30–32], посвященные системати-
ческому экспериментальному и теоретическому
изучению подобных сверхпроводников. В част-
ности, в [30] получена фазовая диаграмма на
плоскости κ–H (H – внешнее магнитное поле),
включающая гексагональную решетку однокван-
товых вихрей, вихревые кластеры, многокванто-
вые вихри, а также сверхпроводящие островки в
нормальной фазе. Ограничимся далее случаем
κ   (этому условию удовлетворяют боль-
шинство ВТСП), когда в сверхпроводнике в маг-
нитном поле формируется решетка однокванто-
вых абрикосовских вихрей.

Φ = π�0 c e
−× 7 22.07 10 Г см .

κ > 1 2, κ < 1 2 κ = 1 2

@ 1 2

Потенциал взаимного отталкивания пары вих-
рей i и j имеет вид

(1)

где K0 – функция Макдональда, rij – расстояние
между вихрями, d – толщина сверхпроводящего
слоя. При дальнейшем увеличении внешнего по-
ля вихри начинают перекрываться нормальными
сердцевинами, и сверхпроводник полностью пе-
реходит в нормальное состояние. Это поле равно

 и называется вторым критиче-
ским. До значений внешнего поля 
(третье критическое поле) сверхпроводимость со-
храняется в тонком поверхностном слое (рис. 2).

В чистом (бездефектном) сверхпроводнике в
результате взаимного отталкивания вихри об-
разуют гексагональную решетку Абрикосова
(рис. 4). Плотность вихрей n в чистом сверхпро-
воднике однородна по всему образцу, при этом
магнитное поле внутри образца равно  То-
гда намагниченность сверхпроводника в смешан-
ном состоянии определяется как 
где H – внешнее магнитное поле.

Фазовые переходы в вихревой решетке. Плавле-
ние решетки вихрей. Как показывают теоретиче-
ские и экспериментальные исследования, гексаго-
нальная решетка не является единственным состо-
янием вихревой системы в ВТСП. При повышении
температуры в чистых монокристаллах высокого
качества с небольшим числом центров пиннинга
наблюдается плавление вихревой решетки и фа-
зовый переход первого рода “вихревая решетка-
вихревая жидкость” (vortex liquid). Во многих ра-
ботах было убедительно показано, что в присут-

Φ  =  
 λπ λ

2
0

02 2( ) ,
8

ij
ij

r
U r d K

= Φ πξ2
c2 0 2H

=c3 c21.69H H

= Φ0.B n

− π = −4 ,M H B

Рис. 2. Фазовая диаграмма сверхпроводника второго
рода. Область между Hc2 и Hc3 является областью по-
верхностной сверхпроводимости.
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Рис. 3. Для изолированного вихря: зависимость маг-

нитного поля H и параметра порядка  от расстоя-
ния до центра вихря.
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ствии дефектов меняется картина фазовых пре-
вращений. При наличии большого количества
центров пиннинга плавление происходит через
фазу вихревого стекла (vortex glass), плавление ко-
торого, в свою очередь, является фазовым пере-
ходом второго рода.

Фазовый переход из вихревой жидкости в вих-
ревое стекло в трехмерном случае имеет 2 призна-
ка [33]: исчезновение линейного сопротивления
и экранировка параллельного ВТСП-слоям маг-
нитного поля. В работе [33] данный фазовый пе-
реход исследовали на примере сверхпроводника
YBCO в наклонном магнитном поле. При силь-

ном пиннинге, когда дефекты случайно распре-
делены в плоскости сверхпроводящего слоя и вы-
тянуты в направлении, перпендикулярном слоям
(колончатые дефекты), наблюдается переход вих-
ревой решетки в фазу Bose glass. В периодической
системе центров пиннинга также возможен фазо-
вый переход вихревая жидкость – вихревое стек-
ло [17]. В этом случае при низкой температуре
плавление имеет 3 стадии: сначала вдали от цен-
тров пиннинга начинает плавиться гексагональ-
ная решетка, далее вокруг дефектов образуются
островки вращающейся решетки, и наконец про-
исходит полный расплав решетки (фаза вихревой
жидкости). Авторы работы [34] разделили твер-
дую фазу под линией плавления вихревой решет-
ки на две: в первой фазе вихри неподвижны (“сла-
боразупорядоченное брэгговское стекло”), во вто-
рой вихри начинают двигаться и впоследствии
превращаются в вихревую жидкость (“сильноразу-
порядоченное джозефсоновское стекло”).

Типичные двумерные вихревые конфигура-
ции, рассчитанные в работе [18], показаны на
рис. 5. Характер плавления несколько различен
при сильном и слабом пиннинге. Сильный пин-
нинг (в случае [18] глубина потенциальной ямы
дефекта в 30 раз превышала глубину для слабого
пиннинга, соответствующую реальным экспери-
ментальным данным) приводит к смещению точ-
ки перехода из гексагональной решетки во вра-
щающуюся в сторону более низких температур и
в целом к расширению температурного диапазо-
на вращающейся фазы. При слабом пиннинге и
низкой температуре наблюдается жесткая гекса-
гональная решетка, однако не все дефекты заня-
ты вихрями (полное заполнение наблюдалось бы

Рис. 4. Гексагональная вихревая решетка (расчет
Монте-Карло).

Рис. 5. Динамика плавления вихревой решетки при сильном пиннинге (глубина дефекта 0.115 эВ). (а) T = 2 K; (б) T =
= 15 K; (в) T = 70 K [18]. Яркость точек соответствует локальной величине магнитного поля. На рис. (a) изображена
гексагональная решетка, наблюдаемая при низкой температуре, на рис. (б) – фаза вращающейся решетки, на
рис. (в) – вихревая жидкость.
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при идеальном соответствии решетки дефектов и
гексагональной решетки вихрей). При повыше-
нии температуры уже все дефекты оказываются
заняты. В случае, если дефекты распределены по
образцу нерегулярно, они “растаскивают” вихре-
вую решетку, ломая ее вдали от себя. При дальней-
шем повышении температуры островки гексаго-
нальной решетки поворачиваются вокруг дефекта
как оси вращения, образуя концентрические кру-
ги. Затем вихри начинают срываться с дефектов,
когерентные области разрушаются и наблюдается
расплавленная вихревая жидкость. Температура
плавления решетки определяется по критерию
Линдемана (сравнение величины среднеквадра-
тичного отклонения вихрей с периодом решет-
ки). Также температуру плавления можно опре-
делить по особенности на температурной зависи-
мости теплоемкости [17].

Инверсная кристаллизация. При определенных
условиях в сверхпроводнике удается наблюдать
достаточно редкое явление – инверсную кристал-
лизацию (упорядочение вихревой системы с по-
вышением температуры, [25]). Инверсную кри-
сталлизацию наблюдали в системах полимеров
[35] и в некоторых магнитных материалах [36]. В
вихревой системе её наблюдали эксперименталь-
но в работе [37] при хаотическом пиннинге. В ря-
де случаев с этим явлением связывают т.н. second
peak на кривой намагниченности сверхпроводни-
ка [37]. В [25] инверсную кристаллизацию наблю-
дали при наличии периодической решетки де-
фектов.

Для моделирования в работе [25] была взята
гексагональная решетка дефектов. Как было по-
казано авторами [38], упорядоченные конфигура-
ции вихрей возникают только при определенном
соотношении между числом вихрей и числом де-
фектов Nv/Nd, а именно Nv/Nd = 1, 2, 3, 4, 7, 9, 12,
13, 16, 19, 21, 25, 28. Авторы [25] наблюдали пики
на численно рассчитанной кривой намагничен-
ности сверхпроводника (рис. 6) при некоторых
значениях этого соотношения (Nv/Nd = 2, 3, 4). При
увеличении внешнего магнитного поля сформиро-
вавшаяся жесткая решетка вихрей препятствует
проникновению в образец новых вихрей, что при-
водит к возрастанию намагниченности. При даль-
нейшем росте поля вход дополнительных вихрей
становится возможен, упорядоченная структура
разрушается и намагниченность падает. Таким
образом, упорядоченная структура наблюдается в
основании пика на кривой намагниченности.
При увеличении температуры уменьшается поле
перегрева мейсснеровского состояния и кривые
намагниченности идут ниже. При этом пики сме-
щаются в сторону более слабых полей, а их вели-
чина уменьшается до полного сглаживания. По-
скольку положение пиков меняется с температу-
рой, возможна ситуация, когда область убывания

при низкой температуре совпадет с основанием
пика при более высокой температуре. Тогда при
повышении температуры удается наблюдать ин-
версную кристаллизацию. Подбирая глубину по-
тенциальной ямы дефектов, можно создать усло-
вия для появления данного эффекта. Пики на
кривой намагниченности наблюдали и в случае
наличия ферромагнитных дефектов [39].

Плавление вихревой решетки представляло
серьезный интерес в 2000-е гг. [38–44]. Так, ис-
следовали квантовое плавление вихревой решет-
ки [38], фазовую диаграмму YBCO с колончаты-
ми дефектами в магнитном поле, перпендикуляр-
ном направлению дефектов [33], измеряли
транспортные характеристики YBCO в поле, па-
раллельном сверхпроводящим слоям [41]. Плав-
ление решетки вихрей исследовали и в более
поздних работах – как численно (методом моле-
кулярной динамики [45–47]), так и эксперимен-
тально [48]. В [48] исследовали плавление вихре-
вой решетки в органическом квазидвумерном
ВТСП. Численные расчеты проводят уже для стоп-
ки сверхпроводящих плоскостей с учетом межслое-
вого взаимодействия.

Резистивное состояние сверхпроводника. Как
уже было упомянуто во введении, в присутствии
транспортного тока j на вихри действует сила

 Если сила тока превышает критиче-
скую величину (обусловленную эффективностью
закрепления вихрей на дефектах), наблюдается

[ ]= 0 .cf jΦ

Рис. 6. Кривые намагниченности ВТСП с гексаго-
нальной решеткой точечных дефектов при разных
температурах: 1 – T = 1 K, 2 – T = 5 K, 3 – T = 10 K.
Стрелкой показано магнитное поле, при котором на-
блюдается инверсная кристаллизация вихревой си-
стемы [25]. По вертикальной оси отложена намагни-
ченность –4πM = H–B.
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течение вихревой решетки, что означает потери
энергии в сверхпроводнике и переход его в рези-
стивное состояние. Когда вихри закреплены на
дефектах, линии тока обтекают их сердцевины,
однако при движении вихрей картина меняется.

К диссипации энергии приводят два механиз-
ма [49]. Первый механизм связан с тем, что, дви-
гаясь через образец, вихри пересекают линии то-

ка (модель Бардина–Стефана, [50]). Следова-
тельно, через нормальную сердцевину вихря
протекает часть транспортного тока. Это возмож-
но только если в сердцевине вихря присутствует
электрическое поле. Следовательно, в ней отлич-
на от нуля и мощность тепловыделения Ej. Вто-
рой механизм связан с тем, что, когда вихрь про-
ходит через какую-либо точку образца, в ней про-
исходит фазовый переход из сверхпроводящего
состояния в нормальное или наоборот. Известно,
что такой процесс является обратимым и не со-
провождается диссипацией энергии, но только
если он происходит бесконечно медленно. По-
скольку скорость вихрей конечна, часть разности
свободных энергий нормального и сверхпроводя-
щего состояний переходит в тепло. Возникшее
течение магнитного потока по закону электро-
магнитной индукции создает электрическое поле
E. Пусть v – установившаяся скорость течения
вихрей в направлении силы Лоренца (перпенди-
кулярно транспортному току и полю). Работа в
единицу времени, затраченная внешним источ-
ником на перемещение вихрей, равна FLv, где FL –
плотность силы Лоренца. Это и есть та энергия,
которая выделяется в единице объема сверхпро-
водника в единицу времени,  Так как

 то  Можно определить со-
противление течения потока  Оценка
скорости течения вихрей (см., напр., [51]) дает

 см/с (при поле внутри сверхпровод-

ника B ~ 1000 Гс и напряженности электрическо-
го поля E ~ 1 мкВ/см).

Так как движение вихрей сопровождается дис-
сипацией энергии, то можно считать, что вихри
движутся в вязкой среде, и ввести коэффициент
вязкого трения η:  где fтр – сила трения,
действующая на один вихрь, движущийся со
скоростью v. Расчеты инертной массы электро-
на, выполненные в работах [52, 53], дают значе-
ние ~103 me на единицу длины вихря, что означа-
ет время релаксации для вихря менее 10–12 с и дает
возможность пренебречь в уравнении движения
массой вихря. Таким образом,  откуда

 или  где ρn – удель-
ное сопротивление в нормальном состоянии. Ти-
пичные вольт-амперные характеристики (ВАХ)
ВТСП, рассчитанные в работе [17], показаны на
рис. 7. Видно, что при возрастании концентрации
дефектов и приближении температуры к крити-
ческой ВАХ выпрямляется, демонстрируя омиче-
ское поведение. Начальная часть вольт-амперных
характеристик в двойном логарифмическом мас-
штабе строго линейна, что указывает на наличие
крипа магнитного потока. Крип магнитного по-
тока, приводящий к явлениям релаксации тока и
намагниченности в ВТСП, наблюдается в широ-

=L .F Ejv

=L ,F jB c = .E B cv

ρ =f .E j

−= 2~ 10cE
B

v

= −ηтр ,f v

+ =тр L 0,f f

ρ = Φ η2
f 0B c ρ = Φ η2

n 0 c2 ,H cРис. 7. Типичные ВАХ ВТСП (a) при фиксированной
температуре и различном числе дефектов и (б) при
фиксированном числе дефектов и различной темпе-
ратуре [17].
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ком интервале j < jc. Теория и эксперименты, свя-
занные с данным явлением, изложены в исчер-
пывающем обзоре [54]. Наличие области термо-
активированного течения магнитного потока
подтверждается также расчетами зависимости
дифференциального сопротивления от темпера-
туры [17]. Поведение ВАХ, как показывают расче-
ты, зависит от фазового состояния системы. На
рис. 7б можно видеть две группы зависимостей,
разделенных температурной границей Tm2 = 70 K:
при T < Tm2, как показывает визуальный анализ
распределения вихревой плотности, реализуется
вращающаяся решетка, а при T > Tm2 – вихревое
стекло.

Трехмерный анизотропный сверхпроводник. Вих-
ревая решетка в магнитном поле, параллельном оси
анизотропии. В общем случае сверхпроводники
второго рода являются анизотропными вещества-
ми, что еще больше усложняет вихревую решетку.
Анизотропия означает зависимость эффективной
массы электрона от направления в кристалле.
Большинство известных ВТСП имеют слоистую
структуру, представляющую собой стопку сверх-
проводящих плоскостей CuO2, разделенных изо-
лирующими промежутками. Структура вихревой
решетки определяется соотношением двух пара-
метров: длины когерентности в направлении,
перпендикулярном слоям, и расстоянием между
слоями [55].

Согласно [51], первое уравнение Гинзбурга–
Ландау для анизотропного сверхпроводника име-
ет вид:

(2)

где 1/m – тензор эффективной массы электро-
на. При этом mc – эффективная масса вдоль оси
c, mab – эффективная масса в плоскости ab.

 – длина когерентности вдоль
i-й оси. Соотношение для термодинамического
критического поля может быть записано в виде:

 Следует отметить, что λi
описывает затухание экранирующих сверхпрово-
дящих токов вдоль i-й оси, а не магнитного поля,
параллельного i-й оси. Радиус сердцевины (кора)
абрикосовского вихря в магнитном поле, направ-
ленном вдоль оси a, в анизотропном случае будет
ξab в плоскости ab и ξc в направлении c (рис. 8).
Второе критическое поле:

(3)

Так как Hc1 ~ 1/λ, параметр анизотропии γ
определяется следующим образом:
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Значение γ для YBCO составляет ~7, для BSCCO
γ ~ 150. Угловая зависимость второго критическо-
го поля имеет вид

(5)

где θ – угол между направлением магнитного по-
ля и плоскостью ab.

Поскольку  вблизи Tc
теория Гинзбурга–Ландау в анизотропном преде-
ле справедлива всегда. Однако при понижении
температуры длина когерентности уменьшается
и, как показывает соответствующий расчет, при
T*, таком, что  где ds – расстояние
между сверхпроводящими плоскостями, Hc2 рас-
ходится и наблюдается 3D–2D-переход. Такой
слоистый сверхпроводник описывается моделью
Лоренса–Дониака [56], в которой вторая произ-
водная параметра порядка вдоль оси, перпенди-
кулярной плоскостям, заменяется разностью
сверхпроводящих волновых функций в соседних
слоях. Свободная энергия в этой модели:

(6)

Варьирование по  дает уравнение Лоренса–
Дониака:

(7)

Вихревая нить в таком квазидвумерном сверх-
проводнике может быть представлена в виде стоп-
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Рис. 8. Схематическое изображение вихря с магнит-
ным потоком вдоль оси a.
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ки взаимодействующих слоевых вихрей – пан-
кейков (рис. 9). Панкейки в соседних слоях свя-
заны джозефсоновским взаимодействием, его
величина определяет жесткость вихревой нити.
Исследование влияния анизотропии на свойства
сверхпроводника приобретает важное значение,
поскольку могут быть созданы слоистые струк-
туры, анизотропией которых можно управлять.
В классической работе [57] наблюдали 3D–2D-
переход в слоистой структуре N–bGe. Системати-
чески увеличивая толщину слоя Ge и определяя
температурную зависимость Hc2, авторы выявили
следующие случаи: 1) анизотропный 3D-слу-
чай,  2) 2D-случай 
3) 3D–2D-переход, при котором 

вблизи Tc при  и переходит в 
при понижении температуры, где ξc становится
меньше ds. Стоит отметить также работы [58, 59], в
которых была продемонстрирована зависимость
критической температуры YBCO в слоистой
структуре YBCO–PrBCO от толщины изолирую-
щего PrBCO. Аналогичные результаты были полу-
чены авторами [58] для сверхпроводящих слоев
Mo77Ge23, разделенных слоями изолирующего Ge.

Вихревая решетка в слоистом ВТСП в наклонном
поле. Впервые вихрь в одиночном сверхпроводя-
щем слое толщиной много меньше глубины про-
никновения магнитного поля рассмотрел Pearl [60]
в 1964 г. В случае тонкой пленки экранирующие то-
ки могут существовать только в тонким слое тол-
щины  в то время как магнитное поле распре-

( )−c2 c~ ;H T T ( )− 1 2
c2 c~ ,H T T

( )−c2 c~H T T

ξc sd@ ( )− 1 2
c2 c~H T T

λ,d !

делено во всем трехмерном пространстве. Поэтому
экранировка оказывается слабее, а эффективная
длина экранировки (совпадающая с эффективным
размером вихря)  [51, 61]. Позднее Clem
[62] рассмотрел стопку таких плоскостей. Если
сверхпроводящий слой содержит один панкейк с
квантом потока  то с использованием ре-
шения Pearl, можно рассчитать величину сверхпро-
водящих экранирующих токов Kϕ (в цилиндриче-
ских координатах) и энергию взаимодействия двух
панкейков:

(8)

(9)

где H, Y – функция Струве и функция Бесселя
второго рода соответственно. В предельных слу-
чаях энергия взаимодействия принимает вид (10).
За ρ обозначено расстояние между центрами вих-
рей в плоскости слоя.

Магнитное поле двумерного вихря в тонкой
пленке показано на рис. 10a. Для одиночного
панкейка в стопке сверхпроводящих плоскостей
соответствующий расчет дает уравнение (11) для
слоя, в котором находится панкейк (n = 0), и
уравнение (12) для остальных слоев (n ≠ 0). Здесь

 и 

(10)

(11)

(12)

Магнитное поле b, создаваемое вихрем во всем
пространстве, определяется уравнением (13) и
показано на рис. 10б. Здесь  – характерная дли-
на, на которой затухают токи, текущие в плоско-
сти сверхпроводящих слоев:

(13)

Магнитные поля отдельных слоевых вихрей
(панкейков), просуммированные по бесконечной
стопке расположенных строго друг под другом
панкейков, дают магнитное поле 
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Рис. 9. Вихрь в слоистом сверхпроводнике.
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(K0 – функция Макдональда), как для прямой
вихревой нити; r – расстояние до центра вихря. В
рамках данной модели Clem также рассчитал
приращение энергии прямой стопки панкейков
при смешении одного из них на расстояние r от
оси вихревой нити (где C = 0.5772 – постоянная
Эйлера):

(14)
Этот результат использован при моделирова-

нии трехмерной вихревой решетки слоистого
ВТСП [63–65] в качестве приближенного выра-
жения для энергии межслоевого электромагнит-
ного взаимодействия панкейков.

Если магнитное поле параллельно сверхпро-
водящим слоям, то в межплоскостных промежут-
ках рождаются джозефсоновские вихри (рис. 11a).
Clem в работе [66] рассчитал магнитное поле, раз-
ность фаз между СП-слоями и экранирующие то-
ки, связанные с этим вихрем (рис. 11б), а также

( )[ ]ρ = Φ π Λ + ρ λ + ρ λ2 2
0 0( ) 4 ln( 2 ) K ( ) .ab abU C

коэффициент вязкости при движении джозефсо-
новского вихря под действием транспортного то-
ка. Транспортные свойства сверхпроводника с
джозефсоновскими вихрями исследовали также в
[67, 68]. Рассматривая ВТСП как бесконечную
стопку джозефсоновских переходов [66] (см. так-
же [69]), можно получить магнитное поле (на
больших расстояниях от оси вихря):

(15)

Clem также рассчитал первое критическое поле
и собственную энергию на единицу длины джо-
зефсоновского вихря:

(16)
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Рис. 10. (а) Магнитное поле, создаваемое во всем про-
странстве уединенным панкейком в тонкой сверх-
проводящей пленке, (б) магнитное поле, создаваемое
уединенным панкейком в стопке сверхпроводящих
плоскостей [62].
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Рис. 11. (a) Схематическое изображение джозефсо-
новского вихря и (б) зависимость разности фаз между
СП-слоями Δγ0 и z-компоненты тока от координаты
y, отсчитанной вдоль СП-слоев [66]. На рис. (а) маг-
нитное поле перпендикулярно плоскости рисунка.
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В отсутствие дефектов и абрикосовских вих-
рей джозефсоновские вихри образуют гексаго-
нальную решетку.

Существенно более разнообразные вихревые
конфигурации наблюдаются в наклонном маг-
нитном поле [70–76]. В присутствии компоненты
поля, параллельной сверхпроводящим плоскостям,
может реализоваться решетка изогнутых вихрей
(kinked lattice), цепочки наклонных вихрей (tilted
vortex chains), пересекающиеся решетки абрико-
совских и джозефсоновских вихрей. Цепочка
представляет собой двумерный массив панкейков
с направлением магнитного потока, перпендику-
лярным сверхпроводящим слоям. При более
сильном магнитном поле в плоскости слоя це-
почки могут быть окружены полосами регуляр-
ной вихревой решетки. Разнообразие вихревых
конфигураций обусловлено существованием двух
принципиально различных типов взаимодей-
ствия панкейков в соседних слоях – джозефсо-
новского и электромагнитного. Как показывает
расчет [71], структура вихревой решетки в слои-
стом ВТСП определяется параметром 
представляющим собой соотношение лондонов-
ской λ и джозефсоновской  длин. Здесь γ –
параметр анизотропии, ds – расстояние между
сверхпроводящими плоскостями [71]. Можно
выделить два предельных случая: сильно анизо-
тропный предел (α < 0.4) и умеренно анизотроп-
ный (α > 0.7). При больших α реализуется решетка
наклонных абрикосовских вихрей, при малых – пе-
ресекающиеся взаимодействующие решетки аб-

α = λ λJ ,

λ = γJ d

рикосовских и джозефсоновских вихрей. Работа
[71] посвящена исследованию вихревой структу-
ры при промежуточных величинах α = 0.25–0.4,
когда один предельный случай переходит в дру-
гой и наблюдаются цепочки из джозефсоновских
и абрикосовских вихрей. Расчет показывает воз-
можность двух фазовых переходов. Фазовый пере-
ход между цепочками вихрей и решеткой наклон-
ных вихрей при уменьшении межвихревого рас-
стояния a реализуется при α ~ λJ и α = 0.4–0.65
(рис. 12). При малой плотности вихрей и повыше-
нии перпендикулярной слоям компоненты поля
оно проникает в сверхпроводник в виде кинков
джозефсоновских вихрей. Результаты численных
расчетов могут быть суммированы на фазовых
диаграммах, одна из них показана на рис. 13 [71].

Теоретические исследования показывают, что
между изогнутыми вихрями возникает притяже-
ние [76]. В отдельных случаях наблюдаются более
сложные структуры, такие как вихревые молеку-
лы [76].

В магнитном поле, направленном под малым
углом к слоям, наблюдается еще один тип фазо-
вого перехода: lock-in transition [72]. При опреде-
ленном критическом значении перпендикуляр-
ной компоненты становятся возможны изгибы
джозефсоновских вихрей (кинки). В идеальной
гексагональной решетке джозефсоновских вихрей
одиночный кинк существовать не может, посколь-
ку с ним связана бесконечная энергия. Поэтому
элементарным объектом проникновения магнит-
ного поля является сдвиг всей решетки (kink wall).
Величина перпендикулярного критического поля,

Рис. 12. Зависимость максимального смещения панкейков umax (определено на вставке) от α. N – число слоев. Кон-
фигурации абрикосовских (красные круги) и джозефсоновских вихрей (зеленые горизонтальные линии) при разных
α: слабодеформированная цепочка α = 0.25, сильнодеформированная цепочка α = 0.4, модулированная наклонная
цепочка α = 0.46, решетка наклонных вихрей Абрикосова α = 0.55 [71].
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при котором появляются кинки джозефсоновских
вихрей:

(17)

где Hx – параллельная компонента поля.
Оценка этого поля для типичных параметров

ВТСП на основе висмута составляет Hx ~ 103 Э (γ =
= 100). Данные результаты получены в работe
[72], где в рамках модели Лоренса–Дониака вы-
полнены расчеты энергии вихревой решетки ани-
зотропного сверхпроводника. Цепочки из джо-

 Φ γ=  πλ  

0 c2
lock-in 2 ln ,

2 x

HH
H

зефсоновских и абрикосовских вихрей удавалось
также наблюдать в экспериментах [61, 77]. На
экспериментальных вихревых картинах видно,
что абрикосовские вихри располагаются вдоль
джозефсоновских, образуя цепочки. Кроме того,
наблюдаются и абрикосовские вихри, не закреп-
ленные на джозефсоновских и расположенные
вне цепочек. Изображения, полученные в работе
[61] с помощью сканирующей холловской маг-
нитометрии, показаны на рис. 14. Моделирова-
ние методом молекулярной динамики [61] дало
похожие результаты.

В наклонном поле наблюдаются максимумы
на угловых зависимостях критического тока при
углах, отличных от 0 и π/2 (см, напр., [78]; углы
отсчитываются от нормали к поверхности образ-
ца, рис. 15) Максимумы при углах 0 и π/2 наблюда-
ются всегда и объясняются, как правило, пиннин-
гом вихрей на колончатых дефектах и межплос-
костных промежутках, добавочные максимумы
пока не находят однозначного объяснения.

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ –
МЕТОД МОНТЕ-КАРЛО

Одним из наиболее мощных методов, позволяю-
щих моделировать магнитные свойства сверхпро-
водника в смешанном состоянии, является метод
Монте-Карло. С его помощью удается воспроиз-
водить кривые намагниченности сверхпровод-
ника, исследовать плавление вихревой решетки.
Также данный метод позволяет моделировать
перемагничивание сверхпроводника собствен-

Рис. 13. Фазовая диаграмма [71]. Красная сплошная
линия показывает фазовый переход в состояние на-
клонных цепочек вихрей. Пунктирная линия – мак-
симальное равновесное расстояние.
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Рис. 14. Последовательные вихревые конфигурации, полученные при увеличении поля, параллельного СП-слоям, от

0 до 55 Гс. Размер каждой фотографии  [61]. В нулевом параллельном поле наблюдаются свободные абри-
косовские вихри, при увеличении параллельной компоненты появляются джозефсоновские вихри, и абрикосовские
располагаются вдоль них, образуя цепочки.
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ным полем транспортного тока и рассчитывать
вольт-амперные характеристики. При этом рас-
четы могут быть выполнены при произвольной
конфигурации центров пиннинга и произволь-
ном внешнем магнитном поле. Ограничения ско-
рости расчетов определяются только быстродей-
ствием и размером оперативной памяти компью-
тера. Далее будут последовательно рассмотрены
работы, посвященные моделированию Монте-
Карло, начиная от первых расчетов, использую-
щих NVT-ансамбль, до современных, моделиру-
ющих трехмерный анизотропный ВТСП с пере-
менным числом вихрей.

NVT-ансамбль. Впервые метод Монте-Карло
для моделирования решетки вихрей в ВТСП был
применен в работе [18]. Первые расчеты были вы-
полнены для сверхпроводящей пластины с пери-
одическими граничными условиями по всем на-
правлениям и с фиксированным числом вихрей.
В качестве образца выступала двумерная система,
имитирующая один слой висмутового ВТСП.
Межплоскостное взаимодействие в сверхпровод-
нике становится несущественным, когда вслед-
ствие температуры или под действием магнитно-
го поля вихревая нить распадается на отдельные
панкейки в слоях, и в сверхпроводнике наблюда-
ется фазовый 3D–2D переход. В таком состоянии
теряется корреляция между панкейками в сосед-
них слоях, и двумерная вихревая система ведет
себя достаточно независимо, так что результаты
можно считать усредненным откликом всего
сверхпроводника. Отказ от межплоскостного вза-
имодействия не искажает результаты и в другом
предельном случае – когда наблюдается близкая
к идеальной корреляция между панкейками в
вихревых нитях (это прежде всего достижимо в
ВТСП с малой анизотропией, таких как YBCO).

В первых расчетах рассматривали двумерную
систему абрикосовских вихрей в виде модельных
взаимодействующих частиц, расположенных на
прямоугольной периодической сетке. Дискрет-
ность сетки выбирается таким образом, чтобы ее
период был много меньше периода вихревой ре-
шетки. Модельный гамильтониан имеет вид:

(18)

(19)

Здесь Up(ri) – энергия взаимодействия вихря с
дефектом на узле i, ni – число заполнения вихрей
на i-м узле пространственной сетки, d – толщина
одного сверхпроводящего слоя, ri и rj – радиус-век-

торы вихрей,  – глубина
проникновения магнитного поля при температу-
ре T. Метод позволяет вычислять физические ве-
личины при фиксированном числе частиц, объе-
ме и температуре (NVT-ансамбль).

Для определенности в расчетах были выбраны
параметры, близкие к параметрам ВТСП на осно-
ве висмута Bi2Sr2CaCu2O7 – δ: d = 0.27 нм, λ(T = 0) =
= 180 нм, Tc = 84 K. Величина внешнего поля со-
ставляла B ~ 0.1 T, что соответствует реальным
масштабам индукции поля, при которых в висму-
товых ВТСП наблюдается плавление вихревой
решетки. Расчеты выполнялись на плоской про-
странственной сетки размером 200 × 200 с пери-
одическими граничными условиями. Реальную
концентрацию вихрей, соответствующую дан-
ному магнитному полю B, воспроизводили пу-
тем изменения цены деления пространственной
сетки. Двумерную концентрацию дефектов выби-
рали ~(1010–1011) см–2. Для исследования плавле-
ния вихревой решетки в расчете воспроизводили
теплоемкость как функцию температуры, рассчи-
танную через флуктуацию внутренней энергии:

(20)

Примеры расчета теплоемкости для опреде-
ления температуры плавления показаны на
рис. 16 [17].

Двумерная модель с переменным числом вихрей.
Трудности описанной модели были устранены
авторами работ [23–25]. В разработанной ими мо-
дели границы образца в направлении x являлись
источниками вихрей, на расстоянии глубины
проникновения от границы текли мейсснеров-
ские токи. Кроме того, авторы отказались от ис-
пользования пространственной сетки, так что ко-
ординаты частиц-вихрей в процессе расчета мог-
ли меняться непрерывно. Модель включает
парное взаимодействие вихрей, а также взаимо-
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Рис. 15. Угловые зависимости критического тока от
магнитного поля YBCO при различных флюенсах об-
лучения. Заметим, что направление облучения не
совпадает с направлением, в котором наблюдаются
дополнительные максимумы [78].
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действие вихрей с дефектами, мейсснеровским и
транспортным токами и отражениями вихрей от
границы образца. Последние два взаимодействия
естественным образом формируют барьер Бина–
Ливингстона, позволяя воспроизводить проник-
новение вихрей с границы без искусственных до-
пущений.

Термодинамический потенциал Гиббса систе-
мы с переменным числом вихрей-панкейков с уче-
том всех взаимодействий имеет следующий вид:

(21)

где  – собственная
энергия вихря, ξ(0) – длина когерентности при
T = 0; Nz – число панкейков в плоскости z; второй
член описывает парное взаимодействие вихрей,
третий – взаимодействие вихрей с центрами пин-
нинга, четвертый – с поверхностью и мейссне-
ровским током; rij и rip – модули радиус-векторов,
соединяющих два вихря и вихрь с центром пиннин-
га соответственно, Np – количество центров пин-
нинга в образце,  где  –
квант магнитного потока. Панкейки в плоскости
взаимодействуют с дальнодействующим потенциа-
лом, имеющим вид (19).

Взаимодействие вихря с границей складывает-
ся из взаимодействия со своим изображением и
изображениями других вихрей и с мейсснеров-
ским и транспортным током. Взаимодействие
панкейка, находящегося на расстоянии r от гра-
ницы, со своим зеркальным отражением для пла-
стины шириной Lx записывается в виде:

(22)

Таким же образом учитывается взаимодей-
ствие с изображениями других панкейков (выра-
жение справедливо только для достаточно широ-
кой пластины):

(23)

Энергия взаимодействия с мейсснеровским
током совпадает с работой силы Лоренца по пере-
мещению вихря от границы вглубь образца и в
случае присутствия одновременно внешнего маг-
нитного поля и транспортного тока определяется
уравнением (24) [26–28].

Выражение для тока j соответствует случаю,
когда образец перемагничивается током и внеш-
ним полем. H0 – внешнее магнитное поле,
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 – поле на поверхности сверхпровод-
ника, созданное транспортным током, начало ко-
ординат берется в центре симметрии образца [51].

Энергия взаимодействия с центром пиннинга
при расчете с использованием пространственной
сетки выбрана в виде 
При этом Up(ri, T = 2 K) = –3.5 мэВ, что близко к
реально наблюдаемым в ВТСП значениям [23]. В
случае отказа от пространственной сетки энергия
взаимодействия вихря с областью с понижен-
ным параметром порядка имеет вид потенциаль-
ной ямы размером ~ξ [26], определяемой урав-
нением (25), где α – параметр, характеризующий
глубину потенциальной ямы, rij – расстояние
между вихрем i и дефектом j:

(24)
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Рис. 16. Зависимость теплоемкости от температуры
при различной глубине и концентрации (вставка) де-
фектов [17].

0.1

0.2

0 5 10 15 200.1

0.2

0.3

200 40

1

2

3

60 80
T, K

T, K

C, отн. ед.

C, отн. ед.

TmTm

Tm Tm



480

ФИЗИКА МЕТАЛЛОВ И МЕТАЛЛОВЕДЕНИЕ  том 122  № 5  2021

КАШУРНИКОВ и др.

(25)

В данной модели используется стандартный
метод Монте-Карло в сочетании с алгоритмом
Метрополиса для большого канонического ан-
самбля. Термодинамический расчет (каким явля-
ется расчет Монте-Карло) не дает возможности
моделировать реальную динамику системы. Од-
нако в ходе воспроизведения процесса перемаг-
ничивания система перемещается от одной точки
кривой намагниченности к другой за конечное
число шагов. Таким образом, каждому шагу Мон-
те-Карло может быть поставлен в соответствие не-
который промежуток времени. Этот факт и позво-
ляет некоторым образом воспроизводить эволю-
цию системы во времени. В рамках этого подхода
можно получить основные экспериментальные
результаты: необратимые петли перемагничива-
ния, остаточную намагниченность и т.д.

Расчет транспортных характеристик. В модель с
фиксированным числом вихрей и периодически-
ми граничными условиями по всем направлени-
ям транспортный ток вводили путем добавления
в гамильтониан слагаемого, обусловленного
действием силы Лоренца на каждый вихрь. При
этом при элементарном перемещении вихря
вдоль оси x из общей энергии вычитали слагае-
мое  (если направление перемеще-
ния совпадало и с направлением силы Лоренца),
и такое же слагаемое добавляли, если направле-
ние перемещения было противоположно силе
Лоренца. Возникающее на границах образца на-
пряжение  где  – дрейфовая ско-
рость вихрей в направлении оси x (транспортный
ток направлен вдоль оси y), B – внешнее магнит-
ное поле, X – смещение центра масс вихревой ни-
ти за единичное время τ. За единицу времени
условно был выбран один шаг Монте-Карло, т.е.
имеется неопределенность в выборе шкалы вре-
мени. Эта неопределенность устраняется норми-
ровкой расчетных результатов на реальные экс-
периментальные ВАХ. Заметим, что данный ме-
тод не принимает во внимание вихри, рожденные
собственным полем транспортного тока, и содер-
жит допущение, что плотность транспортного то-
ка постоянна вдоль сечения сверхпроводника.
Также данный метод не позволяет рассчитывать
равновесное число вихрей в сверхпроводнике при
данном внешнем поле, т.е. не позволяет рассчи-
тать кривую намагниченности. Данным методом
были выполнены расчеты, связанные с плавлени-
ем вихревой решетки, а также с переходами из
гексагональной решетки во вращающуюся и вра-
щающейся решетки в вихревую жидкость.

Вольт-амперные характеристики в модели с
границей рассчитывали методом, развитым авто-
рами работы [26]. Когда величина транспортного
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тока превосходит критическую, начинается тече-
ние вихрей к центру образца, при этом в сверх-
проводнике индуцируется электрическое поле E.
Как только в центре образца происходит анниги-
ляция пары вихрь – антивихрь, два новых вихря
противоположных знаков появляются у противо-
положных границ. Таким образом, энергия, вы-
делившаяся при аннигиляции, равна работе силы
Лоренца по перемещению вихрей от границы к
центру. Джоулево тепло Q можно получить сум-
мированием вкладов всех аннигилировавших за
определенное число шагов Монте-Карло пар.
Напряженность поля E определяется из соотно-
шения  Ввиду отсутствия в расчете
реального времени результат необходимо нор-
мировать на экспериментальные вольт-ампер-
ные характеристики, причем критический ток
соответствует напряженности поля в образце
E = 1 мкВ/см. Гистерезисные потери на перемаг-
ничивание рассчитываются как площадь петли
перемагничивания [27]. В работе [27] были рас-
считаны зависимости потерь от амплитуды пере-
менного тока и продемонстрирована точка, в ко-
торой происходит смена гистерезисных потерь на
транспортные. С помощью моделирования мето-
дом Монте-Карло удалось объяснить наблюдае-
мое в эксперименте (см., напр., [10, 28] и ссылки
в них) подавление критического тока при росте
концентрации дефектов [28]. Эффект объясняет-
ся “выполаживанием” результирующего потенци-
ала дефектов при перекрытии их потенциальных
ям и наблюдается при двумерной концентрации
дефектов >1012 см–2. Также было продемонстирова-
но, что снижение критической температуры де-
фектного сверхпроводника уменьшает критиче-
ский ток, однако не дает экспериментально на-
блюдаемого существенного его падения (см. [28]
и ссылки в ней).

Трехмерная модель слоистого ВТСП. Метод
расчета для объемного слоистого ВТСП разрабо-
тан авторами [26–28]. Потенциал Гиббса для трех-
мерной системы отличается только присутствием
слагаемого  ответственного за
межплоскостное взаимодействие. Для описания
данного взаимодействия используется форма
электромагнитного и джозефсоновского потен-
циала, рассчитанная в работах [79, 80]. Межплос-
костное взаимодействие панкейков, составляю-
щих единую вихревую линию, имеет вид

(26)

Первое и второе слагаемое отвечают электро-
магнитному и джозефсоновскому взаимодей-
ствию соответственно. Электромагнитное взаи-
модействие связано с взаимодействием одного
панкейка с экранирующими токами, индуциро-
ванными другими панкейками во всех слоях
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сверхпроводника. Форма потенциала электро-
магнитного взаимодействия получена в работе
[62, 81] и представляет собой приращение энер-
гии стопки панкейков при отклонении одного
из панкейков на величину ri от оси:

(27)

где C = 0.5772 – постоянная Эйлера. Электромаг-
нитным взаимодействием обычно пренебрегают
при теоретическом анализе вихревой структуры в
иттриевых сверхпроводниках с низким парамет-
ром анизотропии; однако при высоких γ, как пока-
зывают расчеты, пренебрежение электромагнит-
ным взаимодействием приводит к существенным
ошибкам. Джозефсоновское взаимодействие обу-
словлено джозефсоновскими токами, текущими
между двумя сверхпроводниками, разделенны-
ми изолятором, в качестве которых выступают
сверхпроводящие плоскости CuO2. Этот ток
пропорционален разности фаз сверхпроводя-
щих волновых функций. При относительном по-
перечном смещении панкейков, находящихся в
разных плоскостях, между ними возникает взаи-
модействие притягивающего характера, квадра-
тичное при небольших отклонениях <γd и ли-
нейное, пропорциональное длине “джозефсо-
новской струны”, при больших расстояниях.
Второе слагаемое в (26), соответствующее джо-
зефсоновскому взаимодействию панкейков в со-
седних слоях, принадлежащих одной вихревой
нити и сдвинутых относительно друг друга на рас-
стояние ri, имеет вид [82]:

(28)

где rg = γds – характерное расстояние джозефсо-
новского взаимодействия.

В трехмерной ситуации в качестве элементар-
ного объекта рассматривается не отдельный дву-
мерный панкейк, а вихревая нить как стопка не-
скольких панкейков, между которыми есть межс-
лоевое взаимодействие. В процессе расчета
возможно рождение вблизи границы как полной
вихревой нити, так и ее отрезка с числом панкей-
ков от 1 до NL – 1. При этом верхний и нижний
панкейки образуют межплоскостные связи с гра-
ницей, т.е. считается, что панкейк, находящийся
плоскостью выше (ниже), еще не проник в обра-
зец. В алгоритм также вводится дополнительная
процедура – перезацепление вихревых нитей, ко-
гда в случае высокой анизотропии достаточно ис-
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кривленные вихревые нити сближаются и обме-
ниваются межслоевым взаимодействием. Имен-
но такие процессы постоянного перезацепления
вихревых нитей происходят в режиме 3D–2D-пе-
рехода, когда плотность вихревых нитей доста-
точно высока, чтобы панкейки могли постоянно
обмениваться связями, в результате чего стано-
вится невозможно определить связь панкейка с
определенной вихревой нитью. Тестирование ме-
тода выполняли путем сравнения кривой намаг-
ниченности слабоанизотропного ВТСП с колон-
чатыми дефектами с кривой намагниченности,
рассчитанной в рамках двумерной модели при
той же концентрации дефектов. Удовлетвори-
тельное совпадение кривых указывает на кор-
ректность модели.

В рамках трехмерной модели методом Монте-
Карло исследовано плавление трехмерной вихре-
вой решетки [82]. Авторы учитывали только джо-
зефсоновское межплоскостное взаимодействие,
алгоритм не допускал рождение и уничтожение
вихрей. Фазовая диаграмма и зависимость модуля
сдвига вихревой решетки C66 от температуры по-
казаны на рис. 17 [83]. Из рисунка видно, что рас-
чет дает разные результаты при введении в модель
перезацепления вихревых нитей и без него.

Авторами [63–65] было учтено джозефсонов-
ское и электромагнитное взаимодействие между
слоями, введено в модель проникновение вихре-
вых нитей с границы. Были выполнены расчеты
[63] критического тока ВТСП с колончатыми де-
фектами, наклонными по отношению к оси ани-
зотропии ВТСП на некоторый угол ϕ (направление
наклона дефектов совпадает с направлением входа
вихрей в образец, рис. 18). В расчете Монте-Карло
колончатый дефект представляется в виде “стопки”
точечных дефектов, расположенных один под дру-
гим или со сдвигом, пропорциональным наклону
дефекта.

Как показывает расчет, при низких γ (<10) ве-
личина критического тока резко падает с ростом
угла наклона, причем при γ ~ 7 и выше наблюда-
ется начальный горизонтальный участок. С ро-
стом γ горизонтальный участок увеличивается, и
при некоторой анизотропии критический ток
практически перестает зависеть от наклона де-
фектов.

При тепловых отклонениях панкейка от оси
вихря добавка к энергии, связанная с межслое-
вым взаимодействием, для бездефектного образ-
ца составляет ~kT. Для рассмотренных значений
температуры такие отклонения оказываются рав-
ными xmax ~ 0.01 γd. При наличии дефектов появ-
ляется дополнительная добавка к энергии, обу-
словленная пиннингом вихря на дефекте. Тогда
оценки дают xmax ~ 0.2 γd. Как показывают расче-
ты, приблизительно при таком расстоянии между
точечными дефектами, составляющими наклон-
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ный и расположенными в соседних слоях, начи-
нается уменьшение критического тока (рис. 18).

Расчеты вихревой решетки ВТСП в наклон-
ном магнитном поле в рамках трехмерной анизо-
тропной 3D-модели на кубической решетке были
выполнены в работе [84]. Гамильтониан данной
модели определяется выражением:

(29)
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Также был продемонстрирован фазовый пере-
ход между состояниями с преобладающей джо-
зефсоновской и преобладающей абрикосовской
решеткой (рис. 19).

МЕТОД МОЛЕКУЛЯРНОЙ ДИНАМИКИ

Основные уравнения. В методе молекулярной
динамики временная эволюция системы вихрей
определяется путем численного интегрирования
уравнений движения [85–90]:

(30)

Здесь fi – суммарная сила, действующая на

единицу длины вихря,  – сила попарного взаи-
модействия вихрей,  описывает взаимодей-
ствие вихрей с центрами пиннинга, fp – макси-
мальная сила пиннинга. Температура вводится в
расчет с помощью стохастического члена 
причем  и  ≥ 

 ρn – удельное сопротивление
сверхпроводника в нормальном состоянии. Мо-
делирование осуществляется при фиксирован-
ном числе вихрей. При наличии транспортного
тока добавляется постоянная сила 
где j – плотность транспортного тока, принимае-
мая постоянной.
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Рис. 18. Зависимости критического тока от наклона
дефектов; с – двумерная концентрация точечных де-
фектов в плоскости ВТСП-слоя [65].
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ции. (б) Зависимость модуля сдвига C66 и среднего отклонения панкейков в плоскости от температуры [83]. Расчет
сделан при постоянном количестве вихревых нитей, изменение магнитного поля достигалось изменением средней
плотности вихрей.
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Результаты расчетов. В работе [85] в 1993 г. бы-
ли численно рассчитаны профили магнитного по-
тока в рамках одномерной модели с центрами пин-
нинга. Дефекты были распределены равномерно
по образцу, кроме небольшой области, свободной
от них. В этой области вихри добавляются в систе-
му или убираются из нее и принимается, что в ней
приложено внешнее поле. В системе действуют
периодические граничные условия. На рис. 20а
показаны профили магнитного потока, рассчи-
танные при последовательном увеличении внеш-
него поля. Потенциал межвихревого взаимодей-
ствия имеет вид (rv – радиус области, где потен-
циал взаимодействия отличен от нуля):

(31)

Потенциал взаимодействия с центрами пин-
нинга:

(32)
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В пренебрежении силой вязкого трения сила,
действующая на вихри: 

При увеличении поля в систему добавляются
вихри, после чего система приходит в состояние
равновесия. Вихри добавляются в бездефектную
область, пока не начнут перекрываться. Тогда
вихри начинают взаимодействовать и выталки-
ваться в дефектную область. Алгоритм позволяет
воспроизвести перемагничивание системы внеш-
ним магнитным полем; на рис. 20б показаны кри-
вые намагниченности для двух значений концен-
трации дефектов (на единицу длины). Видно, что
при более сильном пиннинге начальный участок
кривой идет выше, остаточная намагниченность
больше.

На практике профили магнитного поля рас-
считываются, исходя из измеренных значений на-
магниченности и критического тока. Более 50 лет
для этой цели успешно используется модель Би-
на, согласно которой величина тока в сверхпро-
воднике может принимать 3 значения: –jc, 0, jc.
Модель Бина не учитывает микроскопическую
природу механизма, ответственного за захват
магнитного потока; в связи с этим предположе-

= −∇ − ∇p v .i i iF V V

Рис. 19. Конфигурации вихревых нитей в состоянии с преобладающей джозефсоновской решеткой: в плоскости ab (a, в)
и в плоскости ca (б, г) [84]. Кружками на рисунках слева обозначены панкейки.
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ние jc = const модифицировали [91]. Вид профи-
лей магнитного потока, рассчитанных в работе,
указывает на применимость к системе модели
Кима, где критический ток связан с локальным
магнитным полем следующим соотношением

 α и b0 – постоянные, причем α не
зависит от поля.

Профили магнитного потока, петли перемаг-
ничивания (рис. 21a) и критический ток в сверх-
проводнике с сильным пиннингом, фазовые пе-
реходы в вихревой решетке (в т. ч. при периодиче-

( )α = +c 0 ,J B b

ском пиннинге) рассчитаны в рамках двумерной
модели с учетом силы вязкого трения [86–90].
Увеличение или уменьшение поля достигается
добавлением или уничтожением вихрей в свобод-
ной от дефектов приграничной области шириной
6λ. Произведение плотности вихрей в пригранич-
ной области на Ф0 дает величину поля, прило-
женного к сверхпроводнику. Введением в систе-
му вихрей разных знаков удается получить полную
петлю перемагничивания. С использованием по-
лученных при моделировании профилей магнит-
ного поля B удается рассчитать локальную плот-
ность тока в сверхпроводнике 
Расчеты при различной плотности np и глубине
центров пиннинга fp (рис. 21б) подтверждают ли-
нейность 1/jc(B) в широком интервале значений
магнитного поля. Величина α, рассчитанная из
наклона зависимостей 1/jc(B), оказывается сте-

пенной функцией fp: α ~  Данный результат ука-
зывает на то, что вихревая система находится между
состоянием, описываемым теорией коллективного
пиннинга (Ларкин–Овчинников)  и со-
стоянием независимых вихрей при сильном пин-
нинге 

В рамках трехмерной модели [47] с учетом эла-
стичности вихревой нити были исследованы раз-
личные динамические режимы вихревой системы
в присутствии дефектов и границ двойникования.
Гамильтониан трехмерной модели описывается
уравнением (33), где ε – жесткость вихревой нити.
Уравнения Ланжевена имеют вид (34), где L – раз-
мер системы в направлении оси z, Ud – энергия
взаимодействия с центрами пиннинга:

(33)

(34)

Метод молекулярной динамики позволяет ис-
следовать временную эволюцию вихревой систе-
мы, что дает возможность рассчитать транспорт-
ные характеристики без выбора условного проме-
жутка времени и нормировки на эксперимент.
Существенным недостатком является необходи-
мость работать с фиксированным числом вихрей.
Введение большого числа вихрей на границе, мо-
делирующих внешнее поле, является эффектив-
ным решением, но может существенно замедлить
расчет.
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Рис. 20. (a) Профили магнитного поля в одномерной
модели при повышении (слева) и понижении (спра-
ва) внешнего поля, (б) кривые намагниченности при
разной концентрации дефектов. Концентрации от-
личаются в 2 раза. Расчет методом молекулярной ди-
намики. ξv – радиус обрезания для потенциала взаи-
модействия вихрей [85]. На графике показана вели-
чина –4πM.
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КОМПОЗИТНЫЕ СТРУКТУРЫ 
ФЕРРОМАГНЕТИК–СВЕРХПРОВОДНИК

Магнитные наночастицы в качестве центров
пиннинга. Первой работой, в которой ферромаг-
нитные наночастицы были использованы в каче-
стве центров пиннинга в сверхпроводнике второ-
го рода, может считаться классическая работа
[92]. Намагниченные до насыщения наночасти-
цы железа (в однодоменном состоянии) помеща-
ли в жидкий сплав Hg–13% In. Измерения кривых
намагниченности показали повышение эффектив-
ности таких центров пиннинга (заключение о силе
пиннинга делали по величине остаточной намаг-
ниченности). В работе энергия взаимодействия
вихря с магнитной частицей предполагается рав-
ной энергии магнитного момента частицы в поле,
созданном вихрем в ее центре, подавлением
сверхпроводимости вблизи ферромагнитной ча-
стицы пренебрегают. Таким образом, было пока-
зано, что магнитные частицы способны обеспе-
чить существенный гистерезис при перемагничи-
вании сверхпроводника второго рода, исходно не
имеющего остаточной намагниченности, за счет
взаимодействия магнитного момента примесной
частицы с полем вихрей. Также было продемон-
стрировано усиление пиннинга при возрастании
концентрации примесей. Авторы [93], однако,
демонстрируют приблизительно одинаковую си-
лу пиннинга, обеспечиваемую ферромагнитными
и парамагнитными включениями, и указывают
на отсутствие в работе [92] сравнения с пиннин-
гом на немагнитных частицах. В то же время в [93]
пиннинг вихрей был обусловлен снижением кри-
тической температуры сверхпроводника вблизи
примеси за счет эффекта близости; в [92] влияние
этих эффектов могло быть пренебрежимо малым
по сравнению с магнитным взаимодействием.
Кроме того, размеры частиц в [93] составляли по-
рядка нескольких микрометров, что значительно
превосходит размер предельный однодоменной
частицы Gd (~10 нм); следовательно, магнитный
момент частиц в процессе эксперимента не оста-
вался постоянным и зависел от предыстории об-
разца. Интересный механизм пиннинга на магнит-
ных наночастицах рассмотрен в [94]. Смещение
вихревой нити сопровождается перемагничивани-
ем примесей (в эффективном объеме, занятом вих-
рем, помещается достаточно большое их количе-
ство); таким образом, сила, возникающая при
смещении вихря, связана с гистерезисными поте-
рями на перемагничивание частиц. Эффект на-
блюдается только в том случае, если предвари-
тельно на образец наложено внешнее поле, доста-
точное для насыщения частиц и большее второго
критического, затем поле быстро уменьшается до
нуля. В [95] было показано, что величина крити-
ческого тока больше для магнитной примеси, по-
скольку из-за подавления параметра порядка су-

щественно возрастает эффективный объем де-
фекта.

Наблюдаются и другие особенности, такие как
эффекты рождения и аннигиляции пар вихрь-ан-
тивихрь вблизи магнитного диполя, появление
пиков на вольт-амперной характеристике, свя-
занное с периодическим рождением таких пар
вихрь-антивихрь [96, 97]. В работах [98–103] ис-
следовали различной формы массивы магнитных
точек, с различным направлением намагничен-
ности, в частности параллельно и перпендику-
лярно плоскости сверхпроводящего слоя. Наблю-
дали формирование вихрей вблизи магнитного
диполя, было продемонстрировано появление
вихрей противоположного знака на разных полю-
сах диполя, лежащего в плоскости пленки. На-
блюдали также появление вихрей с магнитным
потоком, кратным Ф0, в зависимости от величи-
ны магнитного момента диполя.

Существенная часть исследований относится
к вихревым структурам в тонких пленках с нане-

Рис. 21. (a) Кривые намагниченности (по вертикаль-
ной оси – величина –4πM = H–B) и (б) зависимости
критического тока от магнитного поля при различ-
ной силе пиннинга и концентрации дефектов. Расчет
методом молекулярной динамики в рамках двумер-
ной модели [86].
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сенным на них массивом магнитных точек и в
многослойных структурах ферромагнетик-сверх-
проводник. Первые исследования такого рода на-
чались, когда должное развитие получили методы
создания микро- и нанокомпозитных структур,
такие как литография, молекулярно-лучевая эпи-
таксия, и методы их исследования с помощью
атомно-силового и магнито-силового микроско-
па, а также магнитооптики. Экспериментально
исследуют вихревые конфигурации, возникаю-

щие в сверхпроводящих пленках вблизи магнит-
ных точек. Часто наблюдаемой особенностью яв-
ляется наличие минимумов на зависимости маг-
нитосопротивления от внешнего магнитного
поля (рис. 22 [104]). Поля Ha и Hn (рис. 22a) соот-
ветствуют полям рождения и аннигиляции маг-
нитных вихрей и дополнительным минимумам на
кривой магнитосопротивления (рис. 22б).

Разнообразные эффекты наблюдаются в слу-
чае, когда намагниченность магнитных точек
(или магнитных дисков) перпендикулярна сверх-
проводящему слою. Экспериментально наблюда-
ли конфигурации из объединенных вокруг маг-
нитной точки 1, 2 и более вихрей [105]. Одна из
возможных серий конфигураций вихрей на маг-
нитном диске, полученная численным расчетом,
показана на рис. 23 [102].

В [104, 106] исследована угловая зависимость
магнитосопротивления сверхпроводящей пленки
с магнитными наноточками, в [104] сравнивали
эффекты пиннинга вихрей при различных маг-
нитных конфигурациях наноточек – частицы бы-
ли в однодоменном состоянии или в состоянии
магнитного вихря. Наблюдаемые минимумы на
зависимости сопротивления слоя от величины
нормальной компоненты приложенного поля
объясняли резким усилением пиннинга абрико-
совских вихрей на решетке магнитных точек. Бы-
ло показано, что рост силы пиннинга обусловлен
подавлением сверхпроводимости вблизи кора
магнитного вихря. Наблюдаемый гистерезис маг-
нитосопротивления связан с перемагничиванием
массива магнитных точек, которое также проис-
ходит необратимо. Авторы [106] исследовали пе-
риодические массивы упорядоченных (т.е. все
магнитные моменты направлены в одну сторону,
и система таким образом намагничена) и разу-
порядоченных (система размагничена) магнит-
ных диполей на поверхности сверхпроводящего
слоя. Была также получена зависимость магни-
тосопротивления от внешнего поля для различ-
ных магнитных конфигураций массива. Если
массив был упорядоченным, то минимумы со-
противления наблюдали при значениях внешне-
го поля  и  
где a – период решетки. При этих полях вихри
располагаются на магнитных точках (если их на-
магниченности совпадают) либо в промежутках
между магнитными точками (если направления
намагниченности противоположны) и, таким об-
разом, имеет место подстройка решетки вихрей
под решетку дефектов (как и в предыдущей рабо-
те, частицы находятся в состоянии магнитного
вихря). Если же массив магнитных вихрей разу-
порядочен, то никаких эффектов подстройки не
наблюдается и зависимость сопротивления сим-
метрична относительно H = 0.

≈ Φ 2
00.5sH a = ± 1,sH H H = Φ 2

1 0 ,H a

Рис. 22. (a) Кривая намагниченности магнитной точ-
ки; (б) магнитосопротивление в поле, наклонном к
плоскости пленки [104].
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Кроме того, показана возможность появления
наведенной полем сверхпроводимости (field-in-
duced superconductivity) в промежутках между
магнитными диполями, что обусловлено анниги-
ляцией квантов магнитного потока, рожденных
магнитными точками и внешним полем.

Двойные и более слои ферромагнетик–сверх-
проводник. Особое внимание следует уделить чис-
ленным расчетам магнитного поля и сверхпрово-
дящего параметра порядка в композитных F/S
структурах. Для большинства приложений ВТСП
требуется в виде тонких пленок, поэтому большая
часть таких исследований выполнена именно для
случая сверхпроводящей пленки, находящейся в
контакте с ферромагнетиком. Одной из задач яв-
ляется повышение критического тока в пленке,
находящейся в смешанном состоянии. В этом
случае также рассматривается 2 механизма взаимо-
действия ферромагнетика с вихревой структурой:
через подавление параметра порядка в сверхпро-
воднике из-за эффекта близости и электромагнит-
ное взаимодействие. В некоторых экспериментах
для исключения подавления магнитного и сверх-
проводящего параметров порядка за счет эффекта
близости и спиновой диффузии слои ферромаг-
нетика и сверхпроводника разделяют тонкой ок-
сидной пленкой.

В случае, когда преобладает электромагнитное
взаимодействие, важным механизмом пиннинга
вихрей является пиннинг на доменной стенке. В
[107] численно исследовали формирование вих-
ревой структуры в двойном слое ферромагнетик-
сверхпроводник. Конфигурация, когда ферромаг-
нитный слой намагничен однородно и намагни-
ченность перпендикулярна плоскости слоя, может
быть неустойчивой из-за появления вихрей в
сверхпроводнике. Данная неустойчивость приво-
дит к формированию доменной структуры в фер-
ромагнетике, причем магнитный поток вихрей,
как и намагниченность соседних доменов, меняет
знак. Размер доменов много больше глубины
проникновения магнитного поля  в
свою очередь λ много больше толщины сверхпро-
водящего слоя d. Равновесная конфигурация по-
лучается минимизацией магнитной энергии си-
стемы. В последующей работе [108] авторы полу-
чили цепочки вихрей противоположных знаков,
формирующиеся на полосовых доменах в ферро-
магнитном слое. Как показывает расчет, сначала
вихри формируются по одному на домене, при
росте намагниченности – по два (рис. 24).

Несимметричные вольт-амперные характеристи-
ки гетероструктуры La0.66Sr0.33MnO3/YBa2Cu3O7 – δ
были получены в [109], эффект может быть объ-
яснен вкладом магнитного момента ферромагне-
тика в магнитное поле у краев пленки. Эффект
наблюдается, когда намагниченность ферромаг-
нитной пленки перпендикулярна току и парал-

Λ = λ2 2 ,d лельна плоскости пленки. В работе [110] было
теоретически показано, что в мультислое ВТСП-
ферромагнетик энергия пиннинга одиночного
вихря на доменной структуре ферромагнетика
может на 2 порядка превосходить энергию пин-
нинга немагнитным столбчатым дефектом.

Разнообразные эффекты наблюдаются и в том
случае, когда ферромагнетик и сверхпроводник
находятся в непосредственном контакте и их вза-
имодействие осуществляется через эффект бли-
зости [111–118]. Одно из проявлений эффекта
близости состоит в изменении критической тем-
пературы сверхпроводника. Различают два меха-
низма взаимодействия сверхпроводящего и маг-
нитного параметров порядка: электромагнитный
(взаимодействие куперовской пары с полями, со-
зданными магнитными моментами) и обменное

Рис. 23. Вихри вблизи магнитного диска. Цветом по-
казана плотность куперовских пар. График – зависи-
мости свободной энергии от относительной величи-
ны магнитного момента диска [102].
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взаимодействие магнитных моментов и электро-
нов, составляющих куперовскую пару. При фор-
мировании доменной структуры ферромагнетика
наблюдается появление сверхпроводимости вбли-
зи доменных стенок (domain wall superconductivity
DWS, [111–113]). В [114] существование DWS было
подтверждено экспериментально. Эффект имеет
место как в композитных структурах, так и в фер-
ромагнитных сверхпроводниках, таких как UGe2,
URhGe. В FS-композите обменное поле, дей-
ствующее на куперовские пары, ниже вблизи до-
менной стенки, чем внутри домена. В работе [111]
наблюдали локальное повышение Tc сверхпро-
водника (пониженной в сверхпроводнике из-за
присутствия ферромагнетика), если длина коге-
рентности превосходила толщину сверхпроводя-
щего слоя. В [115] рассчитана критическая темпе-
ратура сверхпроводника, находящегося в контакте
с FM-слоем со спиральной магнитной структурой.
В [116, 117] эффект близости с ферромагнитным
диэлектриком исследовали экспериментально,
показано существенное снижение критической
температуры сверхпроводника. Расчеты показы-
вают также [118], что вдоль доменной стенки
сверхпроводимость может проникать в ферро-
магнетик на глубину, существенно превышаю-
щую  в нормальном металле (D –
коэффициент диффузии).

В [119] экспериментально получены вольт-ам-
перные характеристики двойного SF-слоя при
разной величине внешнего магнитного поля, по-
казано, что критический ток в этом случае мень-
ше критического тока одиночного сверхпроводя-
щего слоя, что связано с подавлением параметра
порядка вблизи ферромагнетика. Эксперимен-
тально и теоретически магнитные и транспорт-
ные свойства двойных и более слоев ферромагне-
тик–сверхпроводник исследовали также в рабо-
тах [120–124], получены серии вольт-амперных

ξ = πN 2D T

характеристик. Необходимыми также являются
исследования, связанные со структурой доменных
стенок в отдельном ферромагнитном слое [123].

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
КОМПОЗИТНЫХ НАНОСТРУКТУР 

ФЕРРОМАГНЕТИК–СВЕРХПРОВОДНИК: 
МЕТОД МОНТЕ-КАРЛО

Моделирование ВТСП с магнитными наноча-
стицами в качестве центров пиннинга. В работах
[23–28] на основе континуального метода Монте-
Карло была развита методика, позволяющая са-
мосогласованно рассчитывать вихревые конфи-
гурации и намагниченность трехмерных образцов
ВТСП с ферромагнитными наночастицами в ка-
честве центров пиннинга. Следует отметить, что
магнитный момент частицы, находящейся внут-
ри образца, не является постоянной величиной и
зависит от локального магнитного поля, создан-
ного находящимися в образце вихрями. Поэтому
простое выражение для потенциала взаимодей-
ствия частицы с вихрем, как в работах [23–28], не
может быть использовано и необходимо учиты-
вать в модели самосогласованное взаимодействие
магнитных моментов частиц с вихревой решет-
кой. Также представляют интерес ферромагнит-
ные включения произвольной формы и размера.

При движении электрона в случайном при-
месном потенциале U(r), если он не меняется при
обращении времени, возможно одновременное
существование двух комплексно-сопряженных
электронных состояний (образующих куперов-
скую пару). В низкотемпературных сверхпровод-
никах это условие выполняется для немагнитных
примесей, которые таким образом слабо влияют
на величину щели и, следовательно, критическую
температуру (теорема Андерсона, [125]). Магнит-
ные же примеси взаимодействуют со спином
электрона, поэтому симметрия состояний при

Рис. 24. Некоторые из возможных конфигураций вихрей вблизи доменных стенок (вертикальные линии) [108]. “+” и
“–” соответствуют вихрям противоположного знака.
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обращении времени нарушается, что приводит к
резкому падению Tс с ростом концентрации таких
дефектов. В ВТСП теорема Андерсона, как прави-
ло, не выполняется [126], так что магнитные и не-
магнитные примеси зачастую одинаково влияют на
Tс. Таким образом, при небольших концентрациях
ферромагнетика можно пренебречь эффектом
близости и исследовать эффекты, связанные с вза-
имодействием магнитных моментов примесей с
полем вихрей. В работах [23–28] анализируют вли-
яние электромагнитного взаимодействия вихрей и
примесных частиц. Взаимодействие, обусловлен-
ное эффектом близости, приближенно учитывают
в виде т.н. немагнитной части взаимодействия,
имеющей вид потенциальной ямы размером ~ξ. С
учетом этого потенциал магнитных примесей за-
писывается в виде:

(35)

μ – проекция магнитного момента примесной ча-
стицы на направление внешнего поля (совпадаю-
щее с направлением поля вихря). Второе соотно-
шение справедливо, поскольку размер частицы
выбран малым по сравнению с λ. При расчете вы-
бирается значение  что близко к
реальным экспериментальным данным для маг-
нитных частиц:

(36)

Второе соотношение соответствует полю в цен-
тре вихря. Пусть магнитные примеси находятся
внутри образца. Частица становится однодомен-
ной, если ее радиус оказывается меньше некоторо-
го критического значения, определяемого соотно-
шением величины поверхностной энергии домен-
ной стенки и энергии магнитного поля однородно
намагниченной частицы. Также квантованием мо-
мента частицы можно пренебречь, учитывая
большое количество магнитных атомов, слагаю-
щих частицу. Ансамбль таких частиц может быть
представлен в виде совокупности магнитных мо-
ментов, абсолютная величина которых постоян-
на. Изменение намагниченности такой системы
достигается вращением вектора намагниченно-
сти отдельной частицы во внешнем поле. Пред-
полагается также, что концентрация примесей
такова, что среднее расстояние между ними боль-
ше или порядка λ, т.е. каждый магнитный диполь
экранирован друг от друга сверхпроводящими об-
ластями.

Перемагничивание ферромагнитной примеси
в расчете реализуется введением в алгоритм Мон-
те-Карло дополнительного подпроцесса – пере-
ориентации ее магнитного момента. Энергия U
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частицы складывается из энергии момента в поле
вихрей и их отражений, во внешнем поле с учетом
мейсснеровского тока (транспортного в случае
перемагничивания током) и энергии магнитной
анизотропии (одноосного кристалла – для про-
стоты [127, 128]), так что часть энергии магнитной
примеси имеет вид:

(37)

где μ – магнитный момент частицы, Hm – поле,
обусловленное мейсснеровским и транспортным
током,  – параметр анизотропии [128],
ϕ и θ – углы между направлением внешнего поля,
μ и осью легкого намагничивания,  –
модуль намагниченности, V – объем примеси
(рис. 25; для магнитной наночастицы для опреде-
ленности полагаем V ≈ ξ3, β ~ 1). Очевидно, что
форма кривой перемагничивания ансамбля таких
частиц зависит от ориентации их осей легкого на-
магничивания относительно направления внешне-
го поля. Температуры, для которых производится
расчет, достаточно низки, так что суперпарамагне-
тизм [129] таких частиц практически не проявляет-
ся. Возможны 3 предельных случая: θ = 0, θ = π/2 и
случай, когда оси легкого намагничивания ориен-
тированы случайно. В первом случае петля пере-
магничивания имеет прямоугольную форму, во
втором процесс перемагничивания является строго
обратимым, что воспроизводится расчетом Монте-
Карло (рис. 25) [39].

При расчете [39, 130, 131] исходная полная на-
магниченность примесей равна нулю и для опре-
деленности все магнитные моменты направлены
под прямым углом к внешнему полю. Когда маг-
нитные частицы находятся внутри сверхпровод-
ника, среднее поле, действующее на них, равно
нулю, пока вихри не проникли в образец, и стано-
вится ~nФ0 при конечной двумерной концентра-
ции n вихрей. Для магнитных частиц рассмотрим
упоминавшиеся выше 3 случая:

1) θ = 0. При небольших полях число частиц с
ϕ = 0 и ϕ = π оказывается примерно одинаковым.
Переориентация моментов происходит теперь,
когда поле в образце nФ0 (всегда ) до-
стигает величины коэрцитивной силы. То же са-
мое – при смене знака внешнего поля. Таким об-
разом, присутствие сверхпроводника не меняет
качественно поведения магнитных частиц. Рас-
чет показывает уширение петли перемагничива-
ния частиц. Переориентации магнитных момен-
тов не происходит, если  (μ0Hmax =
= 100 мТл – амплитуда перемагничивающего по-
ля). В этом случае вихри не закрепляются на про-
тивоположно направленных магнитных момен-
тах, и число эффективных центров пиннинга

= φ − θ − μ + φ2
m vsin ( ) ( )cos ,U KV H H

= β 2 2K M

= μM V

Φ ≤ μ0 0n H
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(и, следовательно, ширина петли) сокращается
примерно вдвое.

2) θ = π/2. Расчет показывает, что присутствие
сверхпроводника делает процесс перемагничива-
ния примесей необратимым. При уменьшении
внешнего поля от максимального значения до ну-
ля вихри остаются закрепленными на дефектах, и
магнитный момент примеси, захватившей вихрь,
повернут в соответствии с полем в его центре, а не
с внешним полем – результат нелинейного взаи-
модействия сверхпроводника и ферромагнитного
ансамбля. Коэрцитивная сила же остается посто-
янной и равной ≈45 мТл. Именно при таком поле
начинается проникновение в образец вихрей
противоположного знака и их аннигиляция с вих-
рями, закрепленными на дефектах.

3) При случайной ориентации осей легкого на-
магничивания также наблюдается уширение пет-
ли для системы примесей.

При пропускании через ВТСП, находящийся в
магнитном поле, транспортного тока наблюдает-
ся S-образная особенность ВАХ (рис. 26a)
[132‒135], обусловленная самосогласованным
взаимодействием магнитных моментов приме-
сей с вихревой системой. Во внешнем поле пла-
стина заполняется сначала вихрями одного зна-
ка, параллельно которым поворачиваются все
магнитные моменты (точка 1 на рис. 26а). Про-
никновение вихрей противоположного с внеш-
ним полем знака для μ0H = 40 мТл начинается
при поле тока μ0Hj = 85 мТл, причем они сразу за-
нимают почти половину образца, а их средняя
плотность много меньше плотности вихрей, захо-
дящих справа. Поля, создаваемого этими вихря-

Рис. 26. (a) ВАХ ВТСП с ферромагнитными наноча-
стицами во внешнем поле H [135], (б) “фазовая диа-
грамма” существования S-образной особенности
[65].
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ми, недостаточно для перемагничивания приме-
сей, вихри беспрепятственно проходят в образец,
и напряженность растет. Когда начинается пере-
ориентация магнитных моментов, вихри захваты-
ваются дефектами и напряженность падает. В со-
ответствии с этим область аннигиляции смещает-
ся из центра образца к левой границе при μ0Hj =
= 85 мТл, далее снова к центру (точки 3–6). При
немагнитных дефектах область аннигиляции с
ростом тока перемещается монотонно к середине
пластины. При уменьшении тока ВАХ особенно-
стей не имеет, поэтому наблюдается гистерезис.

При повышении температуры T нелинейный
участок смещается влево (в сторону меньшего на-
пряжения), одновременно выпрямляясь до полно-
го исчезновения. Граничное значение температуры
соответствует случаю, когда kТ становится сравни-
мой с энергией магнитной анизотропии, т.е. суще-
ственную роль начинают играть тепловые флуктуа-
ции магнитных моментов. Имеем KV ~ kT (V –
объем примеси), откуда при выбранном значении
параметра анизотропии T ≈ 6 К (рис. 26б). При
расчете в рамках трехмерной модели эффект со-
храняется, хотя и становится менее ярко выра-
женным.

Образец, имеющий падающий участок (уча-
сток с отрицательной дифференциальной прово-
димостью) на ВАХ, можно использовать как актив-
ный элемент в цепи генератора электромагнитных
колебаний. Также в области неустойчивости про-
исходит расслоение образца на участки (домены) с
различным током или электрическим полем (та-
кие эффекты характерны для полупроводников с
S- и N-образными ВАХ) [136].

ВТСП с цилиндрическими магнитными дефекта-
ми. Также на практике можно использовать
включения ферромагнетика в виде цилиндров
произвольного радиуса (для определенности на-
магниченных до насыщения) [137, 138]. Для рас-
четов методом Монте-Карло [139–141] в рамках
модели слоистого ВТСП необходимо получить
энергию взаимодействия вихря с таким дефек-
том. Пусть бесконечный ферромагнитный ци-
линдр имеет радиус R, намагниченность M и рас-
положен внутри сверхпроводника, содержащего
прямые вихревые нити. По аналогии с [12], необ-
ходимо решить уравнение Лондонов для вектор-
ного потенциала А внутри сверхпроводника и
уравнение Максвелла внутри магнитной частицы
в цилиндрических координатах:

(38)
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С учетом граничных условий:

(39)

(40)

где K0, K1 – функции Макдональда нулевого и
первого порядка. Тогда экранирующий ток во-
круг магнитной частицы имеет только одну ком-
поненту (0, jϕ(r), 0) и определяется выражением

(41)

Энергия взаимодействия вихря с частицей рас-
считывается как работа силы Лоренца F по переме-
щению вихря из бесконечности в данную точку,
взятая с обратным знаком:

(42)

Заметим, что при R  λ данное выражение пе-
реходит в выражение для энергии точечного ди-
поля в поле вихря. Радиус ферромагнитных ча-
стиц составляет 0.1λ–2λ, намагниченность при-
нята характерной для ферромагнетиков и равной
102–103 Гс. В процессе перемагничивания сверх-
проводника абсолютная величина и направление
намагниченности магнитного дефекта остаются
постоянными (т.е. принимается, что величина ко-
эрцитивной силы ферромагнетика существенно
превышает амплитуду перемагничивающего по-
ля). Расчет показывает в этом случае почти нуле-
вую остаточную намагниченность при поле, про-
тивоположном магнитному моменту примеси.
Это связано с отталкиванием вихря от магнитно-
го момента противоположного знака. Зависимо-
сти jc от радиуса R цилиндров при фиксированной
объемной концентрации ферромагнетика (так что

 N – число дефектов, рис. 27) имеют
максимум (2 максимума при  A/м) при
определенном размере дефекта. Высота и положе-
ние максимума определяются характеристиками
дефектов – их концентрацией и намагниченно-
стью. Данные максимумы обусловлены под-
стройкой решетки вихрей под решетку дефектов.
Первый максимум появляется, когда на всех де-
фектах закреплено по одному вихрю, второй –
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когда на каждом из дефектов оказывается воз-
можным закрепление двух вихрей.

Далее учитывается, что в условиях экспери-
мента сверхпроводник может быть нанесен на
подложку из ферромагнитного материала. Под-
ложка вводится в расчет в виде ансамбля нанораз-
мерных частиц – “примесей”, магнитный момент
которых оценивается из эксперимента. Действи-
тельно, магнитная подложка – это фактически
внешние поля, пронизывающие сверхпроводник,
и с учетом того, что сверхпроводник тонкий, мож-
но предположить, что несмотря на экранировку,
по крайней мере пограничные слои ВТСП нахо-
дятся в поле ферромагнитной подложки. Моде-
лирование однородной подложки совокупностью
магнитных частиц оправдано тем, что суммарная
намагниченность частиц в итоге однородна при
тех концентрациях, которые используют в расче-

тах. Магнитные поля частиц многократно пере-
крываются, образуя практически постоянное зна-
чение. Так как эти частицы находятся вне сверх-
проводника, то влиянием магнитного поля вихрей
можно пренебречь и считать, что перемагничива-
ние подложки осуществляется только внешним
полем. По этой же причине не нужно учитывать
немагнитную часть взаимодействия вихря с фер-
ромагнитной “примесью”. Кривая намагничен-
ности подложки является обратимой, известна из
эксперимента и напрямую вводится в расчет.

Для ВТСП на магнитной подложке продемон-
стрировано нелинейное взаимодействие ферро-
магнетика и сверхпроводника (кривая намагни-
ченности композита не совпадает с суммой кривых
намагниченности сверхпроводника и подложки) и
“парамагнитный эффект” (кривая намагниченно-
сти при высоких полях заходит в область отрица-
тельных значений намагниченности –4πM) [142].
Оба эффекта имеют экспериментальное подтвер-
ждение [143].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Слоистые ВТСП в настоящее время представ-
ляют существенный научный и практический ин-
терес. Большинство известных ВТСП таковы, что
при температурах, обычно используемых на
практике, выполняется условие ξc < d, т.е. вихревая
нить может быть представлена в виде стопки плос-
ких слоевых вихрей – панкейков. Такой сверхпро-
водник имеет богатую фазовую диаграмму в маг-
нитном поле. Перпендикулярная слоям компонен-
та магнитного поля рождает плоские слоевые
вихри – панкейки, параллельная слоям – джозеф-
соновские вихри в межплоскостных промежут-
ках. Панкейки в соседих слоях взаимодействуют,
взаимодействие состоит из двух компонент –
электромагнитного и джозефсоновского. В на-
клонном магнитном поле формируются различ-
ные вихревые структуры – вихревые цепочки,
вихревые молекулы, решетки наклонных абрико-
совских вихрей, пересекающиеся решетки абри-
косовских и джозефсоновских вихрей. Характер
вихревой конфигурации определяется парамет-
ром 

Для численного моделирования вихревой ре-
шетки используются методы молекулярной дина-
мики и Монте-Карло. Метод молекулярной ди-
намики позволяет моделировать временную эво-
люцию системы, но все существующие в данный
момент алгоритмы позволяют работать только с
постоянным числом вихрей либо искусственно
вводить вихри на границе, моделирующие внеш-
нее поле. Методом молекулярной динамики рас-
считаны профили магнитного поля в сверхпро-
воднике и необратимые кривые намагниченно-
сти, показано уширение петли намагниченности

α = λ λJ .

Рис. 27. Серии зависимостей критического тока от
радиуса дефектов при различной концентрации (a) и
намагниченности ферромагнетика (б) [140].
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при росте концентрации дефектов. Перспектив-
ным направлением для дальнейших исследова-
ний может быть применение метода к расчету от-
клика вихревой решетки на кратковременные
импульсы тока и магнитного поля. Метод Монте-
Карло позволяет работать с переменным числом
вихрей. Недавно разработанные алгоритмы позво-
ляют естественным образом воспроизводить про-
никновение вихрей в сверхпроводник с границы
через барьер Бина–Ливингстона и таким образом
воспроизводить перемагничивание сверхпровод-
ника как внешним магнитным полем, так и соб-
ственным полем транспортного тока. Методом
Монте-Карло было исследовано плавление ре-
шетки вихрей в дефектном сверхпроводнике,
продемонстрированы фазовые переходы гексаго-
нальная решетка–вращающаяся решетка и враща-
ющаяся решетка–вихревая жидкость, инверсная
кристаллизация вихревой системы. Рассчитаны
вольт-амперные характеристики, гистерезисные и
транспортные потери на перемагничивание. Каче-
ственно объяснен эффект подавления критическо-
го тока при росте концентрации дефектов. Для
трехмерного анизотропного сверхпроводника по-
лучены спадающие зависимости критического
тока сверхпроводника с колончатыми дефектами
от наклона дефектов к оси анизотропии. Суще-
ственным недостатком метода является, однако,
отсутствие в расчете реального времени.

Создание композитных структур ферромагне-
тик–сверхпроводник существенно расширяет круг
наблюдаемых явлений. Теоретически предсказаны
такие эффекты как подстройка вихревой решетки
под решетку магнитных дефектов, наведенная по-
лем сверхпроводимость, сверхпроводимость вблизи
доменной стенки, S-образные вольт-амперные ха-
рактеристики (получены в результате расчета Мон-
те-Карло, выполненного для сверхпроводника с
ферромагнитными наночастицами в качестве
центров пиннинга, самосогласованно взаимо-
действующими с вихревой системой). Большин-
ство эффектов имеют надежное эксперименталь-
ное подтверждение. Образец с S-образной ВАХ
может использоваться в качестве активного эле-
мента в цепи генератора электрических колеба-
ний. Эффекты, наблюдающиеся при взаимодей-
ствии сверхпроводника и ферромагнетика, мо-
гут быть использованы при создании логических
элементов и магнитной памяти.
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гранты № 20-08-00811 (Р.И.А. и Ма.А.Н.) и 20-21-
00085 (К.В.А. и Мо.А.Н.). Работа также выполне-
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СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ

1.  – квант магнитного потока.

2.  – лондоновская глубина проникновения
магнитного поля.

3.  – длина когерентности.

4.  – параметр Гинзбурга–Ландау.

5.  – 1, 2 и 3 критические поля.
6.  – толщина сверхпроводящего слоя.
7.  – расстояние между сверхпроводящими

слоями.
8. c– скорость света.
9.  – направление, перпендикулярное сверх-

проводящим слоям.
10.  – глубина проникновения магнитно-

го поля в сверхпроводящих слоях и в направле-
нии 

11.  – то же для длины когерентности.
12. m – масса электрона.
13.  – эффективная масса электрона в

сверхпроводящих слоях и в направлении 
14. γ – параметр анизотропии.
15. α – параметр в уравнениях Гинзбурга–Лан-

дау. Также на стр. 11, 12 и на рис. 12  – отно-

шение лондоновской и джозефсоновской длин.

16.  – эффективная длина экранирова-

ния в сверхпроводящей пленке.
17. C – теплоемкость вихревой решетки. Также

на стр. 16 C – постоянная Эйлера.
18.  – эффективная глубина ямы дефекта.
19.  – критический ток.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Weber H.W. Neutron irradiation effects in high-T sin-

gle crystals // Physica C. 1991. V. 185–189. P. 309–
314.

2. Kulikov D.V., Trushin Yu.V., Sauerzopf F.M., Zehetmay-
er M., Weber H.W. Changes in the transition tempera-
ture after irradiation and annealing in single crystalline
YBa2Cu3O7 – δ // Physica C. 2001. V. 355. P. 245–250.

3. Kujur A., Asokan K., Behera D. The effect of 200 MeV
Ag ions on the transport property of yttrium barium
copper oxide/silver composite thin film // Thin Solid
Films. 2013. V. 536. P. 256–260.

4. Strickland N.M., Talantsev E.F., Long N.J., Xia J.A.,
Searle S.D., Kennedy J. Flux pinning by discontinuous
columnar defects in 74 MeV Ag-irradiated YBa2Cu3O7
coated conductors // Physica C. 2009. V. 469.
P. 2060–2067.

πΦ = �
0

c
e

λ

ξ
λκ =
ξ

c1 c2 c3, ,H H H
d

sd

ĉ
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