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На основе алгоритма Ванга–Ландау метода Монте-Карло выполнены исследования магнитных
структур основного состояния, фазовых переходов и термодинамических свойств двумерной анти-
ферромагнитной модели Поттса с числом состояний спина q = 4 на гексагональной решетке с вза-
имодействиями ближайших J1 и следующих за ближайшими J2 соседей. Исследования проведены
для соотношений обменных взаимодействий в диапазоне 0.0 ≤ r = |J2/J1| ≤ 1.0. Построена фазовая
диаграмма зависимости критической температуры от величины взаимодействия следующих за
ближайшими соседей. Проведен анализ характера фазовых переходов. Установлено, что в интер-
вале 0.1 ≤ r ≤ 1.0 наблюдается фазовый переход первого рода, а при значении r = 0.0 в системе от-
сутствует фазовый переход и наблюдается сильное вырождение основного состояния.
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ВВЕДЕНИЕ
При количественном описании фазовых пере-

ходов (ФП) и критических явлений в современ-
ной физике конденсированных сред используют-
ся различные решеточные модели. С помощью
теоретических методов на простых решеточных
моделях удается решить большое количество за-
дач, имеющих широкие перспективы для практи-
ческого применения [1–3]. Для изучения физиче-
ских свойств магнитных материалов широко ис-
пользуют модели Изинга, Гейзенберга, Поттса и
др. Эти модели также описывают большой класс
реальных физических систем: слоистые магнети-
ки, пленки жидкого гелия, сверхпроводящие
пленки, адсорбированные пленки и др. [1, 4, 5].

На сегодняшний день, классические модели
Изинга и Гейзенберга достаточно хорошо изуче-
ны и многие их свойства известны [6–10]. Иначе
обстоит дело с моделью Поттса. В последние годы
исследованию спиновых систем, описываемых
моделью Поттса было посвящено значительное
число работ [4, 11–15], в которых были получены
ответы на многие вопросы. В работах [11–18]
представлены результаты, полученные для дву-
мерной модели Поттса с числом состояний спина
q = 2, q = 3 и q = 4 на разных типах решеток. Ре-

зультаты, представленные в этих работах, пока-
зывают, что многие физические свойства модели
Поттса зависят от величины взаимодействия сле-
дующих за ближайшими соседей, числа состояний
спина q и от геометрии решетки. В частности, из-
менение величины взаимодействия следующих за
ближайшими соседей в модели Поттса может при-
вести к вырождению основного состояния, к смене
ФП и возникновению фрустраций [12, 13, 18].

В данной работе нами проводится исследование
двумерной антиферромагнитной модели Поттса с
числом состояний спина q = 4 на гексагональной
решетке с учетом антиферромагнитных обменных
взаимодействий следующих за ближайшими сосе-
дей. Интерес к этой модели обусловлен следующи-
ми основными причинами.

Во-первых, вопрос связанный с типом ФП для
модели Поттса с q = 4 до сих пор является дискус-
сионным, так как значение q = 4 является гранич-
ным значением интервала 2 ≤ q ≤ 4, где наблюда-
ется ФП второго рода и области значений q > 4, в
котором наблюдается ФП первого рода [14].

Во-вторых, природа ФП и термодинамические
свойства для рассматриваемой модели при раз-
личных значениях величины взаимодействия
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следующих за ближайшими соседей до сих пор не
изучены.

В-третьих, учет обменных взаимодействий сле-
дующих за ближайшими соседей в исследуемой
модели может привести к появлению новых маг-
нитных структур.

В связи с этим, в данной работе нами прово-
дится исследование этой модели в широком ин-
тервале значений величины взаимодействия сле-
дующих за ближайшими соседей. Исследование
рассматриваемой модели на основе современных
методов и идей позволит получить ответ на ряд
вопросов, связанных с ФП и термодинамически-
ми свойствами низкоразмерных систем с конку-
рирующими обменными взаимодействиями.

МОДЕЛЬ И МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ
Гамильтониан модели Поттса с числом состоя-

ний спина q = 4 с учетом взаимодействий ближай-
ших и следующих за ближайшими соседей может
быть представлен в следующем виде [19, 20]:

(1)

где J1 и J2 параметры обменных антиферромаг-
нитных (J1 < 0 и J2 < 0) взаимодействий соответ-
ственно для ближайших и следующих за ближай-
шими соседей, θi, j, θi, k – углы между взаимодей-
ствующими спинами Si – Sj и Si – Sk. Направления
спинов задается таким образом, чтобы выполня-
лось равенство:

(2)

r = |J2/J1| – величина взаимодействия следующих
за ближайшими соседей. В данной работе рас-
сматривается интервал значений 0.0 ≤ r ≤ 1.0.

В настоящее время такие системы на основе мик-
роскопических гамильтонианов успешно изучаются
на основе метода Монте-Карло (МК) [21–24]. В
последнее время разработано много новых ва-
риантов алгоритмов метода МК. Одним из наи-
более эффективных для исследования подобных
систем является алгоритм Ванга–Ландау метода
МК [25], особенно в низкотемпературной обла-
сти. Поэтому нами, в данном исследовании был
использован этот алгоритм.

В стандартный алгоритм Ванга–Ландау нами
были внесены дополнения, которые позволяют
выяснить магнитную структуру основного состо-
яния системы. Более подробно алгоритм Ванга–
Ландау изложен в работе [13]. Данный алгоритм
позволяет рассчитать значения термодинамиче-
ских параметров при любой температуре. В част-
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ности, внутреннюю энергию U, свободную энер-
гию F, теплоемкость C и энтропию S можно вы-
числить, используя следующие выражения:

(3)

(4)

(5)

(6)

где N – число частиц, T – температура (темпера-
тура дана в единицах |J1|/kB), (U является норми-
рованной величиной).

Для анализа характера ФП нами был исполь-
зован гистограммный метод анализа данных ме-
тода МК [25, 26]. Расчеты проводились для си-
стем с периодическими граничными условиями и
линейными размерами 3/4 × L × L = N, L = 12–96.

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
На рис. 1 и 2 представлены магнитные структу-

ры основного состояния для значений r = 0.0 и
0.8. На этих рисунках спины обозначены кружка-
ми разных цветов. Спины, обозначенные круж-
ками одинакового цвета, имеют одинаковое на-
правление. Как видно на рис. 1 при r = 0.0 в дан-
ной модели магнитное упорядочение отсутствует.

Для значения r = 0.8 в системе обнаружено ча-
стичное упорядочение (рис. 2). Такая же картина
наблюдается во всем диапазоне 0.1 ≤ r ≤ 1.0.

На рис. 3 представлена плотность состояний
g(E) для систем с различными линейными разме-
рами L для значения r = 1.0 (на этом и последую-
щих графиках статистическая погрешность не
превышает размеров символ, использованных
для построения зависимостей). Из рисунка вид-
но, что плотность состояний g(E) в основном со-
стоянии для всех L стремится к отличному от нуля
значению (рис. 3б), которое увеличивается с ро-
стом L. Аналогичная картина наблюдается для всех
рассмотренных значений r, причем для r = 0.0 такая
зависимость наиболее ярко выражена. Такое по-
ведение плотности состояний связано с вырожде-
нием основного состояния системы.

Зависимости энтропии S от температуры пред-
ставлены на рис. 4. Как видно на рисунке для все-
го рассмотренного диапазона значений r с увели-
чением температуры энтропия стремится к тео-
ретически предсказанному значению ln4. Для
значения r = 0.0 в низкотемпературной области
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энтропия стремится к отличному от нуля значе-
нию (рис. 4б).

В результате, это значении энтропии сильно
отличается от нуля. Такое поведение энтропии
свидетельствует о том, что при этом значении r
основное состояние системы сильно вырождено.
В диапазоне 0.1 ≤ r ≤ 1.0 энтропия стремится к
близкому к нулю значению, но не к нулю. В этом
диапазоне основное состояние системы имеет не-
большое вырождение. Таким образом, мы видим,
что учет антиферромагнитных взаимодействий

следующих за ближайшими соседей приводит к
уменьшению вырождения основного состояния,
даже при малых значениях r.

Температурные зависимости теплоемкости для
разных значений r представлены на рис. 5. Как
видно из рис. 5а, для значения r = 0.0 наблюдается
необычное поведение, которое характеризуется
отсутствием ярко выраженного пика.

Максимум теплоемкости в данном случае име-
ет сглаженный пик. Такая картина температур-
ной зависимости теплоемкости обычно наблюда-
ется для фрустрированных спиновых систем
[27, 28]. Но в данной модели фрустрации отсут-
ствуют, и такое поведение теплоемкости объясня-
ется тем, что при r = 0.0 в данной модели не наблю-
дается магнитное упорядочение. Для значения
r = 0.1 наблюдается расщепление теплоемкости.
Такое поведение теплоемкости наблюдается в
модели Изинга с фрустрациями на декорирован-
ных решетках [29, 30]. Для исследуемой нами
модели расщепление теплоемкости связано с
тем, что учет обменных взаимодействий следую-
щих за ближайшими соседей приводит к появле-
ние частично упорядоченного магнитного со-
стояния (см. рис. 2). Для значения r = 0.0 отсут-

Рис. 2. Магнитная структура основного состояния
для значения r = 0.8.

Рис. 3. Плотность состояний g(E).
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Рис. 1. Магнитная структура основного состояния
для значения r = 0.0.
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ствует острый пик, наблюдается сглаженный
максимум, система сильно вырождена и в систе-
ме отсутствует порядок. Для всех значений r в
диапазоне 0.2 ≤ r ≤ 1.0 вблизи критической точки
наблюдаются отчетливые максимумы. Такое по-
ведение объясняется частичным упорядочением
системы. Рост r сопровождается с сдвигом макси-
мумов в сторону высоких температур и увеличе-
нию значения максимумов. Увеличение абсолют-
ных значений максимумов теплоемкости происхо-
дит за счет роста вклада обменных взаимодействий
следующих за ближайшими соседей.

На рис. 6 приведена фазовая диаграмма зави-
симости критической температуры от величины
взаимодействия следующих за ближайшими со-
седей. На диаграмме наблюдаются две фазы: ча-
стично упорядоченная и парамагнитная. Для значе-
ния r = 0.0 критическая температура равна нулю и
ФП отсутствует. Это объясняется отсутствием маг-
нитного упорядочения в данной модели при r = 0.0.
Увеличение вклада влияния обменного взаимодей-
ствия следующих за ближайшими соседей в дан-
ной модели приводит к появлению ФП.

Для определения рода ФП в последнее время
используют гистограммный анализ данных мето-
да МК [31, 32]. Этот метод позволяет надежно
определить род ФП.

Полученные на основе гистограммного анали-
за данных результаты показывают, что в данной
модели наблюдается ФП первого рода. Это про-
демонстрировано на рис. 7. На этом рисунке
представлены гистограммы распределения энер-
гии для системы с линейными размерами L = 96
для r = 1.0.

Графики построены при различных темпера-
турах, близких критической температуре. Из ри-
сунка видно, что в зависимости вероятности W от
энергии E для всех температур наблюдаются два
максимума, которые свидетельствует о том, что в
данной модели наблюдается ФП первого рода.
Наличие двойного пика на гистограммах распре-
деления энергии является достаточным условием
для ФП первого рода. Отметим, что двойные пи-
ки на гистограммах распределения для исследуе-
мой модели наблюдаются для значений r в интер-
вале 0.1 ≤ r ≤ 1.0. Это позволяет нам утверждать о

Рис. 4. Температурные зависимости энтропии S/N.
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том, что в рассмотренном интервале значений r
наблюдаются ФП первого рода.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследование магнитных структур основного
состояния, фазовых переходов и термодинами-
ческих свойств двумерной антиферромагнитной
модели Поттса с числом состояний спина q = 4
на гексагональной решетке с учетом взаимодей-
ствий ближайших и следующих за ближайшими
соседей выполнено с использованием алгоритма
Ванга–Ландау метода Монте-Карло. Получены
магнитные структуры основного состояния в ши-
роком интервале значений величины взаимодей-
ствия следующих за ближайшими соседей. По-
строена фазовая диаграмма зависимости критиче-
ской температуры от величины взаимодействия

следующих за ближайшими соседей. Показано,
что в интервале 0.1 ≤ r ≤ 1.0 наблюдается фазовый
переход первого рода. Для значения r = 0.0 на-
блюдается сильное вырождение основного состо-
яния, и в системе отсутствует фазовый переход.

Исследование выполнено в рамках госзадания
Минобрнауки России (тема № AAAA-A19-
119051490043-5) при частичной финансовой под-
держке РФФИ (проект № 19-02-00153-а).
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