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На основе репличного алгоритма методом Монте-Карло выполнены исследования фазовых пере-
ходов и термодинамических свойств двумерной модели Поттса с числом состояний спина q = 4 на
гексагональной решетке с учетом взаимодействий первых и вторых ближайших соседей во внешнем
магнитном поле. Исследования проведены для значений магнитного поля в интервале 0.0 ≤ h ≤ 7.0
с шагом 1.0. Построены магнитные структуры основного состояния. Обнаружено, что в рассмот-
ренном интервале значений магнитного поля наблюдается фазовый переход первого рода. Показа-
но, что в интервале 4.0 ≤ h ≤ 7.0 магнитное поле снимает вырождение основного состояния и размы-
вается фазовый переход.
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ВВЕДЕНИЕ
Для исследования фазовых переходов (ФП),

магнитных, термодинамических и критических
свойств магнитных материалов в современной
физике конденсированных сред используют раз-
личные решеточные модели. С помощью теоре-
тических методов на простых решеточных моде-
лях удается решить большое количество задач,
имеющих широкие перспективы для практиче-
ского применения [1–3]. Для изучения физиче-
ских свойств магнитных материалов широко ис-
пользуют модели Изинга, XY, Гейзенберга, Поттса
и др. Эти модели также описывают большой класс
реальных физических систем: слоистые магнетики,
пленки жидкого гелия, сверхпроводящие пленки,
адсорбированные пленки и др. [1, 4, 5].

В последние годы с использованием этих мо-
делей успешно изучают различные магнитные
спиновые системы. Особый интерес представля-
ют исследования, посвященные изучению маг-
нитных спиновых систем с фрустрациями. Такие
системы обладают богатой природой ФП и имеют
особенности магнитного, термодинамического и
критического поведения. Включение возмуще-
ний различной природы, таких как внешнее маг-
нитное поле, взаимодействие вторых ближайших
соседей, немагнитные примеси, тепловые и кван-

товые флуктуации и др. в магнитных спиновых
системах с фрустрациями может привести к со-
вершенно новому физическому поведению таких
систем [6–11].

В данной работе мы изучаем влияние внешне-
го магнитного поля на характер ФП, магнитные и
термодинамические свойства спиновых систем с
фрустрациями. При решении такого рода задач
до сих пор в большинстве случаев ограничива-
лись моделями Изинга и Гейзенберга. В настоя-
щее время влияние внешних возмущающих фак-
торов, в том числе и магнитного поля, в этих мо-
делях достаточно хорошо изучено [12–16].

Для модели Поттса с фрустрациями существу-
ет совсем немного надежно установленных фак-
тов. В последние годы исследованию спиновых
систем, описываемых моделью Поттса, было по-
священо значительное число работ [4, 17–21], в
которых были получены ответы на многие вопро-
сы. В работах [17–24] представлены результаты,
полученные для двумерной модели Поттса с чис-
лом состояний спина q = 2, q = 3 и q = 4 на разных
типах решеток. Результаты этих работ свидетель-
ствуют, что многие физические свойства модели
Поттса зависят от величины взаимодействия сле-
дующих за ближайшими соседей, числа состоя-
ний спина q и от геометрии решетки. Исследова-
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ний, посвященных изучению влияния внешнего
магнитного поля, как возмущающего фактора, на
ФП, магнитные и термодинамические свойства
модели Поттса с числом состояний спина q = 4
практически нет, и этот вопрос все еще остается
открытым и малоизученным. В связи с этим в
данной работе нами предпринята попытка на ос-
нове метода Монте-Карло (МК) изучить влияние
внешнего магнитного поля на ФП, магнитные и
термодинамические свойства двумерной модели
Поттса с числом состояний спина q = 4 на гекса-
гональной решетке с учетом обменных взаимо-
действий первых и вторых ближайших соседей.
Данная модель интересна и еще и тем, что значе-
ние q = 4 является граничным значением интер-
вала 2 ≤ q ≤ 4, где наблюдается ФП второго рода, и
области значений q > 4, в котором ФП происхо-
дит как переход первого рода [20].

Исследование рассматриваемой модели на ос-
нове современных методов и идей позволит полу-
чить ответ на ряд вопросов, связанных с ФП, маг-
нитными и термодинамическими свойствами
низкоразмерных систем с фрустрациями.

МОДЕЛЬ И МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ
Гамильтониан модели Поттса с учетом взаи-

модействия первых и вторых ближайших соседей,
а также внешнего магнитного поля имеет следую-
щий вид [25, 26]:
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где J1 и J2 – параметры обменных ферро- (J1 > 0) и
антиферромагнитного (J2 < 0) взаимодействия
соответственно для первых и вторых ближайших
соседей, θi, j, θi, k – углы между взаимодействую-
щими спинами Si – Sj и Si – Sk, h – величина маг-
нитного поля (h приводится в единицах J1). В дан-
ном исследовании рассматривается случай, когда
|J1| = |J2| = 1. Величину внешнего магнитного поля
меняли в интервале 0.0 ≤ h ≤ 7.0 с шагом 1.0. Маг-
нитное поле направлено вдоль одного из направ-
лений спина.

Схематическое и цветовое представление мо-
дели представлено на рис. 1. Спины, обозначен-
ные кружками одного и того же цвета, имеют оди-
наковое направление. На вставке приведены на-
правления спинов для каждого из 4 значений
спина и соответствующее цветовое представле-
ние. На рисунке также представлены взаимодей-
ствия между первыми и вторыми ближайшими
соседями. Как видно на рисунке, у каждого спина
есть три ближайших (сплошные жирные линии
красного цвета) и шесть следующих ближайших
(пунктирные линии синего цвета) соседа.

Направления спинов задается таким образом,
чтобы выполнялось равенство:

(2)

Для модели Поттса с числом состояний спина
q = 4 в трехмерном пространстве такое возможно
только при ориентации спинов, как показано на
рис. 1.

В настоящее время спиновые системы с фруст-
рациями на основе микроскопических гамильто-
нианов успешно изучают на основе метода МК
[6, 7, 27–29]. В последнее время разработано мно-
го новых вариантов алгоритмов метода МК. Од-
ним из наиболее эффективных для исследования
подобных систем является репличный обменный
алгоритм [30]. Поэтому в данном исследовании
нами был использован этот алгоритм.

Репличный обменный алгоритм был исполь-
зован в следующем виде:

1. Одновременно моделируются N реплик X1,
X2, … XN с температурами T1, T2, … TN.

2. После выполнения одного МК-шага/спин
для всех реплик производится обмен данными
между парой соседних реплик Xi и Xi + 1 в соответ-
ствии со схемой Метрополиса с вероятностью:

где  Ui и Ui + 1 – внут-
ренние энергии реплик.
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Рис. 1. Модель Поттса с числом состояний спина q = 4
на гексагональной решетке. На вставке для каждого
из четырех возможных направлений спина приведено
соответствующее цветовое представление.
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Для анализа природы и характера ФП исполь-
зован гистограммный метод анализа данных
[31, 32]. Для вывода системы в состояние термо-
динамического равновесия отсекали участок дли-
ной τ0 = 4 × 105 шагов МК на спин, что в несколь-
ко раз больше длины неравновесного участка.
Усреднение термодинамических параметров про-
водили вдоль марковской цепи длиной до τ =
500τ0 шагов МК на спин. Расчеты проводили для
систем с периодическими граничными условия-
ми и линейными размерами 2 × L × L × L = N,
L = 12–60, где L – линейный размер решетки, N –
количество спинов в системе.

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
На рис. 2 представлены схемы магнитных струк-

тур основного состояния при разных значениях
магнитного поля. На этом рисунке спины, имею-
щие одинаковое направление, обозначены круж-
ками одного и того же цвета. Магнитное поле на-
правлено вдоль спина, обозначенного черным
цветом. Из рисунка видно, что при отсутствии
внешнего магнитного поля (h = 0.0) в данной мо-
дели в основном состоянии реализуется димер-
ная структура, т.е. наблюдается магнитное состо-
яние, при котором спины упорядочиваются по-
парно. Для поля h = 2.0 наблюдается увеличение
числа кружков черного цвета. Это связано с увели-
чением числа спинов, ориентированных вдоль
внешнего поля. При этом на рисунке появляются
области с частичным упорядочением спинов. При
значении поля h = 3.0 в системе наблюдается
страйповое упорядочение (полосовая структура).
Включение сильных полей (h ≥ 4.0) приводит к упо-
рядочению всех спинов в системе вдоль направ-
ления внешнего магнитного поля. Это свидетель-
ствует о том, что внешнее магнитное поле приво-
дит к изменению типа магнитного упорядочения.

Для наблюдения за температурным ходом по-
ведения теплоемкости С нами использовано вы-
ражение:

(3)

где  U – внутренняя энергия.
На рис. 3 и 4 представлены температурные за-

висимости теплоемкости C для различных значе-
ний магнитного поля при L = 24. Из рис. 3 видно,
что в интервале 0.0 ≤ h ≤ 3.0 вблизи критической
области наблюдаются хорошо выраженные мак-
симумы теплоемкости. Для поля h = 2.0 макси-
мум теплоемкости становится более плавным.
Такая картина температурной зависимости теп-
лоемкости обычно наблюдается для фрустриро-
ванных спиновых систем [33, 34]. Аналогичное
поведение теплоемкости было обнаружено в мо-
дели Изинга с фрустрациями на декорированных
решетках [35, 36]. Можно предположить, что та-

( )= − 22 2( ) ,C NK U U

= 1 ,BK J k T

Рис. 2. Магнитные структуры основного состояния.
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кое поведение теплоемкости связано с изменени-
ем структуры магнитного упорядочения и появ-
лением частично упорядоченного магнитного со-
стояния (рис. 2). При включении слабого
магнитного поля (h = 1.0) максимум теплоемко-
сти смещается в сторону высоких температур.
Дальнейший рост поля приводит к сдвигу макси-
мума теплоемкости в сторону низких температур.
Такое поведение теплоемкости объясняется тем,
что увеличение величины магнитного поля при-
водит к быстрому упорядочению системы, умень-
шению флуктуаций и, соответственно, уменьша-
ется температура ФП.

Из рис. 4 видно, что для при значениях маг-
нитного поля h ≥ 4.0 характерные пики теплоем-
кости не наблюдаются. Это говорит о том, что

дальнейшее увеличение магнитного поля приво-
дит к подавлению ФП в системе.

Параметр порядка системы m вычисляли по
формуле:

(4)

где N1, N2, N3, N4 – число спинов, соответствую-
щих каждому из 4 направлений спина.

На рис. 5 и 6 представлены графики зависимо-
сти параметра порядка m от температуры для раз-
ных значений магнитного поля. При отсутствии
магнитного поля, в системе отсутствует порядок,
и значение параметра порядка близко к нулю.
При включении поля в системе наблюдается ча-
стичное упорядочение и параметр порядка в низ-
котемпературной области имеет отличные от ну-

− − − − =  
 

max 1 2 3 441 ,
3

N N N N Nm
N

Рис. 3. Температурные зависимости теплоемкости
C/kB в интервале поля 0.0 ≤ h ≤ 3.0.
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Рис. 4. Температурные зависимости теплоемкости
C/kB для поля h ≥ 4.0.
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Рис. 5. Температурные зависимости параметра по-
рядка в интервале поля 0.0 ≤ h ≤ 3.0.
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Рис. 6. Температурные зависимости параметра по-
рядка для поля h ≥ 4.0.
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ля значения. Это объясняется тем, что магнитное
поле выстраивает спины вдоль своего направле-
ния и в системе возникает частичный порядок. С
ростом поля увеличивается число спинов, кото-
рые выстраиваются вдоль направления поля.
Этим обусловлено тем, что параметр порядка в
низкотемпературной области растет с увеличени-
ем h. При значениях h ≥ 5.0 в низкотемпературной
области параметр порядка m = 1.0. Это свидетель-
ствует о том, что при h ≥ 5.0 все спины в системе
упорядочены вдоль направления внешнего поля.

Для анализа рода ФП нами использован гисто-
граммный анализ данных метода МК [31, 32].
Этот метод позволяет надежно определить род
ФП, методика определения рода ФП подробно
описана в работе [13].

Полученные на основе гистограммного анали-
за данных результаты показывают, что в данной
модели для значений магнитного поля в диапазо-
не 0.0 ≤ h ≤ 3.0 наблюдается ФП первого рода. Это
продемонстрировано на рис. 7–10, где представ-
лены гистограммы распределения энергии для
системы с линейными размерами L = 60 для зна-
чений поля h = 0.0, 1.0, 2.0 и 3.0. Графики постро-
ены для различных температур, близких к крити-
ческой.

Из рис. 7–10 видно, что зависимость вероятно-
сти P(E) от энергии E для всех рассмотренных зна-
чений поля имеет два хорошо выраженных макси-
мума, которые свидетельствует о ФП первого рода.
Наличие двойного пика на гистограммах распреде-
ления энергии является достаточным условием для

Рис. 7. Гистограммы распределения энергии для L =
= 60 при различных температурах для поля h = 0.0.
Энергия E приведена в единицах J1.
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Рис. 8. Гистограммы распределения энергии для L =
= 60 при различных температурах для поля h = 1.0.
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Рис. 9. Гистограммы распределения энергии для L =
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РАМАЗАНОВ и др.

ФП первого рода. Это позволяет нам утверждать,
что в рассмотренном интервале значений поля на-
блюдаются ФП первого рода. Для значений поля
h ≥ 4.0 магнитное поле снимает вырождение основ-
ного состояния, и ФП размывается.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Исследование влияния магнитного поля на

фазовые переходы, магнитные структуры основ-
ного состояния и термодинамические свойства
двумерной модели Поттса с числом состояний
спина q = 4 на гексагональной решетке с взаимо-
действиями вторых ближайших соседей выпол-
нено с использованием репличного обменного
алгоритма метода Монте-Карло. На основе ги-
стограммного метода проведен анализ характера
фазовых переходов. Получены магнитные струк-
туры основного состояния в широком интервале
значений магнитного поля. Показано, что в ин-
тервале значений 0.0 ≤ h ≤ 3.0 наблюдается фазо-
вый переход первого рода. Обнаружено, что в
сильных полях h ≥ 4.0 магнитное поле снимает
вырождение основного состояния и фазовый пе-
реход в системе размывается.

Исследование выполнено в рамках госзадания
МИНОБРНАУКИ России (тема № AAAA-A19-
119051490043-5).
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