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Разработан математический аппарат для изучения взаимной диффузии в трехкомпонентных систе-
мах, используя теоретический подход, аналогичный ранее предложенному для описания взаимной
диффузии в бинарных сплавах. Этот подход учитывает активную роль вакансий, равновесное рас-
пределение которых не предполагается, поэтому в уравнениях для потоков компонентов присут-
ствуют вклады, обусловленные градиентом концентрации вакансий. Получены решения линеари-
зованной системы взаимосвязанных диффузионных уравнений для трех компонентов и вакансий.
Установлено, что временные зависимости распределений концентраций компонентов в диффузи-
онной зоне с точностью до слагаемых, имеющих более высокий порядок в разложении по концен-
трации вакансий, определяются двумя коэффициентами взаимной диффузии. Эти коэффициенты
нелинейным образом зависят от концентраций компонентов и коэффициентов самодиффузии.
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ВВЕДЕНИЕ
Процессы взаимной диффузии в сплавах в

большинстве случаев определяют кинетику фазо-
вых превращений и формирование структуры и, в
конечном итоге, свойства материалов [1–5]. Осо-
бый интерес представляют процессы взаимной
диффузии [1–6], являющиеся основными в би-
нарных и многокомпонентных системах при на-
личии пространственной неоднородности хими-
ческого состава. Взаимная диффузия лежит в ос-
нове таких важных технологических процессов,
как гомогенизация сплавов, нанесение защитных
покрытий на поверхности материалов, сварка,
формирование структуры многофазных материа-
лов, рост и растворение включений новых фаз и
некоторых других. Последнее время уделяется
много внимания высокоэнтропийным многоком-
понентным сплавам [7–9] в связи с их некоторыми
интересными свойствами и, в частности, стойко-
стью к облучению высокоэнергетическими части-
цами. Поэтому особый интерес многих исследо-
вателей связан с замедленной диффузией в таких
сплавах и пониманием причин этого эффекта.

В этой работе подход, который был разработан
для бинарных систем [10–16] и получил свое раз-
витие в [17–22], обобщен на случай трехкомпо-
нентных сплавов. Напомним, что в этом подходе
в явном виде учитываются неравновесные вакан-
сии, и выяснена их определяющая роль в выравни-
вании потоков компонентов. Линеаризация урав-
нений исходной системы, аналогичная проведен-
ной ранее для описания диффузии в бинарном
сплаве [4, 12, 13, 15], позволяет найти медленно ме-
няющиеся со временем слагаемые в уравнениях
для концентраций компонентов. Именно такие
слагаемые дают основной вклад в распределение
концентраций в диффузионной зоне.

В первом разделе статьи разработан математи-
ческий аппарат, позволяющий после линеариза-
ции системы диффузионных уравнений для трех-
компонентной системы, получить выражения для
распределения концентраций вакансий и компо-
нентов в диффузионной зоне. Во втором представ-
лены выражения для коэффициентов, определяю-
щих кинетику в таких системах, полученные для
некоторых предельных случаев.

УДК 539.219.3

ТЕОРИЯ
МЕТАЛЛОВ



456

ФИЗИКА МЕТАЛЛОВ И МЕТАЛЛОВЕДЕНИЕ  том 123  № 5  2022

НАЗАРОВ

ЛИНЕАРИЗАЦИЯ И РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ 
ВЗАИМОСВЯЗАННЫХ ДИФФУЗИОННЫХ 
УРАВНЕНИЙ ДЛЯ ТРЕХ КОМПОНЕНТОВ

И ВАКАНСИЙ
Уравнения для потоков вакансий и атомов в

тройной системе, полученные методом дырочно-
го газа Гурова [4], если градиенты компонентов
направлены вдоль оси X, имеют вид:

(1)

(2)

где  – концентрация вакансий, сi  концентра-
ции компонентов  = 1, 2, 3,  = 1, 2, 3, причем
здесь и в дальнейшем по индексам, обозначенным
греческими буквами и встречающимися дважды,
происходит суммирование,  – вероятность об-
мена вакансии с атомом сорта  в единицу време-
ни,  – постоянная решётки, γ – безразмерный
множитель, зависящий от типа кристаллографи-
ческой структуры и геометрии диффузионных
скачков атомов в вакансию. Далее предполагает-
ся, что  не зависят от x и времени (t) для упро-
щения математических преобразований.

После подстановки выражений для потоков в
уравнения непрерывности, получаем систему че-
тырех нелинейных взаимосвязанных уравнений.
Решение такой системы позволяет определить от-
клонение концентрации вакансий от квазиравно-
весной и выяснить их активную роль при взаим-
ной диффузии. Впервые такой подход был реали-
зован для бинарных систем в нашей работе [10].

Линеаризуем систему уравнений так же, как это
было сделано в случае описания взаимной диффу-
зии в бинарных системах в работе [12], а именно,
представим концентрации в виде суммы двух сла-
гаемых:

(3)

где  
Примером представления (3) может служить

полный ряд Тейлора. Причем внутри интервала 
нет стоков и источников для вакансий, но они
могут находиться на его границах аналогично тому,
как это было учтено в [12]. Поскольку уравнения
для потоков (1), (2) были получены в предположе-
нии малости градиентов, всегда можно выбрать та-
кой интервал l, чтобы выполнялись условия:

(4)

При этих условиях уравнения непрерывности
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для потоков атомов, но и для вакансий. Подста-
вив выражения для потоков (1) и (2) в уравнения
непрерывности, получаем систему нелинейных
диффузионных уравнений. После линеаризации
уравнений этой системы с использованием пред-
ставлений (3) и условий (4) аналогично тому, как
это сделано в [12], получаем систему линеаризо-
ванных уравнений:

(5)

где   
Решение каждого из уравнений (5) можно за-

писать, используя функции Грина [23]:

(детали см. [12]), и представить в виде рядов:

(6)

где 

Используя ортогональность  таким же
образом, как это сделано в [12], преобразуем си-
стему (5) к системе интегральных уравнений, ко-
торая после применения преобразования Лапласа
примет вид:

(7a)

(7б)
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для компонента i,  образ Лапласа функции

Подставим  в уравнение для  и пе-
ренесем слагаемые, содержащие  в левую
часть, тогда

(8)

где

Преобразовав в уравнении (8) выражение в
круглых скобках при  получим в числителе
полином четвертой степени:

(9)

Корнями этого полинома будут

и корни кубического уравнения, решение кото-
рого проведено методом, изложенным в [24].

Выражения для корней этого уравнения  точ-
ностью до первого порядка по концентрации ва-
кансий имеют вид:

(10)

Два других корня находятся при решении квад-
ратного уравнения с коэффициентами:

и тогда:

(11)

(12)

Для проверки корректности примененного мето-
да решения кубического уравнения, уравнение (9)
было решено численно при нескольких значениях
концентрации вакансий и концентраций компо-
нентов сплава. С точностью до концентрации ва-
кансий величины  и  совпали с рассчитан-
ными по формулам (11) и (12).

Зная корни полинома (9), представим его в ви-
де произведения многочленов первой степени и
после несложных преобразований в (8) для 
получим:
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Легко заметить, что  не имеет полюсов в
точках:

Т.е., так же как и в случае двухкомпонентной
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(14)

( )0
i
lu p

( ) ( ) ( ) ( )τ = τ − − τ0 0, 1 , .ni i i
lu u u l

( )φi
n p ( )φn p

( )φ ,n p

( ) ( ) 
− = + + 

4 α
α α

2 2
α

λφ 1   ,
λ λ
n

n n
n V n

D Z cp F p
p D p D

( ) ( )

( )
( ) ( )

= +
+

+
+ +

2

2 α
α

2 2
α

1Φ
λ

λ Φ
 .

λ λ

n n
n V

n n

n V n

F p p
p D

D p

p D p D

( )φ ,n p

( )
( )

( ) ( )

+ + + + +
+ − +

+ − + − + +
+ + +

+ + + +

4 2 3
1 2 3

4
1 1 1

2 2 2 3 3 3 1 2
2

2 3 1 3
4

3 3 1 2 2 2 1 3 1 1 2 3 1 2 3

(

( )

λ

λ

)

λ .

n V

n V

V V

n

p D D D D p

D Z c D
D Z c D D Z c D D D

D D D D p

Z c D D Z c D D Z c D D D D D p

=1 0p

c

( )

= − =
+ += + + …
+ +

2
2

2 2 2
1 1 2 2 3 3

2
1 1 2 2 3 3

λ  , ,

 1 .

ˆ ˆ
n V D

D

p D D D S

c D c D c DS c
c D c D c D

( ) ( )(

( ) ) ( )

= − −

+

+ − +

− =
+ +

1 1 1 2 2 2

1 2 3
3 3 3

1 1 2 2 3 3

1 

  , ,

q V V
V

V q
D

B D Z c D D Z c D
D

D D DD Z c D C
c D c D c D S

( )+ +  = − = − + − 

1
22 2

3 λ , 2 2 ,n q q qp D D B B C

( )− − −
 = − = − − 

1
22 2

4 λ , 2 .
2

q
n q q

B
p D D B C

+D −D

( )φ  n p

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )+ −

+ + + +
=

+ + +

2 2 2 2
1 2 3

2 2 2

λ λ λ λ
φ .

λ λ λˆ
n n n n

n n
n n n

p D p D p D p D
p F p

p p D p D p D

( )φn p

= − = −2 2λ , λ .n V n ip D p D ( )φn p

( ) ( ) ( )

( )

( )

+ − +
+ − +

− + −
− + −

+ −
+ −

+

  
= + + + + +  + + + + +  

  
+ + + + +  + + + +  


+ + + ++ + + 





+

1
1 12 2 2 2 2

2
1 2 2 22 2 2 2

3
3 3 32 2 2

1 2 3

ˆ ˆ
ˆ ˆ

ˆ

1 1 1 1 1φ Φ Φ
λ λ λ λ λ

1 1 1 1Φ
λ λ λ λ

1 1

ˆ

ˆ
ˆ

1

ˆ

Φ
λ λ λ

n n V V V n
n n n n n

n
n n n n

n
n n n

p p M M M p M M
p D p D p D p D p D

M p M M M
p D p D p D p D

p M M M
p D p D p D

D D D
DD

( ) ( ) ( ) ( )−
 + + + 

1 2 3 1Φ Φ Φ Φ ,n n n np p p p
pD



458

ФИЗИКА МЕТАЛЛОВ И МЕТАЛЛОВЕДЕНИЕ  том 123  № 5  2022

НАЗАРОВ

где

Подставив (13) в (7б) и также проведя разложение дробей на элементарные, получим:
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Чтобы получить выражение для  достаточ-

но в сделать замену индексов 1 → 2; 2 → 3;

3 → 1; а для  соответственно 1 → 3; 3 → 2;
2 → 1.

Используя связь корней кубического уравнения
с его коэффициентами, нетрудно убедиться, что

(16)

а из очевидного условия сохранения числа узлов
следует равенство нулю суммы, стоящей в квад-
ратных скобках (аналогичное условие наклады-
валось на граничные и начальные условия в би-
нарной системе (см. [12])).

 и  можно представить в виде сум-
мы быстро и медленно меняющихся членов. Од-
нако, если в двухкомпонентной системе было одно
“большое” характерное время релаксации  то в
трёхкомпонентной системе их два:

(17)

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Анализ выражений (15) показывает, что слага-

емые, связанные с первой строкой матрицы M1,
имеющие нулевой порядок в разложении по кон-
центрации вакансий, дают малый вклад в концен-
трацию c1, так как зависят от начальных и гранич-
ных значений концентрации вакансий, малых по
отношению к концентрациям компонентов. Кроме
того, оставшиеся компоненты левого столбца мат-
рицы, определяющие вклад быстро меняющихся
слагаемых, имеют первый порядок по концентра-

ции вакансий. Поэтому, основной вклад в  и
соответственно в концентрацию первого компо-
нента дают только медленно меняющиеся члены,
и изменение со временем концентраций компо-
нентов сплава определяется двумя коэффициен-
тами  и  Причем, вид концентрационных
кривых зависит не только от них, но и
6 оставшихся элементов матрицы M1 (см. (15)).
Отметим также, что поскольку стоки и источники
вакансий могут находиться на границах некото-
рых из интервалов l и определять граничные усло-
вия для слагаемых, связанных с первой строкой
матрицы M1, их вклад в концентрации компо-
нентов будет очень мал по причинам, указанным
выше.

Изменение концентраций компонентов со
временем (15) сложным образом зависит от кон-
центрации третьего, даже если его исходное рас-
пределение однородно  И следует от-
метить, что если исходное распределение третье-
го компонента однородно  то оно
будет активно изменяться со временем из-за диф-
фузии первого и второго компонентов.

Рассмотрим несколько предельных случаев для
полученных выражений (15):

1. 
Для определенности будем считать, что

Выражение, стоящее под корнем в 
(см. (11), (12)), можно записать в несколько ином
виде и в разложении по степеням  ограничиться
первым членом. Для этого необходимо выполне-
ние условия

(18)

которое, по-видимому, соблюдается при D1 > D2 > D3. Учитывая условие (18), имеем

Тогда

(19)

(20)
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где  – коэффициент взаимной диффузии в двух-
компонентной системе, состоящей из компонен-
тов 1 и 2.

Очевидно, что при   
2. Если  то не трудно убедиться, что

3. Диффузия изотопов в сплаве

(21)

В этом случае

(22)

(23)

Если в выражениях  ограничиться медленно
меняющимися слагаемыми и первыми неисчеза-
ющими членами ряда по  и  то в  и в

 элементы матрицы M1 примут вид:

(24)

(25)

Отметим, что в этом случае  очень мало меня-
ется с концентрацией, так как в (23)  умножается
на малый параметр  Отсюда следует, что если
распределение первого и второго элемента одно-
родно   то диффузия
третьего компонента будет определяться коэффи-
циентом  практически совпадающим с коэффи-
циентом самодиффузии  этого изотопа и отлича-
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ющимся от  только на множитель близкий для
металлов к единице, определяющий величину изо-
топического эффекта.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, разработан математический ап-
парат, позволивший обобщить подход альтерна-
тивной теории взаимной диффузии на случай трех-
компонентных систем. В результате применения
этого аппарата показано, что временные измене-
ния концентраций в диффузионной зоне опреде-
ляются тремя коэффициентами, и установлена
функциональная связь между этими коэффициен-
тами и коэффициентами самодиффузии и концен-
трациями компонентов в сплаве. Причем наиболь-
ший из коэффициентов, определяющий быстро-
протекающие процессы, есть не что иное как
перенормированный коэффициент диффузии ва-
кансий и очень мало отличается от последнего (10).
Два других ответственны за медленно протекаю-
щие процессы, и, в частности, за перераспределе-
ние компонентов сплава в диффузионной зоне, а
также за кинетику любых диффузионных превра-
щений в таких системах. Как следует из получен-
ных уравнений (11) и (12), упомянутые коэффи-
циенты нелинейным образом зависят от концен-
траций и коэффициентов самодиффузии, и эти
коэффициенты качественно отличаются от ана-
логичных характеристик, приводимых в работах,
обобщающих подход Даркена [4]. Указанное раз-
личие обусловлено учетом в исходной системе че-
тырех нелинейных взаимосвязанных уравнений
возможности отклонения концентрации вакансий
от квазиравновесной. А полученные решения этих
уравнений свидетельствуют об активной роли не-
равновесных вакансий в исследуемом процессе вза-
имной диффузии.

В следующей работе, являющейся естествен-
ным продолжением этой, на основании получен-
ных выражений разработаны программы, и про-
ведены иллюстративные расчеты зависимостей
коэффициентов взаимной диффузии и элементов
матриц М от коэффициентов самодиффузии и
концентраций компонентов, а также проанали-
зированы отличия упомянутых зависимостей от
предсказаний теорий, обобщающих подход Дар-
кена и возможные причины замедления диффу-
зии в сплавах эквиатомного состава.

Автор хотел бы отметить финансовую поддерж-
ку Национального исследовательского ядерного
университета МИФИ “Проект академического
превосходства” (Контракт № 02.a03.21.0005), и по-
благодарить А.М. Гусака и А.А. Михеева за много-
численные обсуждения теории.
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