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ВВЕДЕНИЕ
Большинство применяемых в промышленно-

сти сплавов имеют многокомпонентный состав и
многофазную структуру. Прогнозирование фор-
мирования структуры при изготовлении изделий
из сплавов и ее деградации в условиях эксплуата-
ции возможно только при адекватном понимании
и умении описывать диффузионные процессы в та-
ких системах [1–6]. Однако особенности диффузии
в многокомпонентных сплавах не до конца ясны, и
не всегда понятны причины этих особенностей
[7‒9]. В частности, это касается замедленной диф-
фузии в высокоэнтропийных сплавах [9].

В работе [10] подход, который ранее был развит
для бинарных систем [11–19], обобщен на случай
трехкомпонентных сплавов, разработан его мате-
матический аппарат, получены выражения для ко-
эффициентов взаимной диффузии и коэффициен-
тов, определяющих вклады начальных и гранич-
ных условий для различных компонентов сплава
в распределение концентраций в диффузионной
зоне.

В предлагаемой вниманию работе проведены
расчеты концентрационных зависимостей упо-
мянутых коэффициентов, построены иллюстри-
рующие эти зависимости графики, и на основе
результатов проведeн анализ особенностей вза-

имной диффузии в трехкомпонентных сплавах и
возможные причины замедления диффузии в та-
ких системах.

РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ 
ДИФФУЗИОННЫХ УРАВНЕНИЙ 

ДЛЯ ТРЕХ КОМПОНЕНТОВ 
И ВАКАНСИЙ [10]

В работе [10] в качестве базовых были исполь-
зованы уравнения для потоков вакансий и атомов
в тройной системе, полученные методом дыроч-
ного газа Гурова [3, 4]. После подстановки выра-
жений для потоков в уравнения непрерывности,
получена система четырех нелинейных взаимо-
связанных уравнений, которая линеаризована
аналогично тому, как это было сделано в случае
описания взаимной диффузии в бинарных систе-
мах в работе [13]. При этом использовали условие
малости градиентов концентраций, т.к. уравне-
ния для потоков были получены в [3, 4] с приме-
нением таких же условий, и представление кон-
центраций в виде суммы двух слагаемых:
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где c
v
 – концентрация вакансий, ci – концентра-

ции компонентов i = 1, 2, 3,  

Систему линеаризованных уравнений для  и
 (см. (5) в [10]) решали, используя функции Гри-

на для параболических уравнений [20], что позво-
лило записать искомые функции в виде рядов (де-
тали см. [13]):

(2)

где 
Используя ортогональность  систему

диффузионных уравнений в [10] преобразовали к
системе интегральных уравнений для  и

 Эта система уравнений решена с помощью
преобразования Лапласа. Получающееся при ре-
шении характеристическое уравнение ((9) в [10]))
имеет корни, которые определяют зависимость
концентраций компонентов сплава и вакансий от
времени. Причем распределение концентраций
компонентов сплава в диффузионной зоне с точ-
ностью до членов более высокого порядка по
концентрации вакансий определяются двумя ко-
эффициентами взаимной диффузии, которые яв-
ляются корнями квадратного уравнения с коэф-
фициентами:

(3)

Тогда формулы для этих корней имеют вид:

(4)
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где  – коэффициенты самодиффузии, а
 с такой же точностью определяется выра-

жением:

(6)

≤ ≤0 ξ ,l < 1τ .t
iu

v

( ) ( ) ( ) ( )
∞ ∞

= =
= = v

1 1
φ τ sin λ ξ ; φ τ sin λ ξ ,i i

n n n n
n n

u

=λ π .n n l

( )sin λ ξ ,n

( )φ τi
n

( )φ τ .n

( ) ( )
( )
( )

( )

( )

+ + += − −
+ +
+−

+ +

=
+ +

2 2 3 3 1 1 1 3 3 2

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3

1 1 2 2 3 3

1 2 3

1 1 2 2 3 3

   

  ,

   .

q

q
D

c D c D D c D c D D
B

c D c D c D
c D c D D

c D c D c D
D D DC

c D c D c D S

+ +  −  = − = + −  
   

1
2 2

2
3 λ , ;

2 2
q q

n q
B B

p D D C

− −  −  = − = − −  
   

1
2 2

2
4 λ , ,

2 2
q q

n q
B B

p D D C

1 2 3,  , D D D

( )1φn p

( ) ( )

( )

( )

+ −
+ −

+ −
+ −

+ −
+ −

 
= + + + + 

 
+ + + + + 

 
+ + + + 

1 1 1 1
1 12 2

2 1 1
2 22 2

3 1 1
3 32 2

1 1φ Φ
λ λ

1 1 Φ  
λ λ

1 1Φ ,
λ λ

n n
n n

n
n n

n
n n

p p M M
p D p D

p M M
p D p D

p M M
p D p D

где

 – образ Лапласа функции

определяющей в решении диффузионного урав-
нения для компонента i вклад граничных условий
первого рода, заданных на границах интервала l.

Чтобы получить выражение для  доста-

точно в сделать замену индексов 1 → 2; 2 → 3;

3 → 1; а для  соответственно 1 → 3; 3 → 2;
2 → 1.

Таким образом, изменение со временем концен-
траций компонентов сплава определяется двумя
коэффициентами  и  Причем вид концентра-
ционных кривых зависит не только от них, но и от
6 оставшихся элементов матрицы M1 (см. (6)).

КОНЦЕНТРАЦИОННЫЕ ЗАВИСИМОСТИ 
КОЭФФИЦИЕНТОВ  И 

И ЭЛЕМЕНТОВ МАТРИЦЫ M1

Коэффициенты  и  и элементы матрицы
M1 (6) имеют сложную зависимость от концен-
траций компонентов сплава, поэтому были про-
ведены иллюстративные расчеты таких зависи-
мостей, и построены графики при некоторых зна-
чениях коэффициентов Di, которые для простоты
предполагались не зависящими от концентраций
величинами, что нередко используется во многих
теоретических работах. Так, на рис. 1 и 2 приведе-
ны зависимости  и  при различных соотно-
шении между коэффициентами D1, D2, D3.
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Из результатов, приведенных на рис. 1, 2, сле-
дует, что при различных значениях концентраций

 изменяется в интервале от величины среднего
из коэффициентов самодиффузии до значения
наибольшего из коэффициентов, а  в интерва-
ле от значения наименьшего из коэффициентов
самодиффузии до величины среднего из коэффи-
циентов самодиффузии. Т.е. слагаемые, располо-
женные в правом столбце уравнения (6), являются
наиболее медленно меняющимися со временем.
Кроме того, эти коэффициенты имеют существен-
но меньшие значения, чем при любых, но линей-
ных зависимостях диагональных коэффициентов,
как например в теориях, являющихся обобщения-

+D

−D

ми даркеновского подхода на трехкомпонентные
системы [4]. Причем, эти отклонения проявляют-
ся максимальным образом при эквиатомном со-
ставе сплава.

Для более детального анализа полученных за-
висимостей коэффициентов  и  были рас-
считаны их величины при постоянной концен-
трации одного из компонентов. Результаты при-
ведены на рис. 3.

Все полученные выражения:  имеют та-
кую же структуру, как и в случае двухкомпонент-
ной системы (см. [13]). Однако, коэффициенты,
которые стоят при функциях от  определяющих

+D −D

( )φ , i
n p

,p

Рис. 1. Зависимость коэффициентов D+ (а) и D– (б) от концентраций при соотношении коэффициентов самодиффу-
зии D1 : D2 : D3 как 3 : 2 : 1. Результаты для эквиатомного состава (с1 = с2 = с3 = 1/3), D+ = 2.434, D– = 1.232.

2.0

D+ D–

2.2

2.0

2.4

2.6

2.8

3.0

0
0.4

0.8

0
0.4

(а)

0.8

c2

c1

2.2

2.4

2.6

2.8

3.0

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

1.2

1.0

1.4

1.6

1.8

2.0

0.2
0.6

1.0

0
0.4

(б)

0.8

c2

c1

Рис. 2. Зависимость коэффициентов D+ (а) и D– (б) от концентраций при соотношении коэффициентов самодиффу-
зии D1 : D2 : D3 как 10 : 4 : 1. Для эквиатомного состава (с1 = с2 = с3 = 1/3), D+ = 5.827, D– = 1.373.

4

D+ D–

5

6

4

7

8

9

10

0
0.4

0.8

0
0.4

(а)

0.8

c2

c1

5

6

7

8

9

10

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

1.5

0.5
1.0

2.0

2.5

3.5

4.0

3.0

0.2
0.6

1.0

0
0.4

(б)

0.8

c2

c1



ФИЗИКА МЕТАЛЛОВ И МЕТАЛЛОВЕДЕНИЕ  том 123  № 5  2022

К ТЕОРИИ ВЗАИМНОЙ ДИФФУЗИИ В ТРЕХКОМПОНЕНТНЫХ СПЛАВАХ 465

временную зависимость, имеют гораздо более
сложный вид и их не удается выразить через 
так, чтобы поучились обозримые выражения. По-
этому далее на рис. 4–7 представлены графики,
иллюстрирующие зависимость элементов матри-
цы M1 от концентраций при тех же соотношени-
ях между коэффициентами самодиффузии что и
ранее. Причем приводятся графики только для
элементов матриц, имеющих старший порядок
по концентрации вакансий. Вначале на рис. 4 и

,i VD D
рис. 6 представлены графики для элементов мат-
рицы M1 (6), определяющих вклад в зависимость
концентрации первого компонента в диффузион-
ной зоне от координат и времени слагаемых, опре-
деляемых начальными и граничными условиями
для первого компонента (см. (6)), а затем (рис. 5, 7)
для второго.

Следует отметить, что коэффициенты имеют
одинаковый порядок величин. Причем, в некото-
рой области изменения концентраций элементы

Рис. 3. Зависимость коэффициентов D+ и D– от концентраций при соотношении коэффициентов самодиффузии
D1 : D2 : D3 как 10 : 4 : 1 при различных постоянных значениях компонента с3.
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Рис. 4. Зависимость коэффициентов  (а) и  (б) от концентраций при соотношении коэффициентов самодиф-

фузии D1 : D2 : D3 как 3 : 2 : 1. Для эквиатомного состава (с1 = с2 = с3 = 1/3),   = 0.102.
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правого столбца матрицы M1 (6), определяющие
вклад медленно меняющихся слагаемых (завися-

щих от ), имеют значения превышающие вели-
чины элементов среднего столбца этой матрицы

(зависящих от ). Т.е. в этой области концен-
траций будет преобладать медленное изменение
концентрации первого компонента и других со
временем.

На рис. 6, 7 приведены зависимости аналогич-
ных элементов матрицы для другого соотноше-
ния коэффициентов самодиффузии.

−D

+D

Из приведенных данных видно, что они имеют
очень близкий характер и несколько различаются
количественно, но не качественно. Дополнительно
проведены расчеты  и  при двух соотношениях
между коэффициентами самодиффузии таких, что
их средние значения совпадают (рис. 8 и 9).

Анализ приведенных на этих рисунках резуль-
татов показывает, что чем больше различие коэф-
фициентов самодиффузии в системе при их оди-
наковом среднем значении, тем меньше величина
коэффициента  и тем более выраженными бу-
дут эффекты замедления взаимной диффузии

+D −D

−,D

Рис. 5. Зависимость коэффициентов  (а) и  (б) от концентраций при соотношении коэффициентов самодиф-

фузии D1 : D2 : D3 как 3 : 2 : 1. Для эквиатомного состава (с1 = с2 = с3 = 1/3)   = 0.156.
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Рис.7. Зависимость коэффициентов  (а) и  (б) от концентраций при соотношении коэффициентов самодиф-

фузии D1 : D2 : D3 как 10 : 4 : 1. Для эквиатомного состава (с1 = с2 = с3 = 1/3),  
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СЕРГЕЕВ и др.

при эквиатомном составе сплава и ряде других
составов. Кроме того, вклад таких слагаемых при
указанных условиях будет также больше, что сле-
дует из величин компонент матрицы М.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом в работе изучены концентра-

ционные зависимости коэффициентов диффу-
зии, ответственных за перераспределение компо-
нентов сплава в диффузионной зоне, а также за
кинетику любых диффузионных превращений в
таких системах. Как следует из полученных ранее
уравнений, а также из приведенных на рисунках
иллюстраций, упомянутые коэффициенты нели-
нейным образом зависят от концентраций и ко-
эффициентов самодиффузии. Причем больший
из этих коэффициентов может принимать значе-
ния в интервале от среднего коэффициента само-
диффузии, до максимального, а меньший – от
наименьшего до среднего. Предварительные ре-
зультаты свидетельствуют, что в трехкомпонент-
ном сплаве взаимная диффузия будет происхо-
дить медленнее по сравнению с предсказаниями
теорий, обобщающих подход Даркена [4], и в
наибольшей степени это различие будет прояв-
ляться для сплавов эквиатомного состава и при
увеличении отличия между коэффициентами са-
модиффузии. Другими словами, следует ожидать,
что замедленная диффузия ‘sluggish diffusion’ бу-
дет наблюдаться в тех сплавах, где максимальный
и минимальный коэффициенты самодиффузии
различаются в пять раз (приблизительно) и более.

Авторы хотели бы отметить финансовую под-
держку Национального исследовательского ядер-
ного университета МИФИ “Проект академическо-
го превосходства” (Контракт № 02.a03.21.0005).
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