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ВВЕДЕНИЕ
В последние десятилетия нано- и субмикро-

кристаллические (СМК) материалы являются
предметом всестороннего изучения из-за не-
обычных механических, физических и химиче-
ских свойств, которые они демонстрируют. Од-
ним из таких уникальных свойств можно назвать
большую скорость диффузии по границам зерен в
СМК и наноматериалах, которая значительно
влияет на термостабильность и механические
свойства таких материалов [1]. Этот феномен до
настоящего времени не имеет однозначного объ-
яснения, экспериментальные данные часто про-
тиворечивы [1]: имеются как данные о высокой
скорости диффузии по границам зерен в нанома-
териалах, так и о том, что диффузионные свой-
ства этих границ незначительно отличаются от
диффузионных свойств границ зерен крупнокри-
сталлических материалов. Этот парадокс частич-
но разрешается представлением о неравновесном
состоянии границ зерен в материалах, получен-
ных интенсивной пластической деформацией
[2–4], например, с использованием равноканаль-
ного углового (РКУ) прессования.

Известно, что роль каналов быстрой диффузии
могут играть тройные стыки границ зерен [5, 6], в
особенности – в нано- и СМК-материалах, где
доля тройных стыков может быть высока. Данные
о диффузии по тройным стыкам зерен также про-
тиворечивы. Так, в [7] анализируются экспери-
менты по зернограничной диффузии, в рамках
предложенной авторами модели, учитывающей
тройные стыки зерен, делается вывод, что ско-
рость диффузии по тройным стыкам на 3–5 поряд-
ков выше, чем по границам зерен. Компьютерное

моделирование [8], опровергает это представле-
ние. Заметим, что компьютерное моделирование
ведется для идеального тройного стыка, в то вре-
мя как СМК и наноматериалы, особенно полу-
ченные с использованием механического воздей-
ствия, имеют дефектную структуру, причем дефек-
ты локализованы преимущественно на границах, а
внутри границ – на тройных стыках. В нанокри-
сталлах, полученных компактированием порош-
ков, остаточная пористость в последнюю очередь
должна исчезнуть именно в тройных стыках ча-
стиц порошка; в СМК-материалах, полученных ин-
тенсивной пластической деформацией (ИПД), в
тройных стыках зерен находятся дисклинационные
диполи [9], следовательно именно в тройных сты-
ках максимальная концентрация напряжений,
наибольший свободный объем, и, таким образом,
наибольшая вероятность появления трещин и на-
нопор, обнаруженных даже в материалах, полу-
ченных ИПД [10].

Сеть тройных стыков пронизывает весь обра-
зец и, следовательно, является наиболее вероят-
ным претендентом на роль пути для ускоренной
диффузии. Мы не утверждаем, что путем уско-
ренной диффузии должен служить каждый трой-
ной стык – достаточно того, чтобы такие пути об-
разовывали связную сеть. В работе [6] рассматри-
вается модель диффузии в A – режиме, с учетом
тройных стыков, а в работе [11] – диффузия вдоль
отдельного тройного стыка с учетом оттока в гра-
ницу и в объем зерна. Заметим, что реальные пути
ускоренной диффузии не являются прямолиней-
ными и не направлены перпендикулярно источ-
нику, пересекаются между собой. Левин и Мак-
каллум [12] показали, что в случае зерногранич-
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ной диффузии учет этого приводит, к появлению
в уравнении диффузии по границам перед коэф-
фициентом зернограничной диффузии множите-
ля 2/3 [13]. Кроме того, эффективный коэффици-
ент диффузии в A-режиме, вычисленный в при-
ближении среднего поля (Максвелла), при малой
доле границ зерен и большом отношении коэф-
фициентов зернограничной и объемной диффу-
зии также приводит к появлению перед коэффи-
циентом зернограничной диффузии множителя
2/3 [5]. Диффузионный эксперимент в СМК- и
наноматериалах часто проводится при температу-
рах и временах, когда не удается наблюдать диф-
фузию не только в объеме, но и по обычным гра-
ницам [14]. Цель данной работы анализ диффу-
зии по сети тройных стыков в T-режиме, по
терминологии [11], т.е., когда диффузией по гра-
ницам и в объем можно пренебречь, что соответ-
ствует условию  где  – коэффициент
зернограничной диффузии,  – ширина границы,
 – время отжига, т.е. при достаточно низких тем-

пературах и достаточно малых временах. При раз-
личии между коэффициентами диффузии по гра-
ницам и по тройным стыкам 3–5 порядков такой
режим может существовать. Так как в экспери-
ментах обычно измеряют макроскопические
усредненные характеристики (средняя концен-
трация в поперечном слое), то необходимо выяс-
нить, в каких случаях сеть тройных стыков можно
рассматривать как непрерывную среду, и найти ее
эффективные характеристики, измеряемые на
опыте с учетом геометрии и топологии сети трой-
ных стыков.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
И ЕЕ ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ

Рассмотрим сеть диффузионных путей с фик-
сированным коэффициентом диффузии D, по-
груженную в среду, диффузией в которой можно
пренебречь. Эта область заполняет полупро-
странство, на поверхности которого концентра-

δ,gD t ! gD
δ

t

ция в начальный момент времени скачком увели-
чивается и поддерживается постоянной в течение
всего диффузионного процесса.

Сеть диффузионных путей представляет собой
бесконечный граф, состоящий из вершин (узлов)
(рис. 1), соединенных ребрами (ветвями), по ко-
торым идут диффузионные потоки. При этом вы-
полняется аналог 1-го закона Кирхгофа для элек-
трических цепей: количество вещества, входящее
в каждую вершину в единицу времени, равно ко-
личеству вещества, выходящего из той же верши-
ны в единицу времени, иначе, суммарный поток,
втекающий в данный узел, равен суммарному по-
току, вытекающему из него, т.е. суммарный по-
ток, сходящийся к одному узлу, равен нулю. Оче-
видно также, что концентрации в каждой ветви,
сходящейся к одной и той же вершине, стремятся
к одному и тому же значению при движении
вдоль каждой из этих ветвей к общей вершине.
Решение задачи при произвольной геометрии
сетки затруднительно, поэтому ограничимся слу-
чаем, когда диффузия вглубь образца идет по вет-
вям, перпендикулярным поверхности образца и
расположенным с одинаковым шагом (вертикаль-
ных ветвей, рис. 2а). Узлы соседних вертикальных
ветвей, находящиеся на одном и том же расстоянии
от поверхности (одинакового уровня), соединены

Рис. 1. Модель сети диффузионных путей тройных
стыков.
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Рис. 2. Плоская модель сети тройных стыков: (а) об-
щий вид, (б) отдельная ячейка.
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горизонтальными ветвями. Пересечение верти-
кальных ветвей с поверхностью может образовы-
вать треугольную, квадратную, гексагональную и
т.д сетку. Все ветви имеют одинаковую длину 

В силу симметрии задачи ограничимся рас-
смотрением отдельного вертикального (перпен-
дикулярного внешней границе) пути, составлен-
ного из вертикальных ветвей, из каждого узла вы-
ходит  горизонтальных ветвей, поток через
средину каждой горизонтальной ветви равен нулю.
Переобозначим систему координат с учетом сим-
метрии. Обозначим  – координату, отсчитывае-
мую в направлении вниз вдоль k-ой сверху (от гра-
ницы) вертикальной ветви, k-ый узел, на котором
заканчивается k-ая вертикальная ветвь,  – коор-
динату вдоль каждой горизонтальной ветви, вы-
ходящей из k-го узла, отсчитываемую от него.
k-ая вертикальная ветвь, k-ый узел и ближайшие
к этому узлу половины горизонтальных ветвей,
выходящих из этого узла, образуют k-ую ячейку
(рис. 2б). Узел, лежащий на поверхности, имеет
уровень k = 0. Задачу будем решать операцион-
ным методом, начальную концентрацию поло-
жим равной нулю, на границе поддерживается
фиксированная концентрация (с), равная 1 (для
простоты), что соответствует условию:

(1)

Диффузия в каждой ветви описывается обыч-
ным уравнением диффузии с постоянным коэф-
фициентом, решение которого, имеет вид
(в изображениях):

(2)

для вертикальной ветви, и

(3)

для горизонтальных ветвей. Условие равенства
нулю суммарного потока, сходящегося к узлу
можно записать в виде

(4)

Кроме того, в силу непрерывности концентра-
ции в каждой ветви

(5)

Равенство нулю потока через середину боко-
вых ветвей легко привести к виду

(6)
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Уравнение (4) с учетом (5), (6) и очевидных со-
отношений:

(7)

(8)

можно записать в виде:

(9)

Система уравнений (5), (9) позволяет найти
пару коэффициентов  если известны зна-
чения  С учетом условия (1) эта система
имеет единственное ограниченное решение:

(10)

(11)

где

(12)

(См. Приложение A). Найдем теперь изобра-
жение общего количества примеси в одной ячей-
ке (рис. 2б) с учетом (4), (5):

(13)

где  – эффективный радиус тройного стыка.

( ) ( ) ( ) ( )ϕ ϕϕ = ϕ −ch th sh th ,
2 2

( ) ( ) ( )ϕϕ = ϕ −sh th ch 1
2

( )

( )

−

−

    = + − +        
   + + −     

1

1

1 sh th
2

1 ch .

k k

k

p p lB m l m A
D D

pm l m B
D

( ),k kA B
( )− −1 1 .k kA B

= λ ;k
kА p

( )

  −    = − +



    + −       + −    


2

ch

2

2 ch
1 sh ,

4

k k

pm m l
DB A

pm l m
D pl

D

( )

( )
−

  + −   λ = +


    + −      + − 

1
2

2 ch

2

2 ch
1 .

4

pm l m
D

pm l m
D

( ) ( )

( ) ( )

[ ] ( )

= π ×
     × + +         

     + + =         

= π λ −





2
kcell

0
2

0

2

ch sh

ch sh

1 ,

l

k k

l

k k

k

c r

p pA p y B p y dy
D D

p pm a p z b p z dz
D D

Dr B p
p

r



ФИЗИКА МЕТАЛЛОВ И МЕТАЛЛОВЕДЕНИЕ  том 124  № 3  2023

ДИФФУЗИЯ ПО СЕТИ ТРОЙНЫХ СТЫКОВ 313

Все уравнения (10)–(13) в принципе позволя-
ют решить поставленную задачу. Но найти обрат-
ное преобразование Лапласа от полученного ре-
шения в общем случае не представляется возмож-
ным. Так как для эксперимента требуется, чтобы
количество примеси в системе было достаточно
большим, что соответствует большим временам,
когда глубина проникновения примесей значи-
тельно превосходит  то далее рассмотрим имен-
но этот случай. Известно [15] что оригинал  и
изображение  связаны следующим соотно-
шением:

(14)

Следовательно, поведение оригинала при
больших временах должно определяться поведе-
нием изображения при малых значениях пара-
метра  Проведем разложение полученного ре-
шения по параметру  Ограничившись первыми
двумя членами, находим изображение общего ко-
личества примеси в одной ячейке при достаточно
больших временах (Приложение B):

(15)

Первый член разложения описывает диффу-
зию в однородной среде с эффективным коэффи-
циентом диффузии  Получен-
ный результат очевиден: при больших временах
сеть ведет себя как однородный материал (квази-
стационарный режим).

КВАЗИСТАЦИОНАРНЫЙ РЕЖИМ

Рассмотрим теперь диффузию по системе
тройных стыков в квазистационарном режиме,
когда концентрация в тройных стыках определя-
ется только расстоянием от источника 
Пути могут идти под произвольными углами
(рис. 3а). Материал считаем безтекстурным, сле-
довательно, изотропным. Величина потока вдоль
произвольного участка пути (достаточно малого,
чтобы его считать прямолинейным) равна

(16)

где  – натуральный параметр пути,  – угол
между осью y и направлением пути. Составляю-
щая потока вдоль оси y равна

(17)
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Заметим, что

(18)

и в силу изотропии материала для средних вели-
чин можно записать

(19)

где угловые скобки означают усреднение по все-
возможным ориентировкам тройных стыков. Ис-
пользуя (17)–(19) можно записать связь между
градиентом концентрации и средним потоком

(20)

где эффективный коэффициент диффузии равен
 Сопоставление (20) и (16) дает воз-

можность выбрать правильную модель диффузии
по сети тройных стыков и конкретизировать вид
решений (10), (11) и (15). Приравнивая значения
эффективных коэффициентов диффузии, входя-
щих в выражения (15) и (20), находим  что

( ) ( ) ( )+ + =
22 2

1,dydz dx
ds ds ds

( ) ( ) ( )+ + =
22 2

1,dydx dz
ds ds ds

∂= −
∂eff ,y

cj D
y

=eff 3.D D

= 4,m

Рис. 3. Истинный вид тройных стыков: (а) общий вид
(б) к выводу формул (16), (17).

�

(б)

(а)

y
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соответствует модели кубических зерен. Тогда ре-
шение (15) принимает вид:

(21)

Поделив уравнение (21) на объем ячейки и от-
бросив поправочный член, найдем среднюю сло-
евую концентрацию для слоя толщины :

(22)

где  – эффективный коэффициент диф-
фузии,  – макроскопическая координата, от-
считываемая от поверхности полупространства и
перпендикулярная этой поверхности,  –
объемная доля тройных стыков. Формула (22)
применима, если толщина слоя кратна  либо
значительно превосходит  но из-за хаотической
упаковки зерен в реальном материале формулу
можно применять и в общем случае.

ОБСУЖДЕНИЕ

Найдем условия квазистационарного режима.
Считая, что погрешность решения (22) имеет по-
рядок первой поправки, потребуем, чтобы отно-
шение первой поправки к основному члену в
уравнении (21) не превосходило  Используя
формулу (П. 3) из нашей работы [16]:

(23)

где  запишем искомое условие
в виде:

(24)

где  Заметим, что для проведения
диффузионного эксперимента концентрация
примеси должна превосходить некоторую вели-
чину  Известно, что один из наиболее чувстви-
тельных методов исследования диффузии в твер-
дых телах – метод радиоактивных изотопов поз-
воляет использовать концентрации значительно
меньше 1ppm. Поэтому положим 
Тогда  (т.к. ). То-
гда условие (24) заведомо выполняется для ис-
тинной диффузионной длины:

(25)

{ }  ≈ − − π  

2 2 2

kcell
3 3 33 erfc exp .

2 2
kl l k lc l

Dt Dt Dt

l
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 eff

erfc ,
2

yс
D t

=eff 3D D
=y kl

η = π 2 23 l r

,l
,l

ε.

( ) ( )
( )

−
=

π + + α

2

2

exp2erfc ,
u

u
u u u

( )π < α <4/ 2,u

( )( ) ( )( )+ + α + + α
= < ε

2 2

,
6 4 3

u u u u l u u u

k Dt

( )= eff2 .u y D t

Δ.

− −≤ Δ ≤8 110 10 .
≤ ≤0 4.06u −= × 9erfc(4.06) 9.4 10

>
ε

2 2.413 .lDt

Например, если положить  то диффу-
зионная длина должна превосходить  а при

 – 

ВЫВОДЫ

1. Сеть тройных стыков при достаточно боль-
ших временах, когда диффузионная длина значи-
тельно (на два порядка) превосходит линейный
размер ячейки сети, ведет себя, как однородная
среда, диффузионные свойства которой опреде-
ляются долей диффузионных путей и эффектив-
ным коэффициентом диффузии.

2. В отсутствие текстуры эффективный коэф-
фициент диффузии составляет одну треть от ис-
тинного.

3. Для данного случая найдено выражение для
средней слоевой концентрации.

Работа выполнена в рамках государственного за-
дания по теме “Давление” Г. р. № 122021000032-5.

ПРИЛОЖЕНИЕ A

Уравнения (5), (9) позволяют найти  ес-
ли известны значения  Эти уравнения
можно записать в следующей матричной форме:

(A1)

где матрица

(A2)

Приведем ее к диагональному виду, при котором

(A3)

Для этого рассмотрим характеристический
многочлен:

(A4)

ε = 10%,
24 ,l
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Уравнение (A4) имеет решения

(A5)

где

(A6)

Заметим, что знак “+” соответствует  т.е.
решению, неограниченно растущему по мере уда-
ления от источника. Такое решение не имеет фи-
зического смысла. Собственное значение, удо-
влетворяющее условию  с использованием
(A5), (A6) и теоремы Виета можно записать в
виде (12). Пространство решений уравнения (A1),
определяется вырожденной однородной систе-
мой уравнений с матрицей  Разрешая
первое из уравнений этой системы для случая (12)
относительно  находим уравнение (11).

ПРИЛОЖЕНИЕ B
Проведем разложение полученного решения

по параметру  ограничившись первыми двумя
членами. Разложим сперва дискриминант (A6)

(B1)

Тогда, используя выражение (12) и (B1), оце-
ним :

(B2)

Интерес представляют расстояния, значитель-
но превосходящие  Множитель  можно запи-
сать в виде:

(B3)
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exp ln 1 2 2
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Выражение (11) заменим следующим прибли-
женным:

(B4)

Теперь, используя формулы (12), (15), (B3),
(B4), найдем изображение общего количества
примеси в одной ячейке:

(B5)

Используя формулы для обратного преобразо-
вания Лапласа [17]:

(B6)

находим количество примеси в ячейке (15).
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