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В статье А.И. Морозова и Л.С. Соловьева в сборнике “Вопросы теории плазмы”, вып. 8 (1974 г.) бы-
ла выписана общая система уравнений гидродинамики двухкомпонентной идеальной плазмы для
стационарного случая. Эта система чрезвычайно сложная и громоздкая. Для случая аксиальной
симметрии авторам удалось записать ее в более обозримой форме, введя три функции потока (маг-
нитного поля, электронов и ионов). Ситуация напоминает получение уравнения Грэда–Шафрано-
ва, когда задача о статическом равновесии плазмы свелась одному уравнению второго порядка для
функции потока магнитного поля. При этом, чтобы замкнуть задачу, требовалось задать две произ-
вольные функции-параметры. Когда рассматриваются течения, а не статическое равновесие, коли-
чество функций-параметров увеличивается. В настоящей работе уравнения Морозова–Соловьева
используются для описания стационарных конфигураций плазмы в тороидальных магнитных
ловушках.
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1. ВВЕДЕНИЕ. 
УРАВНЕНИЯ МОРОЗОВА–СОЛОВЬЕВА

Полный набор соотношений, составляющих
уравнения Морозова–Соловьева (МС) приве-
ден в [1, 2]. Фактически авторы исходят из пол-
ной системы двухжидкостной гидродинамики
электрон-ионной плазмы [3], добавляя к ним
уравнения Максвелла. Далее происходит редук-
ция этой очень сложной системы к более про-
стой. В частности, к двухжидкостной гидроди-
намике квазинейтральной плазмы. Это и соот-
ветствует физической ситуации (характерным
значениям плотности плазмы в интересных для
авторов приложениях), и значительно упрощает
задачу. Вводя функции потоков, как часто дела-
ется в гидродинамике, для стационарных тече-
ний получают так называемые “трехпотоковые”
уравнения двухжидкостной плазмы. Эти урав-
нения используются в [1, 2] для получения,
прежде всего, качественных выводов о свой-
ствах течений.

Мы также будем предполагать в дальнейшем
выполненным условие квазинейтральности (ni =
= ne = n).

Условие покоя двухкомпонентной плазмы
часто трактуют как равенство нулю среднемас-
совой скорости плазмы. Но это условие с точ-
ностью до величины порядка отношения масс
электрона и иона совпадает с условием непод-
вижности ионов. Тем самым мы приходим к
“двухпотоковому” варианту уравнений МС. По-
этому, далее будем называть конфигурацию плаз-
мы стационарной (равновесной), если ионная
компонента неподвижна в действующих самосо-
гласованных электрическом и магнитном полях.
Далее приводится краткий вывод уравнений МС
для этого случая.

Введем стандартные определения функции
магнитного потока  и функции полного то-
ка  в цилиндрических координатах r, z (z –
ось симметрии задачи)
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В терминах этих двух функций уравнения МС
при сделанных предположениях имеют вид

(2)

Здесь  – интеграл углового момента электро-
нов (имеется аксиальная симметрия)

(3)

 – интеграл энергии (интеграл Бернулли,
диссипации нет)

(4)

 – величина внешнего магнитного по-
ля , а , ,  – соот-
ветственно энтропия электронов, их энтальпия и
энтальпия ионов (ионы предполагаются изоэн-
ропическими). Входящая в уравнения (2) кон-
центрация частиц n исключается посредством
интеграла Бернулли (4). Зависимость от аргумен-
та J здесь в принципе произвольна. Таким обра-
зом, решение уравнений (2) зависит от трех функ-
ций , , . Электрическое поле в
равновесной конфигурации равно E = ∇Pi/(en).
Более подробный вывод этих уравнений см. в
[1, 2].

Для случая идеального политропного элек-
тронного газа имеем

(5)

Считая , получим 

. Тогда уравнение для J и закон

Бернулли конкретизируются
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Закон Бернулли (6) дает алгебраическое уравне-
ние для нахождения n. Если  (ниже ограни-
чимся этим случаем), это уравнение становится
биквадратным, и получаем явное выражение для
концентрации частиц n (заметим, что решение
уравнения Грэда–Шафранова (ГШ) позволяет
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определить только распределение давления плаз-
мы с точностью до аддитивной константы)

(7)

Формула (7) дает два выражения для n. Оказыва-
ется [4], что в области параметров отвечающих
знаку “+” (“плотная” плазма), система (2) эллип-
тическая, а для знака “–” (“разреженная” плаз-
ма) – гиперболическая. Мы будем рассматривать
только эллиптический случай – знак “+” в фор-
муле (7).

2. КРАЕВАЯ ЗАДАЧА 
ДЛЯ ТОРОИДАЛЬНОЙ ЛОВУШКИ

Рассматриваем осесимметричную тороидаль-
ную камеру с классическим круговым попереч-
ным сечением, удерживающую плазму в “рав-
новесии” (рис. 1). На границе круга ставятся
условия

(8)

где  – константы. Линии  – линии
тока электронов в плоскости r, z, величина  рав-
на току во внешней тороидальной обмотке. Ли-
нии  – линии магнитного поля в плос-
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Рис. 1. Распределение по сечению камеры функции
полного тока  (линии уровня этой функции –
линии тока электронов) при значениях параметров
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кости r, z, величина  равна потоку магнитного
поля через центральное отверстие тора.

Для удобства численного решения будем ис-
пользовать новые единицы измерения, обраща-
ясь к характерным физическим параметрам, вхо-
дящим в постановку задачи. Единицей длины
возьмем расстояние  между осью z и камерой.
Магнитное поле будем измерять в единицах

. Единицы плотности и температуры
образуем из известных характерных значений
функций , ,

, а именно,

где  – постоянная Больцмана.
В новых единицах условия (8) примут вид

(9)

соотношения (3), (4) запишутся как
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Формула для вычисления плотности n
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Уравнение Грэда–Шафранова [5] получаются
из уравнений (12) в пределе  [4]. Поскольку
параметр  входит в систему (12) сингулярно –
стоит при старших производных, то уравнение
ГШ – не только предельный, но и вырожденный
случай уравнений МС. Заметим еще, что малый
параметр  вообще не входит в задачу. Ес-
ли характерный размер неоднородности в реше-
нии ~ 1 см, то при плотности n ~ 1012 см–3 значение

 будет ~0.3. При n ~ 1011 см–3 получим  ~ 3. Роль
малого параметра может быть очень существен-
ной при наличии областей с резким изменением
решения.

Требование положительности плотности в (13)
позволяет легко получить необходимое условие
существования решения краевой задачи для урав-
нений (12). Из положительности величины q (13)
следует такое ограничение на параметры:

(15)

При  должно быть .

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
В настоящее время существует много действу-

ющих тороидальных магнитных ловушек, в том
числе токамаков, и огромная литература по экс-
перименту и теории (что касается токамаков, см.,
например, [6, 7]). Их параметры: геометрические
размеры, величины полей и токов, – могут разли-
чаться весьма значительно. Целью первых расче-
тов стационарных конфигураций в рамках урав-
нений МС было, прежде всего, желание убедить-
ся, что уравнения (12) имеют разумные решения,
в которых есть удержание плазмы. Под удержани-
ем плазмы здесь понимаем такие решения, в ко-
торых давление плазмы максимально где-то в
центральной области камеры и имеет меньшие
значения вблизи ее границы. Какой-либо точной
привязки к конкретной установке и соответству-
ющим параметрам не проводилось. По этой при-
чине в расчетах использовались простейшие за-
висимости для функций-параметров f, g, k, а
именно, , , . Уравнения
(12) при таком выборе этих функций несколько
упрощаются. Для реальных систем эти функции
могут быть значительно сложнее.

На рис. 1–5 даны распределения по сечению
ловушки основных величин определяющих ха-
рактер решения при следующих значениях пара-
метров , , , , ,
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. Представлены линии уровня пяти функ-
ций , , , , . Это
один из ряда вариантов расчетов, при которых
наблюдается удержание плазмы. Хорошо видно,
что в двухжидкостной модели МС линии уровня
трех из этих функций ( ), вообще говоря,
не совпадают, как для уравнения ГШ, где давле-
ние и функция полного тока являются функция-
ми Ψ.

= 2.5zh
( , )J r z Ψ( , )r z ( , )eP r z ϕ( , )B r z ϕ( , )j r z

Ψ, , eJ P

Давление (рис. 3) меняется в пределах камеры
примерно в 20 раз, достигая максимума в ее цен-
тральной части. На наружной стенке давление
несколько больше, чем на внутренней стенке. Из-
менение параметра  позволяет управлять поло-
жением максимума давления, сдвигая его “влево”
или “вправо”. Азимутальная компонента магнит-
ного поля (рис. 4) меняется в этом варианте рас-
чета довольно плавно, убывая примерно пропор-
ционально расстоянию от оси, т.е. в этом вариан-

zh

Рис. 2. Распределение по сечению камеры функции
полного тока  (линии уровня этой функции –
линии тока электронов) при тех же значениях пара-
метров, что на рис. 1.
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Рис. 3. Распределение по сечению камеры давления
электронов при тех же параметрах, что на рис. 1.
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Рис. 4. Распределение по сечению камеры азимуталь-
ной компоненты магнитного поля при тех же пара-
метрах, что на рис. 1.
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Рис. 5. Распределение по сечению камеры азимуталь-
ной компоненты плотности электрического тока при
тех же параметрах, что на рис. 1.
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те расчетов плазма не влияет заметно на
тороидальное магнитное поле. Это объясняется
малой величиной характерного полоидального
поля по сравнению с тороидальным ( ).
Тороидальная плотность тока  (рис. 5) везде от-
рицательна и достигает минимума в центральной
части камеры, быстро увеличиваясь при подходе
к стенкам. В дополнение к двумерным картин-
кам, на рис. 6 даны (при тех же параметрах) одно-
мерные профили давления , тороидальной ком-
поненты магнитного поля  и тороидальной
компоненты плотности тока  как функции ра-
диуса r в сечении .

Приведенные первые и во многом поисковые
результаты показывают, что уравнения МС могут
давать решения, по крайней мере, качественно
близкие (по распределению давления) к решени-
ям, полученным на основе уравнения ГШ. Но,
разумеется, есть и другие решения. В качестве
примера приведем только один вариант расчетов
с параметрами , , , ,

, . На рис. 7 представлена картина ли-
ний тока (линии уровня ) для этого вариан-
та. В нем, в частности, значительно больше вели-
чина полоидального поля ( ). В плоскости r, z
появились вихри. И этот результат вполне есте-
ственен, если иметь в виду следующее соображе-
ние. Как известно, решения уравнения ГШ име-
ют гидродинамическую аналогию: при соответ-
ствующей замене переменных [5] получаются
уравнения, описывающие стационарное течение

δ = 0.05
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eP
ϕB

ϕj
= 0z

ξ =2 0.1 β = 300 α = 3 δ = 1.0
η = 1 = 2.5zh

( , )J r z

δ = 1

несжимаемой жидкости и, таким образом, каж-
дое решение уравнения ГШ имеет аналог в виде
некоторого стационарного течения. В случае с
уравнениями МС ситуация несколько сложнее.
Как показано в [4], здесь имеется такого же смыс-
ла аналогия, но теперь с вихревым течением сжи-
маемого газа. Появление же вихрей при течении

Рис. 6. Распределения по радиусу при z = 0: а) – давления; б) – азимутальной компоненты магнитного поля; в) – ази-
мутальной компоненты электрического тока. Параметры те же, что на рис. 1.

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0
1.5 2.0 2.5 3.01.0

0.4

0.6

0.8

1.0

0.2
1.5 2.0 2.5 3.01.0

−3.5

−3.0

−2.5

−2.0

−1.5

−4.0
1.5 2.0 2.51.0

r r r

Pe B
ϕ

jϕ

Рис. 7. Распределение по сечению камеры функции
полного тока  (линии уровня этой функции –
линии тока электронов) при значениях параметров
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сжимаемого газа в тороидальной области с усло-
вием непротекания на стенке вполне ожидаемо.

Численное решение задачи проводилось мето-
дом конечных элементов второго порядка на тре-
угольной сетке.

4. ОБСУЖДЕНИЕ
Целью этой работы было привлечь внимание к

полученным А.И. Морозовым и Л.С. Соловьевым
еще в 1974 г. уравнениям, описывающим стацио-
нарные двумерные течения двухжидкостной
плазмы. Насколько известно автору, до сих пор
эти уравнения не нашли сколько-нибудь широ-
кого применения в теории плазмы. Представля-
ется, что их можно использовать для получения
новых результатов как в теории ускорения плаз-
мы, так и для исследования стационарных
конфигураций в различных плазменных ловуш-
ках. Физический смысл их вполне ясен и фунда-
ментален.

В представленных вариантах расчетов (их все-
го два) значения параметров , β и т.д. (14) могут
показаться не вполне естественными, они не
близки к значениям для реальных ловушек. Во-
прос с параметрами не очевидный. Как, напри-
мер, определить параметр β? В работе он форми-
руется из параметров заданных на границе функ-
ций ,  с нормировкой .
Кроме того, имеется еще одно ограничение, сле-
дующее исключительно из математической при-
роды уравнений, –  (это простей-
ший случай). Таким образом, параметры ξ2, β, α,
δ связаны неким условием. Это точное необходи-
мое условие существования решения рассматри-
ваемой краевой задачи для уравнений МС. Про-
водить расчеты при параметрах, не удовлетворя-
ющих этому условию, бессмысленно. Имеются
ли решения с малым β? Ответа общего и одно-
значного здесь нет. При каких-то геометриях,
при каких-то значениях других параметров, не
исключено, есть и положительный ответ.

Параметр  – чрезвычайно важный параметр
задачи. Вопрос о его влиянии очень непростой и
пока ясен только с формально математической
стороны дела. В работе [4] строго показано, что
уравнение ГШ является предельным и вырож-
денным случаем уравнений МС при . Что-
бы решить это уравнение, нужно задать две функ-
ции  и  (функции давления и полного
тока). При предельном переходе  они по-
явятся просто как члены нулевого порядка, удо-
влетворяющие уравнению ГШ. Ясно, что просто
положить  нельзя. Конечно, можно прово-
дить вычисления, взяв  достаточно малой вели-
чиной. Но выяснить, к какому конкретно реше-
нию уравнения ГШ происходит стремление,
очень затруднительно. Очевидно только, что бу-
дут увеличиваться градиенты решения, прежде
всего на границе.

Автор благодарен М.Б. Гаврикову за полезные
обсуждения.

Работа выполнена при поддержке Российско-
го научного фонда (грант № 16-11-10278).
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