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В модели прямого цилиндра в сильном продольном магнитном поле рассматриваются МГД-коле-
бания плазмы конечной проводимости в ситуации, когда в плазме отсутствует резонансная поверх-
ность, на которой компонента волнового вектора возмущения вдоль поля обращается в нуль. При
высокой проводимости имеются крупномасштабные, с радиальной длиной волны порядка радиуса
шнура колебания, во всем объеме мало отличающиеся от тех, что описываются идеальной МГД.
Показано, что при наличии скачка плотности и электронной температуры на некоторой магнитной
поверхности около стенки, наряду с такими колебаниями, благодаря конечности проводимости
возможно существование другой МГД-моды. В этой моде возмущения крупномасштабны и почти
идеальны в большей части объема плазмы, но мелкомасштабны по радиальной координате и не
идеальны в пристеночной области.
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1. ВВЕДЕНИЕ
При высокой, но конечной проводимости

плазмы вдоль магнитного поля радиальная соб-
ственная функция МГД-колебаний плазменного
шнура включает две составляющие: крупномас-
штабную, которая при  переходит в дви-
жение, описываемое идеальной МГД, и мелко-
масштабную, характерный радиальный масштаб
которой определяется величиной проводимости.
Мелкомасштабная часть возмущения может быть
локализована: около резонансной магнитной по-
верхности , если таковая находит-
ся в плазме; около поверхностей резкого измене-
ния параметров плазмы по радиусу; около стен-
ки. Первый случай реализуется, в частности, в
тиринг-неустойчивости. Вычисления мелкомас-
штабной составляющей в тиринг-неустойчиво-
сти при ограничении проводимости столкнове-
ниями проделаны в [1, 2], этой неустойчивости
посвящена обширная литература. Подход [1, 2]
применим и при другом механизме ограничения
проводимости – из-за инерции электронов [3].
Локализация возле стенки имеет место при плав-
ных радиальных профилях невозмущенных вели-
чин в отсутствие в плазме резонансной поверхно-

сти, причем в этом случае амплитуда мелкомас-
штабной составляющей мала по сравнению с
крупномасштабной, и возмущение в целом мало
отличается от идеальной МГД-моды [4]. В насто-
ящей работе изучается роль конечности проводи-
мости в колебаниях шнура в ситуации, когда ре-
зонанс  в плазме отсутствует, но есть резкое
изменение проводимости на некоторой поверх-
ности r = const вблизи стенки. В таком случае в
МГД, помимо решения, всюду близкого к идеаль-
ной МГД-моде, при определенного вида диспер-
сии продольной проводимости может быть и дру-
гое крупномасштабное решение. Оно почти во
всем объеме плазмы мало отличается от решения
в идеальной МГД, однако содержит значитель-
ную мелкомасштабную неидеальную составляю-
щую, локализованную в пристеночном слое.

2. УРАВНЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ
Рассматриваем МГД-колебания длинного

тонкого шнура плазмы конечной проводимости.
Используем модель прямого цилиндра плазмы
низкого давления, , в сильном ак-
сиальном магнитном поле, . В предполо-
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жении, что тензор проводимости диагональный и
(значок  относится к направлениям по-

перек B), длинноволновые по z возмущения
 (при моделировании тон-

кого тороидального шнура , R – большой
радиус тора, n – тороидальное волновое число)
электрического потенциала и вектор-потенциала
магнитного поля описываются системой уравне-
ний (см. [5, 6]) из z-компоненты уравнения
Максвелла

(1)

и уравнения квазинейтральности ( )

(2)

Здесь  = – проекция
волнового вектора на направление B,  – запас
устойчивости,  – невозмущенная плотность то-

ка, c – скорость света, , 

. Принято во внимание, что с точ-

ностью , где a – радиус шнура, z – компо-
нента плотности тока возмущения равна , а
лапласиан  сводится к . Сделаем еще
несколько пояснений. Величины  малы по
сравнению с , поэтому компонентами  в воз-
мущении вектор-потенциала и с ними возмуще-
нием z-компоненты магнитного поля, , прене-
брежено – происходит только изгибание силовых
линий с появлением , , без сгущения/разре-
жения. Влияние малой кривизны невозмущенно-
го магнитного поля на колебания игнорируется.
Поперечная проводимость ,
где  и – ионные плазменная и циклотрон-
ная частоты, связана с инерцией ионов (поляри-
зационным током); частоты колебаний много
меньше , длины волн в направлении перпенди-
кулярном  много больше ионного ларморовско-
го радиуса , конечностью  пренебрегается, так
что движение поперек B гидродинамическое

, дрейфовые эффекты не учиты-
ваются. Если рассматривается ситуация (как в
разд. 4), когда имеется слой с резким радиальным
изменением этих величин, в котором дрейфовые
эффекты могли бы быть важны, мы, чтобы
остаться в рамках принятой модели, можем огра-
ничиться случаем . У  есть, вообще говоря,
не только временная, но и связанная с тепловым
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движением пространственная дисперсия, 
.

Исключением

(3)

система (1), (2) приводится к одному уравнению
четвертого порядка для 

(4)

где введены компоненты диагонального тензора
диэлектрической проницаемости  и

. Считается

(5)

и вакуумное слагаемое в диэлектрическом тензо-
ре в расчет не принимается. Неравенства (5)
предполагаем выполненными вплоть до стенки,
окружающей плазму. Саму стенку  для про-
стоты полагаем идеально проводящей.

Граничные условия на оси – ограниченность
возмущения

(6)

(7)
На стенке

(8)

(9)
что обеспечивает обращение в нуль тангенциаль-
ной компоненты электрического поля, которая в
стенке равна нулю и должна быть непрерывной
(иначе  не будет ограничено).
Имея в виду соотношение (3) и выполнение (8),
условие (9) можно записать как

 (9')

3. ДВА ТИПА РЕШЕНИЙ
При бесконечной продольной проводимости,

, уравнение (4) переходит в уравнение вто-
рого порядка

(10)

Дополненное граничными условиями (6), (8),
оно дает спектр возмущений в идеальной
( ) МГД, зависящий от профиля тока
и положения стенки [7]. Если невозмущенные ве-
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личины изменяются по r на длинах , где a – ра-
диус шнура, то характерная частота (или при не-
устойчивости, инкремент) порядка альфвенов-
ской. В рассматриваемом случае, когда в плазме
отсутствует поверхность , характерная дли-
на волны по r порядка a.

При высокой, но конечной продольной про-
водимости, , уравнение (4)
представляет собой уравнение с малым парамет-
ром при старших производных. Из четырех част-
ных решений для двух – крупномасштабных по
радиусу – слагаемое с  в (4) мало. Эти решения
близки к решениям уравнения (10).

Два другие частные решения мелкомасштаб-
ные, сильно изменяющиеся по радиусу на рас-
стоянии ; для этих решений главными в
уравнении (4) являются члены с радиальными
производными. Если на длине λ вариации невоз-
мущенных величин, включая , малы, то
мелкомасштабные решения можно искать в ква-
зиклассическом приближении ,
где

(11)

 – альфвеновская частота,

. Формула (11) получается, когда в
(4) оставлены только упомянутые главные члены.
Два различающиеся решения соответствуют двум
значениям квадратного корня. Величина λ имеет
порядок . Если , то и при наличии
мелкомасштабной составляющей движение по-
перек  описывается МГД. Однако присутствие
значительной мелкомасштабной составляющей
делает неприменимой идеальную МГД, посколь-
ку в (3) становится существенно слагаемое с ла-
пласианом, так что .

В радиальную собственную функцию, удовле-
творяющую условиям (6)–(9), входят, вообще го-
воря, все четыре частные решения, причем их
комбинация в разных областях по  (например,
разделенных поверхностью с разрывом парамет-
ров) может быть разной. При плавных, без резких
изменений на расстояниях , профилях компо-
нент диэлектрического тензора ε, η собственная
функция, помимо крупномасштабной составля-
ющей, содержит только одно, привязанное к
стенке и спадающее от нее внутрь плазмы, мелко-
масштабное решение. Его амплитуда мала по
сравнению с характерным значением крупно-
масштабной составляющей в объеме плазмы
(что следует из необходимости соблюдения усло-
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вия (9')), так что в целом собственная функция
близка к идеальной моде [4]. Наша задача – рас-
смотреть ситуацию, когда величины ε, η не плав-
ные, а со скачкообразным поведением в слое тол-
щиной . Нет ли в этом случае собственных
МГД-колебаний, сильно отличающихся от иде-
альной моды, в которых мелкомасштабная со-
ставляющая  сравнима по величине с крупно-
масштабной?

4. МОДЕЛЬ СО СКАЧКОМ 
ПРОВОДИМОСТЕЙ ОКОЛО СТЕНКИ

Пусть η и ε как функции радиальной коорди-
наты испытывают внутри плазмы, в окрестности

, скачки – перепады на расстоянии . Счи-
таем, что вне этой окрестности параметры плаз-
мы, и с ними η, ε меняются плавно – на длинах

. Поскольку , то разрыв ε, если он
есть, обязан разрыву плотности плазмы. В пове-
дении  может играть роль и радиальная зави-
симость температуры. Пусть . При-
мем для простоты, что на радиальной периферии
шнура, которой принадлежит поверхность  и
в которой локализована мелкомасштабная со-
ставляющая , плотность невозмущенного тока

 равна нулю.
Предполагаем, что для данных m и kz величина

 в плазме не обращается в нуль и что для рас-
сматриваемой частоты нет альфвеновского резо-
нанса .

При  в возмущениях должны соблюдаться:

– непрерывность 

(12)

так как скачок  величины  означал бы суще-
ствование в тонком переходном слое δr большого
поля , энергия которого  при

 стремится к бесконечности;
– следующая из непрерывности тангенциальной
составляющей  непрерывность 

(13)

что можно записать в другой форме (напоминаем
(3))

 (13')

– непрерывность  (означающая непрерыв-
ность )

(14)
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вытекающая из (1) благодаря ограниченности
правой части;
– непрерывность радиальной компоненты элек-
трической индукции

(15)

получается интегрированием (4).

4.1. Решения в пристеночной области
Величины, относящиеся к крупномасштабной

составляющей возмущения, помечаем индексом
L, к мелкомасштабной – индексом S. Чтобы не
загромождать запись, индекс z у  в дальнейшем
опускаем.

Будем интересоваться возмущениями, в кото-
рых мелкомасштабная составляющая локализо-
вана около стенки и поверхности . Длина ее
экспоненциального спада от этих поверхностей
привязки составляет . Пусть на каж-
дом из двух участков по r: в примыкающем к по-
верхности  промежутке толщиной  при

 и в слое  – относительные измене-
ния невозмущенных величин и  малы (в частно-
сти, ввиду тонкости пристеночного слоя, ,
можно считать величины η и ε в нем равными со-
ответственно  и , каковые значения, на-
поминаем, полагаются отличными от нуля). В
пренебрежении этими изменениями мелкомас-
штабная составляющая  выглядит так:

при 

(16)

где  – постоянная, 

, , ,
причем берется значение квадратного корня (11)
с , с тем чтобы с удалением от  в
сумме  осталось (при )
только  и тем самым при  обеспечива-
лось выполнение граничных условий на оси;

при 

(17)

где  – постоянная, 

, , ,
и взята такая линейная комбинация решений

, чтобы выполнялось условие .
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Что касается крупномасштабных частей, ,
то в области  берется крупномасштабное ре-
шение (4), ограниченное на оси, а в промежутке

 –решение, принимающее нулевое зна-
чение при . Вообще говоря, эти функции –
их вид мы уточним ниже – не составляют единого
по всему радиусу крупномасштабного, без при-
сутствия , решения, удовлетворяющего усло-
виям (6), (8) одновременно. Как упомянуто в
разд. 3, при  и плавных профи-
лях η, ε уравнение (4) имеет решения, в которых
величина  мала по сравнению с характерным
(например, среднеквадратичным) значением

 в сечении плазмы. Они мало отличаются от
собственных функций  задачи (10), (6), (8).
По крайней мере в случае, когда на описываемой
радиальной периферии плотность плазмы значи-
тельно меньше, чем в основном объеме, так что
локальная альфвеновская частота на периферии
сильно превышает собственную частоту,

(18)

колебания, близкие к идеальной МГД-моде, име-
ются и при наличии скачка. В самом деле, при

, пренебрежении членом с  и соблюдении
(18) уравнение (4) на бестоковой периферии име-
ет одинаковый вид ( ) независимо от ради-
ального хода параметров. В этом приближении,
если профили невозмущенных величин различа-
ются только на разреженной периферии, то для
них собственная функция возмущения почти
одинакова и . Мы сейчас ищем решение,
отличающееся от такого почти идеального: не
предполагаем малости  по сравнению с харак-
терной величиной  в плотной области, , и
малости  при  по сравнению с . По одну
сторону от разрыва параметров крупномасштаб-
ная составляющая

(19)

где  – постоянная, а F – плавная функция,
равная единице при  и ограниченная на оси.
Она близка к решению уравнения второго поряд-
ка (10) с теми же граничными условиями. (Кон-
кретный вид этого решения задачи идеальной
МГД для нас несуществен. Важно лишь, что оно
мало изменяется на длине Λ. В дальнейшем будет
фигурировать только амплитуда  – значение
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тонком, , слое  функцию  с ну-
лем на стенке можно представить разложением

(20)

 – постоянная.

Будем полагать амплитуды    
одного порядка по параметру . При этом, по-
скольку в области локализации  главный вклад
в  вносит слагаемое , а согласно (17)
величина , то на стенке выполня-
ются не только условие (8), но в главном порядке
и требование (9'). Условия (6), (7) тоже удовлетво-
ряются, так как величина мелкомасштабной
составляющей колебаний  (16) становится пре-
небрежимо малой вблизи оси плазменного ци-
линдра.

4.2. Сшивка решений при 
Запишем условия сшивки, используя малость

λ по сравнению с длинами изменения крупно-
масштабной составляющей  и невозмущенных
величин вне переходного слоя.

Около поверхности , в областях 0 <
, лапласиан , фигурирующий в

(13), (15), много меньше , а в равенстве (14)
можно опустить, как малое , слагаемое

. Пусть выполняется неравенство (18),
тогда в (15) существенны только члены с . В
результате соотношения (12)–(15) сводятся к

(21)

(22)

(23)

(24)

причем в  и  нужно множитель 
положить, раз предполагается (18), равным еди-
нице.

Равенства (22), (24) совместимы, если

(25)

Входящие в ,  величины ,  зависят от
частоты, и в случае разрешимости относительно

 (это возможно не при всяких , ; решения
нет, в частности, если ,  вещественны и по-
ложительны) уравнение (25) дает собственную
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частоту, примеры будут приведены ниже. При

этом отношение амплитуд  и  есть

(26)

а из (21)–(23) получаем связь ,  и  с :

(27)

(28)

(29)

Подчеркнем, что хотя практически во всем объе-
ме плазмы, , где ξ – несколько единиц,
движение крупномасштабное ( ) и почти
идеальное, частота, находимая из (25), отлична от
собственной частоты  идеальной моды (10),
(6), (8), так что радиальный ход  существенно
отличается от . При приближении к стенке не
происходит, как у функции , падения  до
малых значений еще при . (Заметим в
связи с этим, что для моды, близкой к , мы не
могли бы перейти от (14) к (23), так как порядок
слагаемого  в (14) был бы .)

4.3. Примеры разрешимости (25)

Разрешимость уравнения (25) и тем самым су-

ществование решения, в котором амплитуды ,

,  того же порядка по , что , зависит

от вида функций  и . Ниже даны два
примера, когда разрешимость имеет место1.

4.3.1. Пусть температура электронов в присте-
ночном промежутке  много меньше, чем
при . Рассмотрим область частот

(30)

 – тепловая скорость. В бесстолкновительном
приближении продольная компонента диэлек-

1 Реализация рассматриваемых типов дисперсии  и
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трического тензора в окрестности поверхности
 при  выглядит как

 (31а)

 (31б)

см., например, [8]. В пренебрежении малой анти-
эрмитовой частью  имеем

(32)

(33)

и уравнение (25) принимает вид

(34)

При этом условие гидродинамичности 

требует, чтобы было . Для малости
 достаточно (поскольку ), что-

бы . Отметим также, что для  (32) ве-
личина Λ того же порядка, что λ.

Из (34) получаем связь частоты с толщиной
пристеночного слоя D

(35)

где α – один из корней уравнения

(36)

В функции  допустимые D – такие, чтобы
значение  принадлежало интервалу ,
так что альфвеновский резонанс невозможен2.

Поясним роль связи (34). В области 0 <
 функция , сводящаяся там к ,

подчиняется фактически (ввиду того, что в круп-

2 Есть также ограничение на D сверху из-за того, что вслед-

ствие комплексности  величина . Перейти

от (25) к (34) можно, если . В связи с этим

ограничены допускаемые корни (36): .
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номасштабных колебаниях член с  в (4) мал)
уравнению второго порядка (10), при соблюде-
нии (6) ход  в этой области предопределен
частотой ω. Если последняя не близка к соб-
ственной частоте  в задаче (10), (6), (8), то
продолжение этого решения в область 
не будет удовлетворять условию (8) на стенке.
При выполнении (34) функция  может

быть сшита с решением  полного уравне-
ния четвертого порядка (4), удовлетворяющим
требованиям (8), (9'). Эти требования выполня-
ются благодаря тому, что в периферийной обла-
сти в колебаниях участвует неидеальная мелко-
масштабная составляющая. Отметим, что для не-
больших  расстояние D, при котором
существует наше решение, порядка длины λ. Ес-
ли интересоваться колебаниями выявленного ти-
па с частотой, равной некоторой доле  от альф-
веновской частоты, рассчитанной по плотности

 в центральной области плазменного цилиндра,
то они возможны при , где 

 – классический радиус электрона.
Радиальная зависимость возмущения около

стенки показана на рис. 1.

При учете , , из-за которых появляют-

ся  и , собственная частота приобре-
тает мнимую добавку, соответствующую затуха-
нию. Из (25) несложно найти декремент

(37)

4.3.2. Другой пример разрешимости (25).
Пусть, как и в предыдущем пункте, температура

 существенно больше , но рассматривается
область частот . При этом по обе сто-
роны от поверхности  имеем 

. Вклад же в η черенковского взаимодей-

ствия волны с частицами , и,

поскольку , то .
Имея в виду последнее неравенство, слагаемым

 в  пренебрежем, а  в  оставим. Бу-
дем предполагать, что  и

(38)

так что и при  мнимая часть  опреде-
ляется именно величиной . Тогда при 
требование спада мелкомасштабной составляю-
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щей вглубь шнура, , оставляет из двух
значений  одно:

(39)

где ,  и вто-
рое слагаемое в скобках по абсолютной величине

. В пренебрежении этим слагаемым соотноше-
ние (25) сведется к

(40)

здесь
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Пусть . Интересуемся решением (40) с
. Учитывая, что  (входящее в
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взят наименьший отличный от нуля корень 
уравнения  (для простоты и в согласии с
примечанием 2 мы ограничились самым длинно-
волновым по r решением в области ). От-
сюда

(43)

(44)

При малых  исходное предположение
 и условие (38) выполняются.

Обратим внимание на то, что в мнимую добав-
ку (44) величины  не входят. Наличие у η ан-
тиэрмитовой компоненты проявилось, однако, в
отборе (39), в результате которого мелкомасштаб-
ная составляющая  в области 
представляет собой в первом приближении по

 волну, бегущую по r: мнимая часть величи-

ны  (39) отлична от нуля (она даже много боль-
ше действительной части). Радиальная фазовая
скорость волны направлена к поверхности ,
а групповая скорость и вместе с нею поток энер-
гии – от этой поверхности. Именно бегущий ха-
рактер мелкомасштабной составляющей при

, в конечном счете обязанный резистивно-
сти, обуславливает затухание колебаний (43),
имеющих положительную энергию. Радиальная
структура возмущения иллюстрируется рис. 2, на
котором для случая вещественного и положи-
тельного  показано поведение . Что ка-
сается , то при  она близка к 
(которая в свою очередь близка к ), в проме-
жутке  по мере приближения к 
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Рис. 1. Радиальная зависимость вектор-потенциала

возмущения в пристеночной области при  (31а) и

 (31б) в случае . Сплошная линия –
при . В области  изменение  на
длине λ слабое, . Штриховая линия –

продолжение  в область . Пунктир – ход
крупномасштабной моды, близкой к идеальной
( ).
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уменьшается, испытывая осцилляциии по r, а при

 мала, как .

4.4. Дополнительные замечания

1. В предположении (18) соотношение 
(4) для мелкомасштабной составляющей в обла-
сти  есть уравнение почти потенци-
альных ( ) колебаний

(45)

где выражение для возмущения потенциала,

, согласуется с (3), так как

 и первое слагаемое в правой
части (3) мало. При этом, однако, присутствие
почти идеальной крупномасштабной составляю-

щей  в колебаниях обязательно: без нее невоз-
можна непрерывность  при .

2. Для рассмотренной мелкомасштабной со-
ставляющей, поперечные волновые числа в кото-

рой имеют порядок , заложенное
в относительно простую модель колебаний (1),
(2) представление о важности лишь диагональ-
ных компонент диэлектрического тензора (так
что z-компонента плотности тока возмущения

, а вклады ,  в нее, связанные с
недиагональными компонентами тензора прово-
димости, малы), является оправданным, по-

скольку выполняется неравенство .

3. В описанной моде энергия магнитного поля
возмущения, сосредоточенная около стенки, ока-
зывается, благодаря большому вкладу компонен-

ты , пропорциональному , много боль-
ше, чем во всем остальном объеме плазмы. В от-
личие от идеальной МГД-моды, где при

 плотность магнитной энергии 

много больше , в решении с неидеальной
мелкомасштабной составляющей, локализован-

ной на радиальной периферии, в этой области ве-
личина  может быть больше .

4. В разобранных примерах конечность про-
дольной проводимости (ограниченность η), ко-
торая обеспечивает существование мелкомас-
штабной составляющей у возмущения, не связа-
на с резистивностью плазмы: диэлектрической
проницаемости (31а) отвечает емкостный харак-
тер импеданса, а (31б) – индуктивный.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итак, в плазме высокой, но конечной прово-
димости, кроме колебаний, мало отличающихся
во всем объеме шнура от идеальной МГД-моды

, возможно (по крайней мере при
, когда дрейфовые эффекты не важны) –

при наличии скачка плотности и электронной
температуры в окрестности некоторой магнитной
поверхности, находящейся на малом, порядка
длины изменения мелкомасштабной составляю-
щей возмущения, расстоянии D от стенки, – су-
ществование другой МГД-моды, почти идеаль-
ной в большей части объема и неидеальной (по-
чти потенциальной) в пристеночной области. Ее
частота связана с этим расстоянием: .

Автор благодарен А.М. Какурину, А.С. Ку-
кушкину и А.В. Тимофееву за обсуждения.
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