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Теоретически исследована модуляционная неустойчивость (МН) ионно-звуковых волн (ИЗВ) в
плазменной системе, состоящей из инерционных адиабатических горячих ионов, изотермических
позитронов, и сверхтермических электронов двух температур (холодных и горячих). Методом ма-
лых возмущений получено нелинейное уравнение Шредингера (НелУШ), определяющее модуля-
ционную неустойчивость ионно-звуковых волн. Численный анализ НелУШ показал существова-
ние как стабильного (темная огибающая солитонов), так и нестабильного (светлая огибающая со-
литонов и волн-убийц) режимов ИЗВ. Показано, что основные черты ИЗВ (например,
устойчивость волнового профиля и инкремент развития МН) существенно модифицированы
сверхтермичностью электронов и соответствующими параметрами плазмы. Результаты настоящих
исследований могут быть полезны для понимания различных нелинейных процессов как в косми-
ческой (например, в магнитосфере Сатурна и межпланетном пространстве), так и в лабораторной
плазмах (например, горячего катодного разряда и высокоинтенсивного лазерного излучения).
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1. ВВЕДЕНИЕ

В течение последних нескольких десятилетий
исследования, связанные с электрон-позитрон-
ионной (e-p-i) плазмой, впечатляюще увеличива-
лись благодаря наблюдениям (спутник Викинг
[1] и миссия Фемида [2]), показавшим существо-
вание большого количества e-p-i-плазмы в кос-
мосе, а именно: в магнитосфере Сатурна [3], маг-
нитосфере пульсара [4], а также лабораторной
плазме [5]. Для понимания физики коллективно-
го поведения в такого сорта космической и лабо-
раторной плазме, многие авторы рассматривали
волновую динамику [6–9], например, электрон-
но-звуковые (ЭЗВ), позитрон-звуковые (ПЗВ),
ионно-звуковые (ИЗ) волны (ИЗВ), и ИЗ волны-
убийцы (ИЗВУ).

Высокоэнергичные частицы могут сосуще-
ствовать с изотермически-распределенными ча-
стицами в космической и лабораторной плазмах с
характеристиками, отличными от распределения
Максвелла. Иногда распределение таких энер-
гичных частиц может оказаться в хвосте высоких
энергий немаксвелловского распределения, из-
вестного как обобщенный Лоренциан или каппа
( ) распределение [10–12]. -распределение и его
связь с распределением Максвелла впервые было

описано Василюнусом [12]. Такое распределение
могло возникнуть в результате воздействия внеш-
них сил на космическую плазму или взаимодей-
ствия волн с частицами. Лоренциан или -рас-
пределение сводится к распределению Максвел-
ла в пределе больших спектральных индексов
[11], т.е. при . Ряд работ был посвящен рас-
смотрению модели плазмы с надтепловыми элек-
тронами одной температуры [7, 12]. Однако обна-
ружено, что электроны обладают двумя различ-
ными темпратурами как в космической, так и в
лабораторных плазмах, например, плазма сол-
нечного ветра, высокоинтенсивного лазерного
излучения [13], термоядерной турбулентности,
горячего катодного разряда [14] содержит элек-
троны двух температур. Панвар и др. [3] исследо-
вал косые ИЗ кноидальные волны в замагничен-
ной плазме используя -распределение электро-
нов двух температур. Балуку и Хелберг [6]
исследовали ИЗ-солитоны рассматривая -рас-
пределение электронов двух температур в магни-
тосфере Сатурна и обнаружили, что солитоны
обеих полярностей могут существовать во всем
диапазоне значений отношения концентраций
горячих электронов. Шахмансоури и Алинеяд
[15] исследовали линейное и нелинейное возбуж-
дение произвольных амплитуд ИЗ уединенных
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волн в замагниченной плазме содержащей элек-
троны двух температур и обнаружили, что над-
тепловые электроны приводят к уменьшению фа-
зовой скорости для обеих мод. Рехман и Мишра
[16] анализировали ИЗ уединенные волны в e-p-i
плазме с электронами двух температур и изотер-
мическими позитронами и обнаружили, что от-
ношение холодной температуры электронов к го-
рячей играет решающую роль при генерации и
регулировании формы солитонов.

До последнего времени число теоретических и
экспериментальных исследований модуляцион-
ной неустойчивости (МН) ИЗВ постоянно росло
из-за успешного ее применения как для космиче-
ской [7], так и для лабораторной плазмы [17–21].
МН ИЗВ в плазме является краеугольным про-
цессом при формировании высоко энергичных
ИЗВУ (благодаря взаимодействию волна-волна)
или светлой огибающей солитонов в области не-
устойчивости, в противном случае темная огиба-
ющая солитонов может быть сформирована в об-
ласти устойчивости. Нелинейное уравнение
Шредингера (НелУШ) было использовано для
понимания различных нелинейных явлений та-
ких, как МН [12], ИЗВУ [8] и огибающие [7]
структуры, которые наблюдаются в космической
[9] и лабораторной [12] плазмах. Шалини и др. [8]
исследовал ИЗВУ в неэкстенсивной плазме с
электронами двух температур и обнаружил что
ширина ИЗВУ уменьшается с увеличением отно-
шения температур холодных и горячих электро-
нов. Сабри и др. [9] изучили цилиндрические и
сферические ИЗ солитоны огибающей в четырех
компонентной плазме с холодными ионами,
электронами с двумя различными температурами
и горячими позитронами и обнаружили, что есть
зависимость критического волнового числа ( )
от концентрации позитронов. Алинеяд и др. [22]
исследовал МН ИЗВ в плазме с κ-распределени-
ем электронов двух температур и обнаружил, что
популяция горячих электронов приводит к сокра-
щению области МН. Баха и др. [23] изучал ИЗВУ
в двухкомпонентной плазменной среде в присут-
ствии неэкстенсивных электронов и нашел, что
ИЗВУ могут оказаться под кардинальным воздей-
ствием электронной неэкстенсивности. Как из-
вестно, влияние электронов с κ-распределением
для двух температур и изотермических позитро-
нов на МН ИЗВ в четырехкомпонентной плазме
изучено не было. Таким образом, в нашей работе
мы выведем НелУШ, используя метод малых воз-
мущений (ММВ), для исследования МН ИЗВ в
незамагниченной e-p-i плазме в присутствии теп-
лых адиабатических ионов, надтепловых элек-
тронов с двумя различными температурами (низ-
кой и высокой) и изотермических позитронов.

Остальная часть рукописи организована сле-
дующим образом: основные уравнения для на-

κс

шей плазменной модели представлены в разд. 2.
МН ИЗВ и ИЗВУ исследуются в разд. 3. Солито-
ны огибающей показаны в разд. 4. В разд. 5 при-
ведено краткое обсуждение.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим незамагниченную плазменную
систему, содержащую инерционные горячие
адиабатические ионы, изотермические позитро-
ны и надтепловые электроны двух температур
(горячие и холодные). В равновесии условие ква-
зинейтральности может быть записано в виде

 = , где , ,  и  – равно-
весные концентрации горячих адиабатических
ионов, изотермических позитронов и надтепло-
вых горячих и холодных электронов соответ-
ственно. Основные безразмерные уравнения для
описания ИЗВ имеют вид

(1)

(2)

(3)

где  – концентрация ионов, отнесенная к ее рав-
новесному значению ,  – гидродинамическая
скорость ионов, отнесенная к скорости ИЗ-вол-
ны  (здесь  – температура хо-
лодных электронов,  – масса покоя ионов,  –
константа Больцмана); ϕ – электростатический
потенциал волны, отнесенный к  (здесь e –
заряд электрона) время и пространственные пере-

менные отнесены к  и 

 соответственно, 
(здесь  – равновесное адиабатическое давление
горячих ионов и , где N – степень
свободы, для одномерного случая , таким
образом );  (здесь  – температу-
ра горячих ионов и  – константа Больцмана);

,  и . Выраже-
ние для концентрации холодных электронов сле-
дует из κ-распределения [6, 11, 12] и может быть
выражено следующим образом:
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где

Здесь  (обычные значения  в магни-
тосфере достигает значений 8−10 [6]) – надтепло-
вой параметр для холодных электронов. Выра-
жение для концентрации горячих электронов,
следующее из κ-распределения, может быть за-
писано в виде

(5)

где  (здесь  – температура горячих
электронов и ) и

Здесь  (обычно лежит в пределах 7–10) – над-
тепловой параметр для горячих электронов [6]. И
наконец, выражение для концентрации изотер-
мических позитронов имеет вид
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где  (здесь  – температура изотермиче-
ских позитронов). Итак, подставляя (4)–(6) в (3)
и раскладывая выражение по степеням ϕ до тре-
тьего порядка малости, получаем
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Отметим, что слагаемые в правой части обуслов-
лены вкладом компонент позитронов, холодных
и горячих электронов.

Для изучения модуляции ИЗВ выразим НелУШ,
используя ММВ [12]. Итак, сначала вводим рас-
тянутые координаты

(8)

(9)

где  – групповая скорость, ε – малый параметр.
Далее можно выразить зависимые переменные в
виде [12]
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где  – действительная переменная, соответ-
ствующая волновому числу (частоте) несущей
волны. Операторы дифференцирования в обоих
случаях трактуются следующим образом:
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единяя слагаемые, содержащие ε в первом при-
ближении ( , ), выражаем уравнения сле-
дующим образом:
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Теперь мы проведем численный анализ для то-
го, чтобы определить линейные дисперсионные
свойства ИЗВ для различных значений α (см.
рис. 1). Как только мы увеличиваем значение 
при постоянных значениях Z и , увеличивается
угловая скорость (через α). Уравнения второго
порядка малости ( , ) имеют вид

(21)

(22)

с условием совместимости
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Найдено, что амплитуды гармоник второго
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И наконец, рассмотрение моды третьей гармони-
ки ( ) и ( ) с помощью (18)–(24) приводит
к системе уравнений, которую можно свести к
следующему НелУШ:

(25)

где  для упрощения. Дисперсионный ко-
эффициент P имеет вид

где . Нелиней-
ный коэффициент Q имеет вид

где  + .

3. МН И ИЗВУ
Давайте рассмотрим линейное решение НелУШ

(25) в виде , где  и
 (здесь  – частота и

 – волновое число возмущения). Следователь-
но, нелинейное дисперсионное соотношение для
модуляции амплитуды [7, 24, 25] имеет вид
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ствительная при всех значениях , следователь-
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малых возмущений. С другой стороны, когда

,  становится мнимой и ИЗВ оказыва-

ются неустойчивыми для ,
где  – это критическое значение волнового чис-
ла модуляции, и  – амплитуда несущей волны.
Из рис. 2 видно, что для ИЗВ можно определить
области модуляционной устойчивости и неустой-
чивости. Когда , соответствующие
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значения k ( ) называются критическими или
пороговыми волновыми числами для начала раз-
вития МН. Эти значения  разграничивают об-
ласти неустойчивости ( ) и устойчивости
( ). Эффект сверхтермичности (через  и

) чрезвычайно высок, чтобы изменить стабиль-
ную область ИЗВ. Из рис. 2 видно, что с увеличе-
нием  и ,  сдвигается в сторону меньших ве-
личин. Этот результат находится в хорошем соот-
ветствии с ранее полученными результатами в
работах Алинеяда и др. [22] и Султана и Куракиса
[7]. В области  и  инкремент разви-
тия ( ) МН имеет вид

(27)

Численный анализ инкремента развития МН
ИЗВ приведен на рис. 3 и 4 и, очевидно, из этих
рисунков, следует: 1) из рис. 3 – с увеличением 
для фиксированного значения  максимальное
значение инкремента развития, по-видимому,
увеличивается (через δ); 2) из рис. 4 – если мы
увеличиваем значение концентрации горячих
электронов  для фиксированного значения за-
ряда Z и концентрации  ионов, то увеличивает-
ся максимальное значение инкремента развития
(через ). Похожий эффект с надтепловыми го-
рячими электронами наблюдался при изучении
ИЗВ в работе Алинеяда и др. [22].

Для волн-убийц рациональное решение
НелУШ (25) первого порядка (полученное с по-
мощью схемы трансформации Дарбу) в неустой-
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чивой области ( ) может быть записано в
виде [26]

(28)

Мы численно проанализировали рациональное
решение НелУШ (25) на рис. 5 и 6, и из рис. 5 вид-
но, что нелинейность плазменной системы, кото-
рая приводит к увеличению амплитуды и ширины
ИЗВУ, увеличивается с увеличением температу-
ры холодных электронов  при постоянной тем-
пературе позитронов  (через λ). На рис. 6 ярко
выделено влияние концентрации позитронов на
формирование ИЗВУ. В этом случае амплитуда
ИЗВУ возрастает с увеличением концентрации
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позитронов  при фиксированном значении Z и
 (через ).
Здесь важно отметить, что в настоящей работе

обсуждается метод малых возмущений, приме-
ненный для вывода НелУШ, которое описывает
при определенных условиях увеличение до ма-
лых, но конечных амплитуд волн-убийц [12, 27].
Тем не менее для изучения произвольных ампли-
туд волн-убийц мы нашли некоторые другие ме-
тоды (а именно метод псевдопотенциалов [28–
30]), которые справедливы для больших/про-
извольных амплитуд волн-убийц. Последнее,
безусловно, является существенно важной зада-
чей, однако выходит за рамки нашей настоящей
работы.

4. СОЛИТОНЫ ОГИБАЮЩЕЙ

Знак отношения  определяет формирова-
ние светлого или темного солитона огибающей.

4.1. Светлые солитоны

Когда  мы получаем светлые солитоны
огибающей, чья основная аналитическая форма
имеет вид [7, 24, 25]

(29)

где U – это скорость распространения, W – ши-
рина солитона, и  – частота колебаний для

. Светлый солитон огибающей [полученный
численным анализом (29)] изображен на рис. 7.

4.2. Темные солитоны

Когда  мы получаем темные солитоны
огибающей, чья основная аналитическая форма
имеет вид [7, 24, 25]

(30)

Соотношение между шириной солитона W и по-
стоянной максимальной амплитудой  связано
соотношением . Отношение 
определяет ширину солитона W как 

 . Таким образом, более низкие значе-
ния определяют более узкие солитоны и наобо-
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рот. Темный солитон огибающей, полученный
численным анализом (30), изображен на рис. 8.

5. ОБСУЖДЕНИЕ
В этой работе мы рассмотрели незамагничен-

ную четырехкомпонентную плазму, состоящую
из инерционных горячих адиабатических ионов,
изотермических позитронов и сверхтермических
электронов двух температур (горячих и холод-
ных). Используя ММВ получено НелУШ, кото-
рое определяет эволюцию ИЗВ. Мы обнаружили
существование областей устойчивости и неустой-
чивости для ИЗВ и связанный с ними инкремент
развития МН в области неустойчивости. Резуль-
таты, полученные нами в этом исследовании,
можно резюмировать следующим образом.

1. ИЗВ будут устойчивыми (неустойчивыми) в
случае длинных (коротких) длин волн, для кото-
рых отношение  отрицательное (положитель-
ное)  ( ).

2. Если мы увеличиваем значение концентра-
ции горячих электронов  при фиксированных
значениях заряда Z и концентрации  ионов, то
максимальное значение инкремента увеличива-
ется (через ).  увеличивается с  при фикси-
рованных значениях  (через δ).

3. Амплитуда ИЗВУ увеличивается с ростом
концентрации позитронов  при фиксирован-
ных Z и  (через ).

Большое количество наблюдений [1, 2] ясно
показывает существование сверхтермических
электронов в различных природных средах (на-
пример, магнитосфере Сатурна [6, 11], хвосте
магнитосферы, авроральных зонах, ионосфере,
солнечном ветре и сильном излучении в меж-
звездной или межпланетной среде и т.д.) и лабо-

P Q
< 0P Q > 0P Q

0hn
0in

μh Γg hT

сТ

0pn
0in μ p

раторной плазмах (например, высокоинтенсив-
ном лазерном излучении [13] и горячем катодном
разряде [14]). Мы надеемся, что наш нелинейный
анализ будет полезен для понимания нелинейных
структур (волн-убийц, светлых и темных солито-
нов огибающей) как в космической, так и в лабо-
раторной плазмах.

Авторы благодарны анонимному рецензенту
за конструктивные предложения, которые значи-
тельно улучшили качество рукописи. Н.А. Чоудх-
ури благодарит Пуджу Саркер за ее поддержку в
улучшении языка рукописи.
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