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Рассмотрена задача о распространении электромагнитной волны в плоскослоистой неоднородной
магнитоактивной плазме. Предложен матричный алгоритм приближенного решения системы вол-
новых уравнений. Суть алгоритма заключается в последовательном нахождении обусловленных не-
однородностью среды поправок к локальным корням дисперсионного соотношения и локальным
векторам поляризации. При этом система полевых уравнений сводится к системе линейных алгеб-
раических уравнений. Предложенный алгоритм удобен для проведения численных расчетов. В от-
личие от классического приближения геометрической оптики рассмотренный алгоритм позволяет
учесть слабый эффект линейного взаимодействия мод. Приведены примеры численных расчетов
для коэффициента отражения по энергии свистовых волн, падающих на ионосферу сверху. Пред-
ложенный матричный алгоритм может быть полезен для нахождения коэффициентов отражения,
коэффициентов линейной трансформации волн в плавно неоднородной ионосфере.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Несмотря на огромное количество существую-

щих аналитических и численных методов описа-
ния распространения электромагнитных волн в
неоднородных средах (см., например, [1–8]),
классическая задача о нахождении приближен-
ных решений волновых уравнений в неоднород-
ных анизотропных средах до сих пор остается ак-
туальной. Действительно, распространение мо-
нохроматической волны даже в сравнительно
простом случае плоскослоистой среды с извест-
ным тензором диэлектрической проницаемости
классически описывается системой четырех не-
разделяющихся в общем случае дифференциаль-
ных уравнений первого порядка [1, 4]. Точные
аналитические решения такой системы в боль-
шинстве случаев либо неизвестны, либо не эф-
фективны с практической точки зрения. Числен-
ные методы также могут быть связаны с больши-
ми вычислительными трудностями. Одной из
основных проблем является расходимость реше-
ний волновых уравнений, обусловленная модами
с большой по величине мнимой частью [4, 9, 10].
Различные подходы, улучшающие устойчивость
численного решения волновых уравнений в
ионосферной плазме, предложены в работах [5, 6,

9–11]. При этом удается получить устойчивое ре-
шение либо в частных случаях, например, при ма-
лых углах падения волны [6], либо на сравнитель-
но небольших высотах (в пределах 250 км от по-
верхности Земли) [5, 9, 11].

Использование приближенных методов поз-
воляет найти решение в тех случаях, где точные
методы малоэффективны, а свойства среды до-
статочно медленно меняются на расстоянии. На-
пример, на высотах более 100 км над поверхно-
стью Земли характерный масштаб изменения
ионосферных параметров составляет 100 км, что
существенно превышает длины волн даже низко-
частотных диапазонов. К классическим методам
относится приближение геометрической оптики,
известное в квантовой механике как ВКБ-метод
[1, 12]. Приближение геометрической оптики эф-
фективно, если свойства среды мало изменяются
на расстояниях порядка длины волны. Условия
применимости этого приближения нарушаются
при малых показателях преломления среды (ко-
гда длина волны становится сравнимой с масшта-
бом плазменной неоднородности), а также в слу-
чае близких показателей преломления двух волн.
Кроме того, приближение геометрической опти-
ки не учитывает возможности линейной транс-
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формации мод. С практической точки зрения ис-
пользование формул геометрической оптики при
численном нахождении поля волны в анизотроп-
ных средах в общем случае наклонного падения
(см., например, [1]) не всегда удобно из-за их ма-
тематической громоздкости.

В данной работе развивается матричный под-
ход к решению волновых уравнений в неоднород-
ной анизотропной плазме. Исходная система че-
тырех волновых уравнений представляется в мат-
ричной форме, сравнительно часто используемой
для нахождения полей в плоскослоистых средах
[4, 9, 13]. Представление поля волны через соб-
ственные значения и собственные векторы мат-
рицы, вид которой определяется свойствами сре-
ды, применяется в работах [1, 13]. В работе [9] от-
мечается, что матричная форма записи волновых
уравнений удобна для проведения численных
расчетов. Предлагаемый в настоящей работе ал-
горитм позволяет найти приближенное решение
волновых уравнений в плоскослоистой магнито-
активной холодной плазме. Суть алгоритма за-
ключается в последовательном нахождении обу-
словленных плазменной неоднородностью по-
правок к корням дисперсионного соотношения и
соответствующих им векторам поляризации. При
этом система дифференциальных уравнений сво-
дится к системе линейных алгебраических урав-
нений, что, во-первых, существенно упрощает
расчеты, во-вторых, позволяет решить проблему
численной расходимости решений. В качестве
примера использования алгоритма приводятся
результаты вычислений коэффициента отраже-
ния электромагнитных волн свистового диапазо-
на от ионосферы сверху.

2. ИСХОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ
И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим электромагнитную волну с часто-
той ω, распространяющуюся в плоскослоистой

неоднородной магнитоактивной холодной плаз-
ме. Пусть концентрация заряженных частиц и их
частоты столкновений изменяются вдоль оси z,
магнитное поле  лежит в плоскости yz и состав-
ляет с осью z угол . Представим поле волны в ви-
де , , где

 – поперечная по отношению к оси z составляю-
щая волнового вектора. Из уравнений Максвелла

(1)

получаем систему четырех уравнений для попе-
речных компонент электрической напряженно-
сти и магнитной индукции волнового поля, кото-
рую запишем в матричном виде (см., например,
[4, 11])

(2)

Здесь

(3)

– матрица 4 × 4, элементы которой выражают-
ся через компоненты поперечного волнового век-
тора и элементы тензора диэлектрической про-
ницаемости, являющиеся известными функция-
ми координаты z,
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В выражениях (4) для “холодной” плазмы

(5)

 – электронная и ионная
плазменная частоты,  – частоты электрон-
ных и ионных столкновений с нейтральными ча-
стицами,  – величины элек-
тронной и ионной гирочастот,  и  – массы и
величины зарядов электронов и ионов. Верти-
кальные проекции напряженности  и индук-
ции  связаны с поперечными проекциями вы-
ражениями

(6)

Нахождение решения системы (2)–(4) в общем
случае неоднородной среды связано со значи-
тельными математическими трудностями. Мы
предположим, что свойства среды мало меняются
на расстояниях порядка длины волны, и будем
искать приближенное решение этих уравнений.

3. ОПИСАНИЕ МАТРИЧНОГО АЛГОРИТМА

Запишем сначала решение системы уравнений
(2)–(4) для случая однородной среды

(7)

Здесь величины  являются собствен-
ными значениями (  – корни дисперсионного
соотношения), а векторы  – собственными
векторами матрицы  (4). Четыре вектор-столб-
ца 
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образуют матрицу поляризаций ,  – диаго-
нальная матрица со значениями  на
главной диагонали. Нетрудно видеть, что матри-
ца  (4) обладает свойством симметрии

(9)

Из этого свойства следуют четность по  ее соб-
ственных значений

(10)

а также соотношение, связывающее элементы
матриц  и обратной ей матрицы 

(11)

Здесь коэффициент , в соответствии с равен-

ством , определяется форму-
лой

(12)

Ниже векторы поляризации  (столбцы матри-
цы ) будем нормировать условием

(13)

В общем случае неоднородной среды предста-
вим решение системы уравнений (2)–(4) в анало-
гичном выражению (7) виде

(14)

где  – диагональная матрица со значениями

 на главной диагонали,  – мат-

рица поляризаций, образованная четырьмя
столбцами-векторами

(15)

которые будем нормировать аналогично выраже-
нию (13) условием
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где  – диагональная матрица с элементами .
Перепишем уравнение (17) в виде

(18)

учтем слабую неоднородность плазмы и заменим

в первом приближении слагаемое  в правой
части уравнения (18) на

(19)

Тогда из уравнения (17) с учетом формулы (19)
получаем уравнение на собственные значения и

собственные векторы матрицы . Решая
это уравнение, можно найти четыре z-проекции
волновых векторов  и матрицу поляризаций 
в первом приближении. Аналогично находятся z-
проекции волновых векторов и матрицу поляри-
заций во втором и последующих приближениях.
В результате получаем систему рекурентных урав-
нений

(20)

Отметим, что в некоторых случаях точное
уравнение (17) и систему приближенных уравне-
ний (20) удобнее записать для матрицы , связы-
вающей поляризацию  и локальную поляриза-
цию 

(21)

Далее будем называть ее матрицей линейного вза-
имодействия мод. Условие нормировки матрицы
линейного взаимодействия , в соответствии с
формулами (11), (13), (16), (21), имеет вид
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родной среды точное уравнение (17) принимает
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а перейти к приближенным уравнениям можно,
полагая  в левой части уравнения (23)

(24)

В уравнениях (23), (24)

(25)

– матрица связи [4]. Диагональные элементы
матрицы связи  зависят от выбора условия нор-
мировки. Недиагональные элементы  называ-
ют коэффициентами связи. Их можно найти,
продифференцировав первое уравнение (20) и
умножив его слева на обратную матрицу поляри-
заций 

(26)

Из формул (11), (12) для элементов матрицы связи
 (26) следует равенство

(27)

В частном случае распространения волны в плос-
кости, образованной магнитным полем и верти-
кальной осью z (при этом ) диагональные
элементы равны нулю, а недиагональные анти-
симметричны

(28)

По порядку величины коэффициенты связи рав-
ны

(29)

Таким образом, исходная система дифферен-
циальных волновых уравнений (2)–(4) сводится к
системе линейных алгебраических уравнений в
виде (20) либо (24). Решение первых n уравнений
систем (20) или (24) позволяет найти поле волны
(14) в n-м приближении.

Выясним условия применимости уравнений
(20) или (24).

4. УСЛОВИЕ ПРИМЕНИМОСТИ 
МАТРИЧНОГО АЛГОРИТМА

Условием применимости n-го уравнения си-
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сительная малость поправок  в его правой ча-
сти

 (30a)

 (30б)

 (30в)

Неравенство (30а) является условием примени-
мости первого приближения (24). Здесь коэффи-
циенты связи можно оценить с помощью форму-

лы (29), а элементы матриц  и  – с помо-

щью первого уравнения системы (24). Для оценки
предположим, что возможно линейное взаимо-
действие 1-й и 2-й волновых мод, а взаимодей-
ствие между остальными модами пренебрежимо
мало. Тогда из первого уравнения (24) с учетом
условия нормировки (22) для величин  и эле-
ментов матрицы линейного взаимодействия мод

,  получаем

(31)

(32)

При этом

(33)

Таким образом, условие (30а) применимости пер-
вого приближения матричного метода имеет вид

(34)

Полагая в соответствии с формулой (29)
, , из неравенства (34) полу-

чаем

(35)
Оценочные формулы для второго приближения
можно получить аналогичным образом, произве-
дя в выражениях (31)–(33) замену

(36)
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(37)

Тогда аналогично неравенству (34) получаем
условие применимости второго приближения
(второго уравнения (24))

(38)

которое очевидно справедливо при выполнении
неравенства (37). Роль малого параметра в систе-
ме рекурентных уравнений (24), таким образом,
играет величина

(39)

(см. формулу (37)).

Из оценочной формулы (39) следует, что при-
ближенные уравнения (20), (24) могут приме-
няться в двух случаях:

1) среда является плавно неоднородной, и все
корни локального дисперсионного соотношения
существенно различны

(40)

2) среда является резко неоднородной, и вы-
полнены неравенства

(41)

Для “тестирования” матричного алгоритма в
случаях плавно (40) и резко (41) неоднородных
сред в Приложении рассмотрен сравнительно
простой частный случай изотропной плазмы с
показателем преломления . Приведены ана-
литические выражения для коэффициента отра-
жения нормально падающей волны от верхней
границы слоя . При выполнении нера-
венства (40) полученная формула с точностью до
малых величин порядка  совпадает с из-
вестной интерполяционной формулой для случая
слабого отражения [1, 2]. При выполнении нера-
венства (41) из формул матричного алгоритма
следует формула Френеля.

В качестве другого примера использования
матричного формализма и его связи с классиче-
скими подходами проанализируем случай плавно
неоднородной магнитоактивной плазмы. Срав-
ним решения, полученные в приближении гео-
метрической оптики и с помощью формул мат-
ричного алгоритма.
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5. О СВЯЗИ МАТРИЧНОГО АЛГОРИТМА
С ПРИБЛИЖЕНИЕМ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ 

ОПТИКИ

В нулевом приближении матричного метода
решение системы уравнений (2)–(4) имеет вид
(14), в котором значения  совпадают с ло-
кальными значениями вертикальных проекций
волнового вектора , а матрица поляризаций

 совпадает с локальной матрицей поляризаций
(при этом матрица линейной трансформации 
равна единичной)

(42)

Аналогично, в приближении геометрической оп-
тики

(43)

Для дополнительного множителя  в
выражении (14) используют термин “additional
memory” [4]. В частном случае распространения
волны в плоскости, образованной магнитным по-
лем и вертикальной осью z, и условии нормиров-

ки (13) значение  (см. формулу

(28)). При этом множитель  равен
единице, и решения, полученные в нулевом при-
ближении рассмотренного алгоритма и с помо-
щью формул геометрической оптики, совпадают.
Действительно, пусть компонента волнового век-
тора , и выполнено условие нормировки
(13) . Учитывая, что

(44)

для компонент электрической напряженности

(45)

(см. выражения (14), (15)) получаем известную в
геометрической оптике формулу [1]
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(46)

Здесь суммирование ведется по распространяю-
щимся волновым модам.

Отличие от нуля коэффициентов связи  и,
следовательно, недиагональных элементов мат-
рицы  свидетельствует о линейном взаимодей-
ствии мод между собой. В первом приближении
матричного алгоритма, как видно из формул (32)
и (33), значения  и элементы матриц  и  от-
личаются от решений нулевого приближения (42)
на малые величины порядка . Таким об-
разом, использование матричного алгоритма, в
отличие от приближения геометрической опти-
ки, позволяет учесть слабый эффект линейного
взаимодействия мод.

Отметим, что матричный алгоритм удобен
прежде всего для проведения численных расче-
тов. На рис. 1, 2 приведен пример результатов вы-
числений коэффициента отражения свистовых
волн по энергии от верхнего слоя дневной ионо-
сферы. Выражение для коэффициента отражения
в соответствии с формулами (П8)–(П10) Прило-
жения имеет вид

(47)

где  – вертикальные проекции вектора Пойн-
тинга падающей на границу  и отраженной
от этой границы волн соответственно, величина

 определяется формулой (П9). Для примера
расчетов использованы высотные профили плаз-
менной концентрации и частот столкновений за-
ряженных частиц с нейтральными, изображен-
ные на рис. 1. Данные соответствуют географиче-
ским координатам 47° с. ш., 18° в. д., местному
времени 12.5 ч 21.09.2016 [14]. Значения коэффи-
циента отражения от нижней границы и компо-
ненты поперечного волнового вектора равны

 и ,  км–1 соответственно
(при этом волны рассматриваемого диапазона не
достигают земной поверхности). Нижняя и верх-
няя границы интегрирования в формулах (П8),
(П9) составляют  км,  км. В этих
пределах характерный масштаб плазменной не-
однородности имеет порядок 100 км, а показатель
преломления волн свистового диапазона сравни-
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тельно велик. Условия применимости матрично-
го алгоритма и формул геометрической оптики,
таким образом, выполнены.

Частотные зависимости коэффициентов отра-
жения по энергии R представлены на рис. 2.
Сплошная линия соответствует результатам вы-
числений матричным методом (в первом прибли-
жении), штриховая получена с помощью уравне-
ний геометрической оптики. При выбранных
значениях поперечного волнового вектора и об-
ласти решения волны с частотой ниже  кГц не
распространяются, и коэффициент отражения
близок к нулю. Значения коэффициентов отра-
жения, полученные для более высоких частот
матричным алгоритмом, несколько ниже, чем
аналогичные значения, вычисленные в прибли-
жении геометрической оптики. Это может быть
связано с тем, что при вычислениях матричным
алгоритмом учитывается слабый в плавно неод-
нородной ионосфере эффект линейной транс-
формации мод и, как следствие, “перекачка” ча-

≤2.1

сти энергии распространяющихся мод в нерас-
пространяющиеся. В соответствии с оценками
(32), эффект линейной трансформации сильнее
при более низких частотах свистовых волны. По-
этому с ростом частоты зависимости, полученные
разными методами, становятся практически оди-
наковыми.

6. ОБСУЖДЕНИЕ И ВЫВОДЫ

Рассмотрена задача о распространении элек-
тромагнитной волны в плоскослоистой неодно-
родной холодной магнитоактивной плазме. Ма-
тематически задача сводится к решению системы
линейных однородных дифференциальных урав-
нений первого порядка для четырех поперечных
компонент поля волны. Продольные компонен-
ты поля волны выражаются через ее поперечные
компоненты. Предложен приближенный алго-
ритм решения волновых уравнений в произволь-
ном случае наклонного падения. Суть алгоритма
заключается в последовательном нахождении
обусловленных неоднородностью среды попра-
вок к локальным корням дисперсионного соот-
ношения и локальным векторам поляризации.
При этом система дифференциальных уравнений
сводится к системе алгебраических уравнений,
что существенно упрощает как аналитическое,
так и численное рассмотрения. Отметим, что
предложенный алгоритм удобен прежде всего для
проведения численных расчетов. В частности, пе-
реход от дифференциальных уравнений к алгеб-
раическим позволяет избежать проблемы числен-

Рис. 1. Высотные профили плазменной концентра-
ции (а) и частот столкновений электронов (сплошная
линия) и ионов (штриховая линия) (б) с нейтральны-
ми частицами.
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Рис. 2. Коэффициенты отражения свистовых волн по
энергии сверху от дневной ионосферы 120 км ≤ z ≤ 800
км, полученные матричным алгоритмом (сплошная
линия) и в приближении геометрической оптики
(штриховая линия).
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ной расходимости решений из-за больших декре-
ментов затухания нераспространяющихся мод.

Выяснены условия применимости алгоритма.
По проведенным оценкам, роль малого парамет-
ра в полученной системе рекурентных уравнений
играет величина , где
κ – характерное значение вертикальной проек-
ции волнового вектора. Алгоритм эффективен,
таким образом, если выполнено неравенство

. В частности, это нера-
венство выполняется в случае слабо неоднород-
ной плазмы, т.е. если длины волн распространя-
ющихся мод и декременты затухания нераспро-
страняющихся мод малы по сравнению с
масштабом плазменной неоднородности, и все
локальные корни дисперсионного соотношения
существенно различны . Отмеченные
требования аналогичны условиям применимости
приближения геометрической оптики. Показано,
что при подходящем выборе условия нормировки
для векторов поляризации нулевое приближение
может давать такой же результат, что и геометри-
ческая оптика. Поправки к локальным корням
дисперсионного соотношения в слабо неодно-
родной среде имеют порядок или, в за-

висимости от выбора нормировки, . Ко-
эффициенты связи, характеризующие эффект
линейного взаимодействия мод, и соответствен-
но поправки к локальным векторам поляризации
имеют квадратичный по малому параметру поря-
док малости . В отличие от геометрооп-
тического подхода, в рассмотренном методе учи-
тываются вклад в поле волны всех четырех мод, в
том числе нераспространяющихся, и слабый (в
плавно неоднородной среде) эффект их линейно-
го взаимодействия.

Алгоритм может применяться также в другом
предельном случае сильно неоднородной плаз-
мы. Эффект линейного взаимодействия мод в
этом случае не является слабым, коэффициенты
связи существенно превышают локальные корни
дисперсионного соотношения. Алгоритм не эф-
фективен в области, где изменяется характер рас-
пространения какой-либо из мод поля, в частно-
сти, в зоне отражения, либо в зоне трансформа-
ции волн в вакуумные электромагнитные. В этом
случае необходимо точное решение системы вол-
новых уравнений.

В качестве примера использования матрично-
го алгоритма рассмотрена задача об отражении
плоской монохроматической волны от слоя неод-
нородной плазмы. Получены (в Приложении) об-
щие выражения, связывающие коэффициенты
отражения волны на нижней и верхней границах
слоя. Приведено аналитическое выражение для

( )Δκ Δ Δκ Δ + κ Δκ2 22 /z z

Δκ Δ Δκ Δ + κ Δκ!
2 22 /z z

( )Δκ Δ @ 1z

( )−Δκ Δ 1z

( )−Δκ Δ 2z

( )−Δκ Δ 2z

коэффициента отражения по амплитуде от слоя
изотропной неоднородной плазмы при нормаль-
ном падении волны. В случае слабо неоднород-
ной среды , где n – показатель прелом-
ления, полученное выражение с точностью до ма-
лых величин порядка ,  совпадает
с известной приближенной формулой для случая
слабого отражения [1, 2]. В другом предельном
случае сильно неоднородной среды 
полученное выражение переходит в формулу
Френеля.

Приведены примеры численных расчетов для
коэффициента отражения по энергии свистовых
волн, падающих на ионосферу сверху. Для расче-
тов были использованы высотные профили плаз-
менной концентрации и частот столкновений
электронов и ионов с нейтральными частицами,
соответствующие типичным дневным условиям
среднеширотной ионосферы. Область решения
составляла от 120 до 800 км от поверхности Земли.
Рассматривалось отражение сверху волн с часто-
тами f от 1.5 до 10 кГц и с поперечной компонен-
той волнового вектора  км–1. При таком
выборе диапазона частот f и значений  волны
не доходят до земной поверхности, и для примера
расчетов коэффициент отражения от нижней гра-
ницы слоя принимался за единицу. Вычисления
проводились матричным алгоритмом и с помо-
щью формул геометрической оптики. Сравнение
результатов показывает, что в первом случае зна-
чения коэффициента отражения оказываются
несколько ниже. Это, вероятно, связано с эффек-
том линейной трансформации волн, при котором
часть энергии перекачивается от распространяю-
щихся мод к нераспространяющимся. С ростом
частоты эффект линейной трансформации
уменьшается, и коэффициенты отражения, полу-
ченные разными методами, становятся практиче-
ски одинаковыми. Отметим, что для нахождения
волновых полей и коэффициентов отражения в
реальных ионосферных условиях эффективно
комбинировать приближенный матричный фор-
мализм и полноволновой подход. Это позволит, с
одной стороны, учесть сильную неоднородность
плазменных параметров на высотах порядка
~100 км и ниже, с другой – получить численно
стабильное решение волновых уравнений в про-
тяженном слое ионосферы вплоть до ее верхней
границы [11].

Принцип приближенного решения волновых
уравнений рассмотрен для случая холодной маг-
нитоактивной плазмы, однако полученный метод
может быть обобщен на случай произвольной
плоскослоистой анизотропной среды. В частно-
сти, матричный алгоритм поправок может быть
полезен для численных расчетов коэффициентов
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отражения, коэффициентов линейной трансфор-
мации волн в плавно неоднородной ионосфере.

ПРИЛОЖЕНИЕ
ПРИМЕНЕНИЕ МАТРИЧНОГО АЛГОРИТМА 

ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТА 
ОТРАЖЕНИЯ НОРМАЛЬНО ПАДАЮЩЕЙ 

ВОЛНЫ ОТ СЛОЯ ИЗОТРОПНОЙ ПЛАЗМЫ
Пусть электромагнитная волна с частотой 

падает нормально  на верхнюю границу
 слоя  неоднородной изотропной

плазмы с показателем преломления . Поле
волны внутри слоя можно найти из уравнения (2),
в котором матрица  (4) равна

(П1)

Предполагая, что волна линейно поляризована,
направим ось x вдоль напряженности электриче-
ского поля. Тогда векторы локальных поляриза-
ций, соответствующие падающей (1-й) и отра-
женной (2-й) волнам, с учетом условия норми-
ровки (27) будут иметь вид

(П2)

Соответствующие элементы матрицы связи  (20)
равны

(П3)

В соответствии с условиями применимости (40),
(41), рассмотренный алгоритм справедлив в пре-
дельных случаях слабо неоднородной

(П4)

и сильно неоднородной

(П5)

плазмы. Решением первого приближенного урав-
нения системы (24) (первого приближения мат-
ричного алгоритма) при выполнении неравенств
(П4) либо (П5) являются собственные значения

(П6)
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и матрица  с элементами

(П7)

Вектор поля  (3) внутри слоя при этом может
быть записан в виде

(П8)

Коэффициент отражения  по
амплитуде электрического поля волны от верхней
границы слоя равен отношению

(П9)

в котором значение , можно выразить через
коэффициент отражения от нижней границы
слоя

(П10)

Предположим для примера, что . Тогда
для случая слабо неоднородной среды (П4) из вы-
ражений (П2), (П7), (П9), (П10) получаем

(П11)

Отметим, что формула (П11) с точностью до ма-
лых величин порядка  совпадает с извест-
ной приближенной формулой, полученной для
случая слабого отражения [1, 2]

(П12)
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Действительно, выражая в подынтегральной
функции (П12)

(П13)

и интегрируя по частям, получаем выражение

(П14)

В другом предельном случае (П5) резко неодно-
родной границы раздела двух диэлектриков с по-
казателями преломления  и ,
учитывая, что в формулах (П2), (П6), (П7)

(П15)

для коэффициента отражения  получаем
формулу Френеля

(П16)

В промежуточной области  формулы
для коэффициента отражения (П9), (П10) не
справедливы.
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