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В настоящее время интерес к ИЦР-нагреву по методу “магнитного берега” связан с эксперимента-
ми, проводимыми на космическом плазменном двигателе VASIMR. Данный метод предполагает
возбуждение вне зоны ИЦР собственных альфвеновских колебаний плазменного столба или струи
плазмы в случае двигателя. В настоящей работе показано, что при определенных условиях, которые
характерны, например, для плазменных двигателей, основная часть электромагнитной энергии, за-
качиваемой в плазму, может перейти не к дискретному спектру собственных альфвеновских коле-
баний, а к непрерывному, образующему т.н. альфвеновский континуум. Вследствие явления альф-
веновского резонанса колебания непрерывного спектра трансформируются в коротковолновые,
отличающиеся от альфвеновских своей поляризацией (нижнегибридные). Эти колебания активно
взаимодействуют с электронами, что вызывает их нагрев.
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1. ВВЕДЕНИЕ
ИЦР-нагрев по методу “магнитного берега”

предназначен для плазмы в магнитном поле, ве-
личина которого меняется в направлении вдоль
поля [1]. Электромагнитные колебания левой
циркулярной поляризации, электрический век-
тор которых вращается в ионную сторону (альф-
веновские колебания, АК), должны возбуждаться
в области сильного магнитного поля, превышаю-
щего резонансное значение. При приближении
колебаний к зоне ИЦР их волновой вектор резко
возрастает, фазовая и групповая скорости стре-
мятся к нулю – колебания “останавливаются”.
Поэтому, какова бы ни была интенсивность дис-
сипативных процессов, колебания, в конце кон-
цов, поглотятся – отражение от зоны ИЦР отсут-
ствует. Конфигурация магнитного поля, необхо-
димая для “магнитного берега”, имеется в ряде
космических плазменных двигателей. Однако
ИЦР-нагрев для создания тяги используется
лишь в двигателе VASIMR [2], причем способ на-
грева нельзя отнести к “магнитному берегу”.
Действительно, в VASIMR возбуждение электро-
магнитных колебаний происходит практически в
зоне ИЦР, в то время как при нагреве по методу
“магнитного берега” они должны возбуждаться
вдали от этой зоны, на расстоянии, существенно
превышающем длину волны. Хотя в настоящее
время “магнитный берег” не нашел практическо-

го применения, возможность эффективного на-
грева ионов, обещаемая этим методом, оправды-
вает его изучение.

В работе [3], которая, по-видимому, оказала
большое влияние на концепцию двигателя
VASIMR, нагрев по методу магнитного берега
рассматривался в одномерном приближении:
учитывалась зависимость как основного магнит-
ного поля, так и электромагнитного поля колеба-
ний лишь от координаты вдоль основного поля. В
линейном приближении по амплитуде колебаний
был подтвержден вывод об их полном поглоще-
нии в зоне ИЦР. Было также показано, что нели-
нейные процессы могут приводить к частичному
отражению от этой зоны. В [4] при анализе нагре-
ва коротковолновыми – “квазиклассическими” –
электромагнитными колебаниями принимались
во внимание как продольная неоднородность
магнитного поля, так и поперечная неоднород-
ность плотности плазмы. Было найдено, что об-
ласть локализации собственных АК при подходе
к зоне ИЦР стягивается к центру плазменного
шнура. При этом область непрозрачности, грани-
чащая с вакуумом, расширяется. Это является од-
ной из причин, вынуждающих возбуждать элек-
тромагнитные колебания вдали от зоны ИЦР. В
[4] был также сделан вывод об одновременном
возбуждении ВЧ-антенной не только АК, требуе-
мых для реализации “магнитного берега”, но и
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нижнегибридных колебаний (НГК)1. Последние
порождаются особенно интенсивно в результате
явления альфвеновского резонанса (АР), см., на-
пример, [7]. АР возникает при локальном выпол-

нении условия , где

 – альфвеновская скорость,   –
ионная циклотронная частота, значок “парал-
лельно” отмечает компоненту вектора вдоль ос-
новного магнитного поля.

В АК продольная компонента электрического
поля мала, поэтому при их описании часто ис-
пользуется приближение . В этом прибли-
жении в области альфвеновского резонаса АК ис-
пытывают сильное поглощение и, как следствие,
образуют т.н. альфвеновский континуум. Более
полное описание с учетом  показывает, что
при АР альфвеновские колебания трансформиру-
ются в нижнегибридные. В последних существен-
на продольная компонента электрического поля,
поэтому они активно взаимодействуют с электро-
нами, отдавая им свою энергию. В результате ВЧ-
антенна может вкладывать энергию не в ионную
компоненту плазмы в области ИЦР, а в электрон-
ную в области АР. Об этом свидетельствуют ре-
зультаты работ [8, 9], где, как и в [3], использова-
лось одномерное приближение, однако учитыва-
лась не продольная, а поперечная (радиальная)
неоднородность плазмы.

Чтобы включить в рассмотрение как ИЦР, так
и АР, необходимо наряду с продольной неодно-
родностью магнитного поля учесть и поперечную
неоднородность плотности плазмы. Таким обра-
зом, последовательный анализ ИЦР-нагрева по
методу магнитного берега должен быть двумер-
ным. Однако в силу вытянутости плазменных
шнуров вдоль магнитного поля возможны усло-
вия, при которых продольная неоднородность
системы может учитываться параметрически, и
для описания зависимости колебаний от про-
дольной координаты может использоваться ква-
зиклассическое приближение. Такой подход при-
нят в настоящей работе при анализе собственных
АК плазменного шнура, см. также [4]. Найдено,
что при реальных значениях параметров, харак-
терных для современных плазменных двигателей,
на возбуждение собственных АК будет затрачи-
ваться далеко не вся энергия, закачиваемая ан-
тенной в плазму. Ее значительную часть будет по-
треблять альфвеновский континуум. Альфвенов-
скому континууму соответствует непрерывный

1 Их иногда называют также медленными альфвеновскими
[5] или кинетическими альфвеновскими [6]. Однако они
по своей природе резко отличаются от альфвеновских ко-
лебаний, что отражается в поляризации и пространствен-
ном масштабе. Это естественно, так как они принадлежат
к той же ветке, что и нижнегибридные колебания в узком
смысле слова.

( )( )ω = −
1/22

||/ 1 ω/ω  A ik V

( )= 1/2  / 4πρAV B ωi  

=|| 0E

≠|| 0E

спектр упрощенного, за счет приближения
, уравнения АК. Такой подход позволяет

адекватно проанализировать собственные АК, и
при определенных условиях в его рамках можно
описать явление АР.

2. CОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ
Согласно концепции “магнитного берега” АК,

набегающие на зону ИЦР, полностью поглоща-
ются. При использовании этого метода нагрева
основная задача состоит в возбуждении собствен-
ных АК неоднородного столба плазмы. Чтобы со-
ставить представление об особенностях этого
процесса, полезно рассмотреть радиальную зави-
симость их поперечного показателя преломления
( ) в неоднородном плазменном шну-
ре, находящемся в продольном магнитном поле.
Полагая , для колебаний, характерная
длина волны которых мала по сравнению с про-
странственными масштабами системы, в квази-
классическом приближении имеем, см., напри-
мер, [5, 7],

 , (1)

где , ,  – плаз-

менная ионная частота. В качестве рабочего газа
рассматривается дейтерий. В соответствии с кон-
цепцией “магнитного берега” считается, что ВЧ-
поле вводится со стороны магнитного поля, пре-
вышающего резонансное, .

Поперечный показатель преломления обра-
щается в бесконечность при выполнении условия
АР . Точка АР является особой для диф-
ференциального уравнения АК. Для регуляриза-
ции этого уравнения и (1) можно использовать
правило обхода Ландау. Аналогичный результат
достигается с учетом трения между ионами и ней-
тральными атомами, которые в малой концентра-
ции обычно присутствуют в плазме. С этой целью
в выражении для  следует произвести замену

, где  – частота соударений ионов с
нейтралами; в дальнейшем считается .

Для определенности примем следующую зави-
симость концентрации плазмы от радиуса:

(2)
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В соответствии со стандартным способом орга-
низации эксперимента по ВЧ-нагреву плазмы в
(2) считается, что в области  расположена
тонкая диэлектрическая стенка вакуумной каме-
ры, на которой плотность плазмы испытывает
скачок. Распределение (2) показано на рис. 1.
При расчетах принималось  см,  см,

 см. Считалось, что ВЧ-антенна распо-
ложена при  = 8.5 см. Магнитное поле в месте
нахождения антенны полагалось равным 
= 3.3 кГс, частота ВЧ-поля  с–1. Ве-
личины размерности длины отмечены значком

,чтобы отличать от безразмерных “длин”, ис-
пользуемых ниже ( ). В случае, если па-
раметры расчета отличаются от приведенных, их
значения указываются в тексте или в подписи к
рисунку, иллюстрирующему расчет.

Согласно (1) имеется две области прозрачности.
Плазма прозрачна для АК при  и

для магнитозвуковых колебаний при ,
см. рис. 2. На части левой границы области про-
зрачности АК  их поперечный по-
казатель преломления обращается в бесконеч-
ность – колебания испытывают АР, приводящий
к интенсивному поглощению. Соответствующий
интервал значений  –  на-
зывают альфвеновским континуумом. Если в
столбе плазмы существуют собственные АК, то их
продольный показатель преломления должен ле-
жать в области значений , исключающих АР

.

= Br r
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В АК и МЗК продольная компонента электри-
ческого поля мала. В приближении  колеба-
ния аксиально- и азимутально-симметричного
плазменного шнура описываются уравнением [4]

(3)

где  = . В (3) вве-
дена цилиндрическая система координат с осью

, направленной вдоль основного магнитного
поля. Неоднородное уравнение (3) используется
ниже для иллюстрации одновременного суще-
ствования как собственных АК, так и альфвенов-
ского континуума в плазменном шнуре в одно-
родном магнитном поле. В следующем разделе с
помощью (3) рассмотрены процессы, разыгрыва-
ющиеся в области, размер которой по  мал по
сравнению с характерным масштабом изменения
магнитного поля . При их анализе неоднород-
ность магнитного поля несущественна.

Однородное уравнение (3) используется в на-
стоящей работе также для описания коротковол-
новых – квазиклассических – собственных АК,
возбуждаемых при нагреве плазмы по методу
“магнитного берега”. В этом случае в (3) продоль-
ный показатель преломления и величины  па-
раметрически зависят от координаты z, а возму-
щение продольного магнитного поля имеет вид

=|| 0E

( )
θ

− + + =

π=
ω −

2
||

|| || ||

2
||

1

4 1 1  ,
1

dBd m m dGrF FB B B
r dr dr r r dr

d rj
r drN

( )r|| ,B t ( ) ( )( )θ + − ω||expb r i m N z t

0Z

0Z

BL

,F G

Рис. 1. Радиальный профиль плотности плазмы.
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Рис. 2. Области прозрачности альфвеновских
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.

Амплитуда таких колебаний  находится с по-
мощью уравнения баланса энергии, см. ниже.

Величины , входящие в (3), удобно пред-
ставить в виде [10]

Для этих величин справедливы соотношения

(4)

которые будут использованы в Приложении.
Хотя в антеннах, применяемых для ИЦР-на-

грева, циркулируют как токи , так и , с АК в
силу малой величины их продольного электриче-
ского поля взаимодействует преимущественно
азимутальная компонента тока, что учтено в (3).
Также учтено, что ВЧ-антенны располагаются
вне плазмы. Рассматривается наиболее распро-
страненная полуволновая винтовая антенна и ис-
пользуется аналитическая модель винтовых ан-
тенн, предложенная в [11]. В этой модели

(5)

, ,  – длина

антенны вдоль магнитного поля,  – радиус ан-

тенны, , ,  – ширина провод-

ников, I – амплитуда тока в антенне. Величина p
равна числу волн, укладывающихся на длине ан-
тенны. Для полуволновой антенны, рассматрива-
емой нами, . При расчетах принималось

 см, . Спектр тока такой ан-
тенны показан на рис. 3. У величин, входящих в
(5), для краткости опущен индекс m.
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Электрическое поле колебаний выражается
через магнитное:

(6)

В области  для θ-компоненты электриче-
ского поля справедливо выражение

(7)

где при  величина 
, и при  – 

 – функция Бесселя мнимого аргумента,  –

функция Мак-Дональда, . Зависи-
мость  в области плазмы  находится
из решения однородного уравнения (3) при усло-
виях непрерывности возмущений продольного
магнитного поля и азимутальной компоненты
электрического на границе плазмы с вакуумом.

Чтобы проиллюстрировать существование как
альфвеновского континуума, так и собственных
АК, можно использовать зависимость энергии, за-
качиваемой ВЧ-антенной в плазму, от продольного
показателя преломления  в простейшем случае
однородного магнитного поля, рис. 4. На рисунке
непрерывный спектр альфвеновского континуума
занимает область  см. вы-
ше, а собственные АК выделяются в виде пиков.
(Подробности – в следующем разделе.)

Рост амплитуды колебаний непрерывного
спектра с уменьшением  обусловлен двумя
факторами. Во-первых, сокращается расстояние
от ВЧ-антенны до области прозрачности АК,
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Рис. 3. Распределение тока в антенне по  .
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рис. 2. Во-вторых, сказывается индукционная
природа электрических полей, генерируемых то-
ковой антенной, что отражено в формулах (6), (7).

Рис. 4 получен при  Он характе-
ризует свойства плазмы как среды, поддерживаю-
щей АК. При их возбуждении реальной токовой
антенной на зависимость спектральной плотно-
сти мощности, вкладываемой в плазму , от

( )θ =|| const.j N

||/dP dN

 влияет также геометрия антенны, определяю-
щая распределение . Учет этого распреде-
ления модифицирует зависимости, показанные
на рис. 4, см. рис. 5. Распределение  осцил-
лирует, проходя через нулевое значение, рис. 4,
что отражается на зависимости  от  на
рис. 5.

Собственные моды исследовались с помощью
однородного уравнения (3). В области  по-
лагалось . Находился набор соб-

ственных значений , при кото-
рых однородное уравнение (3) имеет нетривиаль-
ное решение. Как следует из рис. 4, число
собственных АК увеличивается с ростом плотно-
сти плазмы. Для каждой собственной моды име-
ется критическое значение плотности плазмы,
ниже которого эта мода не существует. Зависи-
мость собственных значений  от концентра-
ции плазмы на оси системы показывает, что на
пороге возникновения моды собственное значе-
ние  близко к .

Приближенное равенство  сохраняет-
ся при небольшом превышении плотностью кри-
тического значения. Однако при дальнейшем ро-
сте плотности зависимость  уходит в об-
ласть значений, заметно больших . При
этом ее место у кривой  занимает кривая

 и т.д. В результате на рис. 6 зависи-
мость  оказывается неотличимой от сово-
купности начальных участков кривых .
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Рис. 4. Распределение мощности, затрачиваемой ан-
тенной при . Плазма дейтерия,  –1.

а) –  см–3, б) –  см–3, в) –

 см–3.
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Оценим по порядку величины плотность плаз-
мы, при которой возникают собственные АК. Из
квазиклассического дисперсионного соотноше-
ния (1) следует, что при  справедливо

приближенное равенство  Характерный
радиальный масштаб собственных АК не может
превышать , поэтому должно выполняться усло-

вие , из которого следует ,

где 

В настоящей работе радиальные собственные
моды нумеруются по числу нулей зависимости

, рис. 7а. У мод, рассматриваемых нами, с
номером n совпадает число нулей функции ,
рис. 7б. Исключение составляет лишь мода

, в которой функция  меняет знак
в приграничной области. Заметим, что на рис. 7
не отображены радиальные зависимости Re
и , которые пренебрежимо малы для соб-
ственных АК в плазме с малой диссипацией, см.,
однако, ниже.

Собственные значения  зависят не только
от плотности, но и от магнитного поля, поэтому
они меняются по мере приближения АК к зоне
ИЦР. При совпадении с каким-то значением 
из широкого спектра ВЧ-полей антенны возмож-
но возбуждение собственных колебаний. Для
анализа этого процесса можно использовать
уравнение баланса энергии (альтернативный вы-

( )⊥= ε1/2
||    0N

⊥≈|| .N N

0r

≥0 || 1 r N
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||,kN

||N

вод уравнения для амплитуды собственных АК
изложен в Приложении)

(8)

где  = , 

Напомним, что в работе используются безразмер-
ные координаты, см. выше. Рассматривается одна
из собственных мод, индексы n – радиальное вол-
новое число и m – азимутальное для краткости
опущены. Возмущение продольного магнитного
поля берется в квазиклассическом виде, см. выше.

Используя уравнение (8), получаем

(9)
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Рис. 6. Зависимость собственных значений  от
плотности плазмы.  Кривая 1 – , 2 –

 3 – n = 2.
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Здесь введено обозначение A =

Нагрев методом магнитного берега должен
производиться с помощью собственных АК, ко-
торые полностью поглощаются в зоне ИЦР. Их
амплитуда определяется взаимодействием с то-
ком антенны. Ее конечное значение после про-
хождения области взаимодействия дается выра-

жением . При плавном изменении

магнитного поля, а вместе с ним и , инте-
грал, входящий в это выражение, может быть вы-
числен методом стационарной фазы. Он опреде-
ляется окрестностью точки , в которой

,

(10)

Такая процедура использовалась в [12] при ана-
лизе возбуждения геликонов в плазме в неодно-
родном магнитном поле.

Интеграл по  в (10) также вычисляется мето-
дом стационарной фазы. Точки стационарной фазы
определяются условиями .
При слабой неоднородности магнитного поля

 можно положить ,

(11)

где Φ – несущественный фазовый множитель. В
(11) учтена малая величина отношения

. Выражение (11) показывает, что из-за
интерференции колебаний, возбуждаемых антен-
ной, основной вклад в ВЧ электромагнитные по-
ля дают скачки тока на границах антенны.

Одно и то же условие позволяет использовать
метод стационарной фазы при интегрировании
по  и по :

(12)

где . При оценках считаем

 см.
Результативно оказывается, что собственные

моды подпитываются антенной в области .
За ее пределами мощность, уносимая собствен-

( ) =

ω=
δπ − 22

|| ||

.
2 1 A

A A

r rA

r L db I
L dr cmQ N N

∞

−∞

= 1
df dz f
dz

( )||N z

Sz
( ) =|| ||,1SN z N

( ) ( )

−

=

×

×

 =  π 

 
− θ α 

 
 





1
2||

1 ||,1

||,1 || ||1

1
2

exp   ; , , .

S

S

z z
z

S A A

dN
f dN A

i dz

iN z i dzN z U N L

||,1dN

( ) = ± ±α||,1, ,S s A Az N L L

( )!A BL L ( ) =≈||,1, || 0|s zN N z

( )( )≈ π θ α Φ1 ||2 0 ; , , exp ,A Af AU N L

δ 1/A AL L !

dz ||,1dN

ω
ω Δω

!

3/2

1/2
0

,B
pi i

L

( )Δω = ω − ω0io i

= × 23ˆ 10BL

≤ Az L

ной модой с радиальным номером n и азимуталь-
ным m дается выражением

Данное соотношение позволяет найти сопротив-
ление, вносимое плазмой в электрическую цепь
антенны, .

Винтовые антенны возбуждают колебания с
нечетными азимутальными числами m. Рис. 8 по-
казывает, что при умеренных значениях плотно-
сти плазмы основной модой, определяющей со-
противление, является наиболее крупномасштаб-
ная мода , бегущая по азимуту в
ионную сторону. Ее доминирование по сравне-
нию с модой  обусловлено влиянием
дрейфа в скрещенных полях: постоянном маг-
нитном и ВЧ азимутальном электрическом.
Дрейфовое движение учитывается в (3) слагае-
мым, пропорциональным . Влияние
дрейфа углубляет и расширяет эффективную по-
тенциальную яму для АК. Она располагается в
центральной части плазменного столба, причем
ее глубина в точке  неограниченно возраста-
ет при . Поэтому при критическом
значении плотности плазмы, когда “яма” стано-
вится способной удерживать АК, последние кон-
центрируются к центру плазменного столба, см.
рис. 9, что делает их связь с антенной довольно
слабой, рис. 8.
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Рис. 8. Зависимость “плазменной нагрузки” в цепи
антенны, обусловленной возбуждением наиболее
крупномасштабных мод собственных АК, от плотно-
сти плазмы при . Кривая 1 – мода
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Критическая плотность появления собствен-
ной моды определяется т.н. “условием падения
на центр” [4]

Для основной моды АК m = –1 оно принимает
вид

(13)

В режиме, близком к “падению на центр” (в
рассматриваемом случае альфвеновскому резо-
нансу в центре системы, см. ниже), даже слабое
трение ионов о нейтралы оказывается существен-
ным. Из-за его влияния действительные и мни-
мые части электромагнитных полей собственных
АК оказываются сопоставимыми, ср. рис. 9 с
рис. 7.
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Рост плотности плазмы расширяет “яму”, уси-
ливая связь с антенной. В результате “плазменная
нагрузка” возрастает. Однако при существенном,
на порядки величины, росте плотности плазмы
определяющим становится возрастание соб-
ственных значений , рис. 6. По этой причине
ухудшается проникновение электромагнитных
полей через барьер непрозрачности между антен-
ной и областью, в которой могут распространять-
ся АК. Одновременно в соответствии с (4), (5)
уменьшается поперечное электрическое поле АК,
посредством которого последние взаимодейству-
ют с ВЧ-током антенны. Все это приводит к
уменьшению “плазменной нагрузки”, см. рис. 8.

Рис. 10 иллюстрирует зависимость “плазмен-
ной нагрузки” в цепи антенны от плотности
плазмы для основной моды АК , .
При расчете учитывалось распределение ,
см. (7). На фоне монотонного падения сопротив-
ления с ростом плотности плазмы выделяется ряд
резких провалов. Они происходят, когда соб-
ственное значение  проходит через нуль
распределения .

Для собственных значений  справедливо

приближенное равенство .

Согласно этому выражению увеличение
(уменьшение) плотности плазмы оказывает на
собственные АК такое же воздействие, как
уменьшение (увеличение) ионной циклотронной
частоты. Данная закономерность подтверждается
рис. 11, который подобен зеркально отраженному
рис. 10.
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Рис. 9. Радиальный профиль электромагнитных по-
лей собственных АК при минимальном для суще-
ствования основной моды  значении

плотности плазмы.  см–3, .
а) –  ; б) –  (Re ).
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Рис. 10. Зависимость “плазменной нагрузки”, обу-
словленной возбуждением основной молы собствен-
ных АК , от плотности плазмы.
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Приближение области возбуждения АК к зоне
ИЦР ( ) сопровождается увеличением соб-
ственных значений . При этом, в подтвержде-
ние идеологии “магнитного берега”, эффектив-
ность возбуждения собственных АК падает. На
другом краю области прозрачности максималь-
ное значение , как и минимальное значение
плотности плазмы, определяется “условием па-
дения на центр”, см. (13).

3. АЛЬФВЕНОВСКИЙ КОНТИНУУМ

АК, для которых при каком-то значении радиу-
са выполняется условие , испытывают
альфвеновский резонанс, в окрестности которого
они трансформируются в нижнегибридные коле-
бания. Если последние успевают поглотиться элек-
тронами за время распространения от зоны АР до
центра плазмы и обратно, то область значений про-
дольной фазовой скорости 
занимает непрерывный спектр возбуждения
плазмы антенной – альфвеновский континуум.
АК с такими значениями продольной фазовой
скорости в зоне АР полностью трансфрмируются
в НГК, отражение от этой зоны отсутствует.

НГК характеризуются приближенным диспер-
сионным соотношением

(14)

ω → ωi

||N

ωi

⊥= ε2
|| N

< ω <min || max/A AV k V

⊥
⊥

⊥

ε −
= ε

ε

2
2 ||

|| ,
N

N

где в случае “горячих электронов” 

Учитывая последнее соотношение, сводим
условие существования альфвеновского конти-
нуума к виду

(15)

где , значения остальных параметров
приведены выше. Данное условие, как и (12), вы-
полняется, если  см–3.

При уменьшении поглощения НГК, когда
нужно учитывать колебания, отраженные от цен-
тра плазменного шнура, альфвеновский конти-
нуум переходит в совокупность связанных АК и
НГК – набор перекрытых, вследствие значитель-
ного поглощения, комбинированных собствен-
ных мод.

В точке АР уравнение (3), определяющее ради-
альную структуру АК, имеет особенность. При
выполнении условия (15) влияние альфвеновско-
го резонанса можно учесть, дополнив данное
уравнение правилом обхода Ландау или, что эк-
вивалентно, введя слабое трение о нейтралы,
см. выше.

Влияние АР на АК можно рассматривать в од-
номерном приближении, не учитывая неодно-
родности магнитного поля, если до попадания в
зону АР они сместятся вдоль магнитного поля на
расстояние , меньшее . Приближен-
ную оценку смещения можно получить, рассмат-
ривая лучевые траектории АК, которые опреде-
ляются уравнением

где в соответствии с (1)

Движение АК по радиусу замедляется при под-
ходе к зоне АР. Данная область дает основной
вклад в смещение колебаний вдоль магнитного
поля, в ней при , имеем , и следова-
тельно,

( )ω ≤ v|| Tek
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Рис. 11. Зависимость “плазменной нагрузки”, обу-
словленной возбуждением основной молы собствен-
ных АК , от ионной циклотронной ча-

стоты в центре ВЧ-антенны.  см–3.
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В этом случае справедливо приближенное соот-
ношение , где  – коорди-
ната точки АР.

На границе зоны АР радиальная длина волны
АК, определяемая условием , сравнивается с
длиной волны НГК. Для оценки последней ис-
пользуем дисперсионное соотношение (14). В ре-
зультате находим размер зоны АР .
Используя это выражение, получаем, что до по-
падания АК в зону АР они сместятся вдоль маг-
нитного поля на расстояние порядка 

. Колебания не достигнут зоны ИЦР,
так как до этого испытают АР, при выполнении
условия

(16)

Если справедливо условие (16), то при описа-
нии альфвеновского континуума неоднородность
магнитного поля оказывается несущественной, и
радиальную структуру составляющих континуум
АК можно анализировать с помощью уравнения
(3), дополненного правилом обхода Ландау точки
АР. Данное уравнение решалось численно. Одна-
ко при выполнении условий

(17)

становится возможным аналитическое решение.
Так, если частота ВЧ-поля близка к ионной цик-
лотронной  и выполняется правое нера-
венство (16), то справедливо соотношение

, и уравнение (3) можно предста-
вить в виде

(18)

Левое неравенство (17) позволяет пренебречь
последним слагаемым в левой части данного
уравнения. В этом случае в области  его ре-
шение, описывающее колебания, бегущие по
азимуту в ионную сторону ( ), имеет вид

(19)

При анализе колебаний, бегущих в электрон-
ную сторону , чтобы учесть влияние АР,
необходимо включить в рассмотрение последнее
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слагаемое в левой части (17). Считая его малым и
учитывая как поправку, получаем

(20)

Рис. 12 показывает, что аналитические реше-
ния (19), (20) правильно отображают общий ха-
рактер радиальной зависимости электромагнит-
ных полей рассматриваемых колебаний, но при
интересующих нас значениях параметров чис-
ленные различия с решениями полного уравне-
ния (3) могут быть значительными.

Формально для уравнения (3) наряду с точкой
АР особыми являются также точки, в которых вы-
полняется одно из условий . Из выраже-
ний (19), (20), см. также [10], следует, что на са-

( )
 

≈ − 
 + 

||
0

1 .
2 1

r
m rB r dr

m F

±ε = 2
||N

Рис. 12. Радиальные профили  АК непрерывного
спектра при , , ,

,  см–3. Кривые 1 – профили
, полученные численным решением (3), 2 – по-

лученные аналитически; 3 – профили , получен-
ные численным решением (3), 4 – полученные анали-
тически. а) – ; б) 
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мом деле сингулярной является лишь точка АР, в
которой выполняется условие  .

Заметим, что решения (19), (20) непригодны
для анализа собственных АК. Действительно, они
справедливы, если , в то время как для
собственных АК выполняется условие ,
см. предыдущий раздел.

Выше при анализе ИЦР-нагрева по методу
магнитного берега учитывались лишь колебания
плазмы, бегущие от антенны к зоне ИЦР

. Между тем в альфвеновский
континуум входят колебания с обоими знаками

 причем волны тока, бегущие по винтовой ан-
тенне, характеризуемые волновыми числами

 и , имеют одинаковую амплитуду,
будучи сдвинуты по фазе на π.

При выполнении условий, приведенных выше,
мощность, закачиваемую в альфвеновский конти-
нуум, можно найти, считая магнитное поле одно-
родным, равным значению в центре антенны

Зависимость плазменной нагрузки в цепи ан-
тенны от плотности плазмы изображена на
рис. 13. На него также перенесена зависимость
сопротивления, обусловленного возбуждением
собственных колебаний, приведенная на рис. 10.
Однако, в отличие от последнего, на рис. 13 на
оси ординат используется не логарифмическая
шкала, а линейная. Как видно из рисунка, альф-
веновские колебания, бегущие навстречу друг
другу по азимуту, наиболее эффективно возбуж-
даются при различающихся значениях плотно-
сти. Различие обусловлено гиротропией плазмы.
В волновом уравнении (3) данному фактору обя-
зано “дрейфовое слагаемое” , см. выше.
Его влияние способствует локализации колеба-
ний с  в области неоднородности плотности
и оказывает противоположное воздействие на ко-
лебания с . Воздействие максимально в об-
ласти, где . Поэтому для колебаний с

, бегущих по азимуту в сторону вращения
ионов, выгодно, чтобы это условие выполнялось
в области более плотной плазмы, см. рис. 14а, а
для колебаний с  – на периферии плазмен-
ного шнура, или не выполнялось вообще,
рис. 14б. Последнее возможно, поскольку в рас-
сматриваемой модели плазмы ее плотность обры-
вается на границе .

Колебания с  концентрируются к грани-
це плазмы, поэтому уместен вопрос о влиянии ве-
личины скачка плотности на сопротивление, свя-
занное с возбуждением этих мод. Расчеты с
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||  N ( )= 0F

!|| 0 1N r
≥|| 0  1N r

( )= ω >|| || / 0k N c

||,k
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∝ /m dG dr

< 0m

> 0m

( )+ε ≈ 2
||r N

< 0m

> 0m

( ) ( )+ +ε = εmin  Br r

> 0m

уменьшенным значением  см, при котором
скачок плотности уменьшается примерно вдвое,
приводят к уменьшению нагрузки в ее максимуме
всего на 5%.

Согласно рис. 13 плазменная нагрузка макси-
мальна в интервале значений плотности плазмы

 см–3. Снижение плотности плазмы
сужает интервал значений  колебаний непре-
рывного спектра. Уменьшение нагрузки в обла-
сти большей плотности вызвано возрастанием
барьера непрозрачности на периферии плазмы.

Учет высших азимутальных мод  прак-
тически не влияет на результат в области макси-
мума плазменной нагрузки, однако может быть
существен в области больших значений плотно-
сти – на спаде “линии поглощения”.

Из условия (17) следует, что аналитические ре-
шения справедливы при не слишком больших зна-
чениях плотности плазмы, когда выполняется не-
равенство . Действительно, согласно
рис. 13 использование выражения (19) позволяет
составить общее представление о вкладе в плаз-
менную нагрузку моды  при  см–3.
Для мод с  основной вклад в нагрузку дает
приграничная область, где решение волнового

Δ =0 2r

≈ −13 14
0 10 10n

||N

( )= ±3m

ω ω !0 1/pir

= −1m ≤ 13
0 10n

> 0m

Рис. 13. Зависимость сопротивления, вносимого в
электрическую цепь ВЧ-антенны из-за возбуждения
альфвеновского континуума и основной собственной
моды : кривая 1 – вклад в сопротивле-
ние мод непрерывного спектра с ; 2 – вклад
мод с ; 3 – суммарное сопротивление; 4 – пере-
несена с рис. 8 (сопротивление, вызванное возбужде-
нием основной собственной моды); 5 – расчет для
мод  с использованием аналитического реше-
ния (17).
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уравнения существенно отличается от выражения
, использованного при нахождении (20).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
ИЦР-нагрев плазмы методом “магнитного бе-

рега” предполагает возбуждение собственных
альфвеновских колебаний плазменного столба в
области, где значение магнитного поля превыша-
ет резонансное. Однако в неоднородном плаз-
менном шнуре наряду с дискретным спектром
собственных альфвеновских колебаний суще-
ствует также их непрерывный спектр – альфве-
новский континуум. Колебания, составляющие
континуум, испытывают альфвеновский резо-
нанс, трансформируясь в нижнегибридные. По-
следние обладают значительным продольным

≈||
mB r

электрическим полем, что позволяет им активно
взаимодействовать с электронами. Последова-
тельный анализ интересующего нас способа на-
грева плазмы должен быть двумерным, поскольку
необходимо учитывать как продольную неодно-
родность основного магнитного поля, так и попе-
речную неоднородность плотности плазмы. В на-
стоящей работе основное магнитное поле счита-
ется слабо неоднородным, что позволяет при
описании структуры альфвеновских колебаний в
направлении вдоль магнитного поля использо-
вать квазиклассическое приближение. Найдено,
что основная часть электромагнитной энергии,
вводимой в плазму токовой антенной, может за-
трачиваться на возбуждение альфвеновского
континуума и через явление альфвеновского ре-
зонанса пойдет на нагрев электронов.

Нагрев электронов обычно сопровождается
ростом амбиполярного электрического потенци-
ала, который в случае плазменного двигателя
ускоряет ионы, выходящие из магнитного сопла.
Однако на это затрачивается не вся энергия,
вкладываемая в электронную компоненту плаз-
мы. Часть ее остается у потока электронов, выхо-
дящих из сопла, а часть расходуется при взаимо-
действии с потоком газа в процессе его иониза-
ции. Для создания тяги предпочтителен ИЦР-
нагрев более массивных ионов. Действительно,
энергия ларморовского вращения ионов, возрас-
тающая при ИЦР-взаимодействии, практически
полностью переходит в энергию продольного
движения в магнитном сопле.

Работа поддержана грантом РФФИ, проект
№ 18-29-21002.

ПРИЛОЖЕНИЕ
Аналог уравнения (9) для однородного маг-

нитного поля может быть получен с помощью
уравнения (3). При использовании последнего
предполагается, что оператор  действует
только на фазу решения, . Чтобы
учесть медленные изменения амплитуды, вы-
званные взаимодействием с ВЧ-антенной, произ-
ведем замену . Соответ-
ственно модифицируется оператор  в левой ча-
сти уравнения (3),

где .

Решение модифицированного уравнения (3)
ищем в виде . Уравнение

∂ ∂/ z
∂ ∂ =|| || ||/ zB iN B

→ −2 2
|| || ||2 /N f N f iN df dz

L̂

( ) ( )∂→ −
∂|| || || ||2

||

ˆ
2ˆ p ,ˆ exdfLLB LB iN b r iN z

dzN

( )= − + +
2

ˆ 1  1d d m m dGL rF F
r dr dr r r dr

= +|| ||0 ||1B B B

=||0
ˆ 0LB

Рис. 14. Радиальные профили электромагнитных по-
лей АК непрерывного спектра, дающих наибольший
вклад в сопротивление при значениях плотности
плазмы, соответствующих максимуму кривой 1 на

рис. 13: а) – ,  см–3, ;

б) – ,  см–3, .

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

�E
��,

 о
тн

. е
д.

�E
��,

 о
тн

. е
д.

r/rB

r/rB

(a)

(б)

  

= −1m = × 13
0  1.445 10n =|| 326.7N

=  1m = × 14
0 1.176 10n = −|| 205.0N



ФИЗИКА ПЛАЗМЫ  том 45  № 8  2019

К ТЕОРИИ ИЦР-НАГРЕВА ПО МЕТОДУ “МАГНИТНОГО БЕРЕГА” 707

позволяет определить радиальную структуру соб-
ственных АК, см. выше. Уравнение для медленно
меняющейся огибающей  получаем из усло-
вия разрешимости волнового уравнения при на-
хождении поправки 

(П.1)

где  .

Учитывая соотношения (6)  находим, что
справедливо равенство

благодаря которому уравнение (П.1) сводится к

(9) с заменой  на .
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