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1. ВВЕДЕНИЕ

Электронный циклотронный резонансный
нагрев (ЭЦРН) широко используется в современ-
ных тороидальных устройствах магнитного удер-
жания высокотемпературной плазмы для допол-
нительного нагрева электронной компоненты и
генерации токов увлечения. В частности, ЭЦРН с
использованием пучков СВЧ-волн обыкновен-
ной поляризации на частоте фундаментальной
электронной циклотронной гармоники рассмат-
ривается в настоящее время как наиболее надеж-
ный метод контроля неоклассической тиринг-не-
устойчивости в токамаке-реакторе ITER. До не-
давнего времени распространение и поглощение
СВЧ-волн считалось хорошо предсказуемым и
адекватно описываемым в рамках линейной тео-
рии. Это представление основывалось на резуль-
татах теоретического анализа [1], проведенного в
предположении монотонного профиля плотно-
сти плазмы и предсказывавшего крайне высокие
пороги возбуждения нелинейных эффектов, ко-
торые могут сопровождать распространение
СВЧ-волны, в частности параметрических рас-
падных неустойчивостей (ПРН) волны накачки.
Однако недавно было получено множество сви-
детельств, указывающих на присутствие ано-
мальных нелинейных явлений в экспериментах
по ЭЦРН плазмы. В частности, при распростра-
нении мощных пучков СВЧ-волн наблюдалось их
аномальное рассеяние [2–4], а также генерация

ускоренных ионов [5, 6]. Обнаруженные явления
не нашли объяснения в рамках обычной теорети-
ческой модели [1], что, безусловно, делает акту-
альной постановку вопроса о надежности и пред-
сказуемости этого метода дополнительного на-
грева электронной компоненты плазмы. Для
объяснения аномальных явлений было предло-
жено расширение традиционной модели трехвол-
нового взаимодействия [7, 8], которое дало воз-
можность описать эти нелинейные явления в
присутствии немонотонных профилей плотно-
сти, часто наблюдаемых в экспериментах по до-
полнительному СВЧ-нагреву. В результате это
позволило предсказать возможность низкопоро-
гового возбуждения ПРН СВЧ-волн и подробно
описать аномальное рассеяние, наблюдаемое в
экспериментах по ЭЦРН на второй гармонике
резонанса с использованием волн необыкновен-
ной поляризации в токамаке TEXTOR [7]. Выде-
лим два ключевых элемента теории. Первый из
них – возможность локализации одной [8] или
обеих [7] дочерних волн из-за немонотонного
профиля плотности. Второй – это возможность
возбуждения абсолютной неустойчивости в при-
сутствии пучка накачки конечной ширины. Уни-
версальный характер предложенного механизма
возбуждения нелинейных распадных неустойчи-
востей необыкновенной волны был продемон-
стрирован в модельных экспериментах, прове-
денных на линейной установке “Гранит” в раз-
ряде низкого давления в низкотемпературной
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плазме [9]. Его особенности были проанализиро-
ваны аналитически в работе [10].

Как было отмечено в экспериментах по ЭЦРН
плазмы с использованием СВЧ-волн обыкновен-
ной поляризации на частоте фундаментальной
ЭЦ гармоники [11, 12], распространение таких
волн тоже может сопровождаться интенсивным
аномальным излучением из плазмы. Последнее
может быть интерпретировано как следствие раз-
вития низкопороговых параметрических распад-
ных неустойчивостей, которые приводят к воз-
буждению верхнегибридных волн, локализо-
ванных в центре плазменного шнура или в
окрестности локального максимума немонотон-
ного профиля плотности [13, 14]. Отметим, что
как показано в работе [15], возбуждение ПРН с
низким порогом по мощности возможно и при
монотонном профиле плотности в случае нали-
чия двух точек нелинейного взаимодействия, что
приводит к появлению петли обратной связи для
дочерних волн: верхне-гибридной волны и ион-
ной бернштейновской волны, – распространяю-
щихся в противоположных направлениях.

Рассмотренные ранее сценарии параметриче-
ских распадов СВЧ-волн обыкновенной поляри-
зации не являются единственно возможными.
Представляется, что в присутствии плазменного
филамента возможен также низкопороговый па-
раметрический распад обыкновенной волны,
приводящий к генерации двух локализованных
вдоль направления неоднородности квазиэлек-
тростатических колебаний, имеющих близкие ча-
стоты, которые по величине несколько меньше,
чем локальная плазменная частота. На принци-
пиальную возможность снижения порогов рас-
падной неустойчивости в этом случае указыва-
лось в работе [16]. Однако теоретический анализ в
ней был проведен в упрощенной модели плоско-
слоистой плазмы в предположении бесконечной
накачки. Предполагалось, что основные потери
дочерних волн обусловлены столкновениями. В
реальной геометрии конвективные потери из об-
ласти распада вдоль направления магнитного по-
ля из-за пространственно ограниченного распре-
деления волн накачки доминируют над столкно-
вительной диссипацией и определяют порог
возбуждения неустойчивости.

Принципиальная возможность аномально
большого поглощения мощности обыкновенной
волны накачки была продемонстрирована недав-
но в модельном эксперименте на линейной уста-
новке “Гранит” [17], в том числе и при условиях,
когда может иметь место вариант параметриче-
ского распада на две косые ленгмюровские вол-
ны. Двухплазмонный распад СВЧ-волны обык-
новенной поляризации, сопровождающийся ее
значительными аномальными потерями, возмо-
жен в больших термоядерных установках удержа-

ния плазмы. Для изучения его механизма, осо-
бенностей и последствий в настоящее время пла-
нируются модельные эксперименты на линейной
установке и в небольших тороидальных установ-
ках удержания плазмы, что делает актуальной за-
дачу адекватного теоретического описания этого
параметрического нелинейного явления, получе-
ние оценки его инкремента и порога возбуждения
с учетом реалистичной геометрии трехволнового
взаимодействия.

В настоящей работе мы излагаем результаты
теоретического анализа этого сценария низкопо-
роговой параметрической распадной неустойчи-
вости, приводящей к возбуждению двух косых
ленгмюровских волн и развивающейся в цилин-
дрическом плазменном филаменте под действи-
ем пучка СВЧ-волны накачки обыкновенной по-
ляризации.

2. ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ ВОЗБУЖДЕНИЕ 
ДВУМЕРНО ЛОКАЛИЗОВАННЫХ 

КОСЫХ ЛЕНГМЮРОВСКИХ ВОЛН

Для описания нелинейного возбуждения двух
косых ленгмюровских волн, которые захвачены в
плазменном филаменте, вытянутом вдоль маг-
нитного поля, мы будем использовать две локаль-
ные системы координат: цилиндрическую 
и декартову . Эти системы координат име-
ют общее начало в центре плазменного образова-
ния. Координата x совпадает с направлением рас-
пространения волны, координата z направлена
вдоль магнитного поля. Будем считать, что про-
филь плотности плазмы имеет вид

(1)

где  – функция Хевисайда и  – попереч-
ный внешнему магнитному полю размер плаз-
менного образования. Рассмотрим реалистичную
модель трехволнового взаимодействия. Будем
считать, что волна накачки обыкновенной поля-
ризации распространяется вдоль координаты x
(по r) и падает на область распада. Поле падаю-
щей волны в ВКБ приближении

(2)

где  – поперечное распределение ам-
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– компонента волнового вектора вдоль направле-
ния распространения пучка,  – действи-
тельная часть продольной компоненты тензора
диэлектрической проницаемости “холодной”
плазмы, явный вид которой будет приведен ниже,
и c.c. – член, получающийся из первого в резуль-
тате комплексного сопряжения. Предположим,
что поперечные размеры пучка w существенно
больше размера плазменного образования,

. Учтем, что волновой вектор волны накач-
ки обычно слабо зависит от координаты. Тогда, в
плазме в цилиндрической геометрии поле волны
накачки (2) принимает следующий вид (т.н. пред-
ставление Зоммерфельда для плоской волны
[18]):

(4)

Далее мы проанализируем распад колебаний
(4) на две коротковолновые косые ленгмюров-
ские (КЛ) волны, имеющие близкие частоты в
диапазоне меньше электронной плазменной, т.е.

. В слабо неоднородной
плазме амплитуды дочерних продольных КЛ
волн, возбуждающихся в результате параметриче-
ского распада волны накачки (4) и распространя-
ющихся в противоположных направлениях,

, описываются системой связан-
ных уравнений

(5)

В системе уравнений (5) компоненты тензора,
имеющие действительную и мнимую части, в фу-
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где ,  – действительные ча-
сти компонент диэлектрического тензора. Мни-
мые части этих компонент тензора ,

 описывают ЭЦ затухание, затухание Лан-
дау и столкновительное затухание (ν – частота
столкновений). Нелинейные восприимчивости в
правой части уравнений (5) представляют собой
дифференциальные операторы, действующие на
функции в квадратной скобке. Они имеют следу-
ющий вид (см. Приложение и также [19]):

(7)

Правила действия дифференциальных операто-
ров первого порядка ,  и таковы:

Надо отметить, что при выводе уравнений (5)
мы опустили члены, которые появляются при
дифференцировании компоненты тензора ε по
радиальной координате, поскольку распад коле-
баний (4) имеет место в окрестности локального
максимума плотности, где градиентные эффекты
не существенны.
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При анализе системы уравнений (5) будем
считать, что нелинейная связь является слабой, и
используем подход теории возмущений, разви-
тый в работе [20]. На первом шаге пренебрежем
правыми частями (5) и найдем решения обыкно-
венных дифференциальных уравнений, которые
описывают две независимые КЛ волны

(8)

Будем искать решение в виде

(9)

что позволяет описать две КЛ волны, распростра-
няющиеся в противоположных направлениях по
магнитному полю и по азимуту. Подставим (9) в
(8) и получим уравнения для амплитуд потенциа-
лов КЛ волн:

(10)

где  и  –
критическая плотность на соответствующей ча-
стоте. Решения (10) могут быть выражены через

обобщенные полиномы Лаггера  [21]:

(11)

где , ,

 – безразмерная радиальная пере-
менная и

. 

Собственные частоты  ( ) и соб-

ственные волновые числа  двух КЛ волн удо-
влетворяют системе уравнений
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где .

На втором шаге процедуры теории возмущений
примем во внимание эффект нелинейной связи
КЛ волн в присутствии накачки (4). В этом случае
их амплитуды перестают быть постоянными вели-
чинами и становятся функциями времени и коор-
динаты z, т.е. . Для того чтобы полу-
чить уравнения, описывающие эти амплитуды,
воспользуемся процедурой укорачивания. С этой
целью подставим выражения (4) и (9) в (5), умно-
жим первое из них на , второе –

на  и проинтегрируем их

 В итоге получим
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(15)

– коэффициенты нелинейной связи и 
. Усреднение по области локализации

означает

(16)

В системе уравнений (13) также использована но-
вая нормировка искомых функций, а именно,

 – это плотность энергии соответствующих
плазмонов. Будем считать, что распределение
волны накачки вдоль магнитного поля имеет
прямоугольную форму, т.е.  при

 и  – вне этой области. Далее,
будем искать экспоненциально растущие реше-
ния , используя граничные
условия  и . Выразим из перво-
го уравнения амплитуду 

(17)

Подставим (17) во второе уравнение

(18)

Сделаем функциональную подстановку

(19)

которая приводит уравнение (18) к виду

Решение этого уравнения, удовлетворяющее гра-
ничному условию, есть

(20)

Подставим (19) и (20) в уравнение (17) и учтем
граничное условие для второй дочерней волны

что позволяет получить дисперсионное уравне-
ние

первый (наименьший) из корней которого можно
приближенно представить в виде

(21)

Порог возбуждения параметрической неустойчи-
вости находится из соотношения

(22)

Далее рассмотрим пример параметрического
распада, сценарий которого был проанализиро-
ван в этом разделе.

3. ПРИМЕР ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО 
РАСПАДА ОБЫКНОВЕННОЙ ВОЛНЫ

НА ДВЕ КЛ ВОЛНЫ
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экспериментах наблюдалось аномальное погло-
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менном филаменте [17]. Плазма в аргоне создава-
лась с помощью высокочастотного разряда в
длинной стеклянной трубке с внутренним диа-
метром 2lb =22 мм, которая была ориентирована в
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направлении постоянного магнитного поля B0 =
= 570 Гс (подробнее см. [17]). Получаемая в раз-
ряде плазма была слабоионизованной с парамет-
рами n = 2.9 × 1010 см–3 и Te = 1 эВ. Волна обык-
новенной поляризации на частоте 2.35 ГГц рас-
пространялась вдоль прямоугольного волновода,
через который под прямым углом к его оси прохо-
дит баллон с плазмой. Для этих параметров вы-
полняется предельное соотношение , что
сильно упрощает выражение (4):

(23)

Мы анализируем параметрический распад волны
накачки (23) на два распространяющихся в раз-
ных направлениях КЛ плазмона, частота которых
близка к значению, равному половине частоты
волны накачки. Частоты этих плазмонов f1 =
= 1.26 ГГц ( , ) и f2 = 1.09 ГГц ( ,

). Продольное волновое число этих дочерних
волн равно qz = 28.38 см–1, а квадрат продольного

показателя преломления  с
огромным запасом превосходит значения компо-
нент тензора диэлектрической проницаемости,
что позволяет обосновать использование потен-
циального приближения применительно к воз-
буждаемым в результате параметрического распа-
да волнам. На рис. 1 показан инкремент этой не-
устойчивости, вычисленный по формуле (21), в
зависимости от мощности волны накачки. Вид-
но, что порог ее возбуждения равен  = 171 Вт.
Это значение близко к тем мощностям накачки,
при которых наблюдалось сильное аномальное
поглощение обыкновенной волны накачки в экс-
периментах [17]. На рис. 2 мы приводим зависи-

1x bk l !

( ) ( )− ω +�

0
0 0exp . .

2z x
E J k r i t c cE e

=1 1m =1 0l =2 1m
=2 1l

ω > ×2 2 2 4
1,2/ 2 10zk c

0
thP

мость порога неустойчивости от электронной
температуры в филаменте. Для актуального для
модельного эксперимента [17] диапазона элек-
тронной температуры (Te = 0.1–5 эВ) порог этой
неустойчивости определяется конвективным вы-
носом КЛ волн вдоль по магнитному полю и оста-
ется меньше 200 Вт, однако при больших темпе-
ратурах он резко возрастает из-за роста затухания
Ландау и электронного циклотронного затухания
КЛ волн. Таким образом, двухплазмонная ПРН
обыкновенной волны может иметь место в ли-
нейной экспериментальной установке при мощ-
ности генератора, доступной в эксперименте [17].
Этот результат позволяет объяснить появление
аномального поглощения СВЧ-волны обыкно-
венной поляризации в этом эксперименте.

4. ВЫВОДЫ

В настоящей статье мы проанализировали воз-
можность низкопорогового параметрического
распада волны обыкновенной поляризации на
два косых ленгмюровских плазмона. Ключевым
элементом теоретической модели является воз-
можность радиальной локализации обеих дочер-
них волн, бегущих в азимутальном направлении.
Таким образом, имеет место двумерная локализа-
ция этих колебаний в плазменном образовании,
вытянутом вдоль магнитного поля. Получено вы-
ражение для инкремента неустойчивости, а также
выражение, определяющее порог возбуждения
неустойчивости. Показано, что это нелинейное
явление может быть обнаружено в модельных
экспериментах на линейной плазменной уста-
новке, что позволяет объяснить наблюдавшееся
на ней аномальное поглощение СВЧ-мощности
обыкновенной поляризации и делает актуальным
проведение дальнейших экспериментальных ис-
следований. Полученные аналитические зависи-

Рис. 1. Инкремент распадной параметрической не-
устойчивости (19). Частоты дочерних КЛ-волн f1 =
= 1.26 ГГц ( , ) и f2 = 1.09 ГГц ( ,

). Продольное волновое число qz = 28.38 см–1.

 = 171 Вт.
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Рис. 2. Зависимость порога неустойчивости от элек-
тронной температуры в плазменном образовании.
Параметры дочерних КЛ-волн те же, что и на рис. 1.
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мости предполагается использовать при дальней-
шем подробном экспериментальном исследова-
нии этого нелинейного явления для сравнения с
результатами измерений.

Несмотря на драматическое различие экспе-
риментальных параметров в линейной установке
и в тороидальных установках удержания плазмы,
представляется, что рассмотренный сценарий
носит универсальный характер, что делает необ-
ходимым в дальнейшем исследовать этот сцена-
рий применительно к экспериментам по ЭЦРН
плазмы в токамаках и стеллараторах. При этом
необходимо отказаться от предположения о ма-
лости радиуса плазменного филамента по сравне-
нию с длиной волны накачки и учесть рефракцию
волны накачки в ннм. Результаты этого анализа
планируется представить в последующих публи-
кациях.

Расчет порога и инкремента неустойчивости
выполнен при поддержке гранта РФФИ-БРФФИ
18-52-00010 – F18R-040; выражения для нелиней-
ной восприимчивости плазмы получены в рамках
работ по государственному контракту ФТИ
им. А.Ф. Иоффе РАН.

ПРИЛОЖЕНИЕ
Получим выражение для нелинейной воспри-

имчивости плазмы, которая описывает нелиней-
ное взаимодействие КЛ волн в присутствии
обыкновенной волны. Будем использовать пря-
моугольную систему координат и предполагать
плазму однородной. Плотность электронов в
этом случае есть сумма невозмущенной составля-
ющей  и возмущений первого и второго порядка
на частотах дочерних волн

(А1)

Соответствующие скорости электронов в элек-
трических полях высокочастотных колебаний
имеют также линейную и нелинейную составля-
ющие
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трех СВЧ волн можно найти, решая уравнения
моментов в следующем виде:

(A3)

где . Затем, используя уравнение
неразрывности, получаем линейные возмущения
плотности фона на частотах взаимодействующих
волн.
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. (А8)

Можно продемонстрировать, что плотность заря-
да второго порядка на частоте второй КЛ волны
подчиняется уравнению

(А9)
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